3.7.4 Trecie sily

Celkom vSeobecne, trecie sily pdsobia proti smeru pohybu.
Trecie sily dmerné rychlosti V linedrnom priblizeni (ak sd rychlosti malé) sa najcastejSie pouziva
model trenia tmerného rychlosti,

1. Pri otdCani okolo uhla ¢: D" = —k,@. Moment trecej sily pdsobi vzhl’adom na os otdCania, napr.
prostrednictvom loZisk a @ je uhlova rychlost’ otacania, ktoré tato sila timi. Pri osi spdjajiicej dve
pohybujtce sa itt musi pritom ist’ o relativnu uhlovii rychlost’ medzi tymito telesami.

2. Pri posuvnom pohybe v smere: F" = —ky¥. Tento model je chéapany tak, Ze sila posobi v t'azisku.
Podobne ako v predchadzajicom pripade, ak ide o treciu silu medzi pohybujicimi sa ¢ast’ami, musi
byt’ tato zavisla len na ich relativnej rychlosti.

Konstanty k; a ky st fenomenologické konsStanty zdvisiace od konkrétneho Studovaného pripadu. Ich
rddovy odhad moZeme ziskat' z Casu, za ktory sa dany pohyb utlmi; ak mame jeden stupenl vol'nosti
g, ktory je tlmeny konStantou k, potom jeho pohybova rovnica (jeho hmotnost’ bude m a zanedbame

akékol’vek iné sily) bude
, k.
g=—"4
m

ktora ma rieSenie m

(1) = 4(0)e 7, r =

Rychlost’ klesne na 1/e = 0,36-ndsobok pociato¢nej rychlosti za ¢as t = 1. Ak tento ¢as pozndme (od-
meriame, odhadneme) potom k = m/ 7.

Niekedy moZe byt zaujimavejSie brat’ pokles na iny zlomok pociatocnej rychlosti, napr. na jednu
desatinu pociatocnej rychlosti klesne za Cas 7y 1o,

1
1—0 = eiTl/IO/T = /10 = Tln(lO) ~ 2,37
a potom k = mlIn(10)/7; /0.

Ako priklad vezmime “typické” teleso s hmotnost' ou m = 100kg, ktorého rychlost’ vplyvom trenia
klesne na 1/10 pdvodnej za 7,19 ~ Imin ~ 60s. Potom k ~ 100.2,3/60 ~ 4N/(m.s~!). Pri rychlosti

v ~ 1m.s~! bude teda této trecia sila rddovo F ~ 4N.

Sila aerodynamického odporu Vel'mi ¢astou situédciou je, Ze odporova sila priadenia vzduchu preras-
tie za linedrne pribliZenie. V tomto pripade tenzor napitia ma ¢len zavisly od druhej mocniny rychlosti
telesa vzhl’adom na prostredie, Co vedie na celkovi odporova sily prostredia silu v tvare

1 ==k
F = 5capyS|V(7 ) (226)

kde ¢, je koeficient aerodynamického odporu, p je hustota vzduchu, S je efektivna plocha telesa ktora
vidime ak sa na teleso pozerdame v smere jeho rychlosti a V(7*) rychlost’ telesa vzhlI’adom na prostredie.

.....

I ~ 1m, potom S ~ Im?. Pre “kocku” bude c; ~ 1 &o pre pohyb vo vzduchu p, = 1kg.m~3 di silu
15

F~—
5V

A bude teda pri rychlosti v ~ Im.s~! bude tito sila priblizne F ~ 0, 5N, o je mensie ako trecia sila uvazo-
vand v predchadzajucom pripade. S rasticou rychlost’ou vSak jej vyznam narastd; sila aerodynamického

35



odporu bude v uvazovanom pripade porovnatel'nd so silou linedrneho trenia pri rychlostiach danych rov-
nicou i
Ev? ~Ave,= v~ V8ms !~ 2 8m.s!

Porovnajme silu aerodynamického odporu s typickou tiaZovou silou na takéto teleso (stéle predpokla-
dame hmotnost’ m = 100kg), G = mg ~ 10”kg.10 m.s~> ~ 10°N. Aby G a F boli porovnatel'né, musela
by byt’ rychlost’ telesa

v~ +/2mg ~45m.s~! = 162km/h.

Kinetické trenie (kontaktné) Nakoniec, trecie sily v dosledku kontaktu s podloZkou, ¢o zahina aj
trecie sily v loziskdch, maji aj konStantny ¢len, ktory nemoZno zanedbat’ uz v linedrnom pribliZend,
pricom vel'kost’” lokdlne posobiacej trecej sily je priamotmerny normalovej sile R,

T = uR, (227)

kde u je kineticky koeficient trenia. Ich vycislenie teda potrebuje znalost’ o silach reakcii, ktorym sme
sa cielene Lagrangeovym formalizmom vyhli. Ich zaritanie je moZzné ak k Lagrangeovym rovniciach
znovu priddme potrebné 1. a 2. pohybové rovnice itt. Vel'’kost’ sily kinetického trenia je dand pritlacnou
silou a koeficientom trenia, ktory nadobuida hodnoty od 0,01 (ocel’-I'ad) po 0,5 (drevo-drevo) v beznych
situdciéch.

Pre nés “typicky” pripad budeme uvaZovat’, Ze pritlacnd sila je dané tiaZou telesa, R = mg. Vel’kost’
kinetického trenia bude 7' ~ 10 — 500N a teda pri rychlostiach v ~ 1m.s? kinetické trenie bude dominantné.

Prirodzene, v inych situdcidch moze dominovat’ iny z tychto troch spomenutych mechanizmov, pricom
predstavu o ich vel’kostiach si mézeme urobit’ podobnymi rddovymi odhadmi, ako boli tu urobené pre
zvoleny “typicky” pripad.

Vseobecna formulacia pre trecie sily Ani jeden z tychto modelov nie je vzdy perfektny. Trecie sily
zavislé od rychlosti maji povod v pdsobeni prostredia na teleso, a teda pdsobia lokdlne na vSetkych mies-
tach jeho povrchu a st zavislé od lokdlnej rychlosti telesa vzhlI’adom na prostredie (vzduch, kvapalina).
Ak silové pdsobenie prostredia na teleso v mieste 7 na jeho povrchu na ploske dS,

dF = &(7)-dS, (228)

kde & je tenzor napitia charakterizujici obtekajuice prostredie (a teda zavisi od jej lokdlnej rychlosti,
tlaku, etc.) a dS je vektor plosky orientovany v smere vonkajSej normdly povrchu telesa, potom celkovy
prispevok od takychto sil na teleso musime vyjadrit’ ako integral

:/dﬁ:/cjr-d’s. (229)
Podobne nédjdeme aj prispevok k momentu sil posobiacich na teleso od prostredia,

D = / (F—7") x dF . (230)

3.7.5 Moment sily od jednosmerného elektromotora

Na kazdy kratky dsek prddovodica, ktorym pretekd premenny elektricky prid i(¢) a ktory sa nachadza v
magnetikom poli B(t) posobi Lorentzova sila’

2 Na néboj dq pdsobi sila dF = dqv x B, kde v je rychlost ktorou sa naboj pohybuJe pozdlz vodica (tzv. driftova rychlost’).
V kréatkom tseku pridovodica s prierezom s plochou S a dizkou dI je ndboj dg = enS - dl, kde n je objemova hustota nosi¢ov
naboja. Elektncky prud, t.j. nabo_] ktory pre_]de vodi¢om za jednotku Casu je dany i = dan v, a preto Lorentzovu silu moZno
napisat’ v tvare dF = enS-dIvx B=idl x B, pri¢om sme uvazili, Ze vektory dl aj v maju rovnaky smer, dany napr. jednotkovym
vektorom 7, t.j.
S-dlvxB=S§ -%dlvix B=S-vdl x B
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Obr. 12: Elektromechanicky systém jednoduchého elektromotora.

dF = i(t)dl x B(t) (231)

Oznalme si jednotkovy vektor 7 ako smer otdCania uhlu ¢ podl'a obrdzku. Priemet celkového mo-
mentu Lorentzovej sily, pdsobiacej na pridovodi¢, do smeru osi otd¢ania bude

D(1)=%-D(t) = %-/?(r) x dF (232)

- 2%-(7(z)><<1 i(1)% x ())) (233)

7 x B(t
= 2i(t) [7(t) - B(r) = 2i(t)IrB(t) cos(¢), (234)
kde integral v prvom riadku predstavuje integrovanie pozdiz celého pridovodica, 7(t) je polohovy vektor
kratkeho dseku pridovodica d! a r v poslednom riadku oznacuje polomer vinutia na cievke.

Zberace su postavené tak, aby vzdy ked’ je cos(¢) < 0 zmenil prid polaritu tak, aby vysledny moment
sily bol vZdy kladny a dochddzalo k pretd¢aniu. Znamen4 to, Ze iloha zberaCov je postavit’ funkciu cos(¢)
do absolttnej hodnoty, t.j.

D =2i(t)IrB|cos(¢)|. (235)

V tomto tvare je ale motor neefektivny, nakol'ko pre ¢ ~ n/2,37/2,... je D ~ 0. Preto sa vyuZiva viac
zavitov, vzdjomne posunutych o fazu Aa,

N-1
D= 2i(t)IrB|cos(¢ —nA)|. (236)
n=0
Numericky sa moZno presvedcit’, Ze pre vel'’ké N je moment sily motora prakticky nezavisly od aktudlneho
natoCenia ¢. Limitny pripad N — oo, Aot — 0, NAat = 7 mozno ziskat’ aj priamou integraciou zavedenim
o =nAa, Ao =Anm/N,

N T
D = 2i(n)irs /0 dot| cos(§ — )| (237)
_ 2i(t)er% /0 " dasin(a) (238)
- %Ni(t)er:KI(t) (239)
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Tento vysledok sa Casto pouZiva pri stavani dynamickych modelov zahifiiajicich jednosmerny elektromo-
tor. V tychto problémoch treba riesit” dynamiku manipulétora spolu s dynamikou elektrickych obvodov, s
pohybovou rovnicou pre prud

dd
UZ:Ri(l‘)—f—E. (240)

kde Uz je napitie na zdroji, R je celkovy odpor obvodu, & je Casovo premenny magneticky tok. Magne-
ticky tok md samoindukénd Cast’, L(1)i(r), kde L(r) indukénost’ motora, a Cast’ pochddzajicu z perma-
nentného magnetu, [ Bmag ds. L(t) sa pri pohybe motora mdzZe menit’ s ¢asom, ¢o modifikuje silovym
Ucinok externého pol’a magnetu B,y4¢.

Magneticky tok zachyteny n-tym zdvitom je

®, (1) = / B-dS = BScos(w — nAa) = BScos(¢ — /2 — nAa) = BSsin(¢ — nAa) (241)
a jeho prispevok k indukovanému napitiu bude
d .
U, = sgnacbn(t) = sgnBScos(¢ —nAct)g. (242)

Kvéli zbera¢om bude znamienko tohto napitia v obvode vZdy, ked’ je cos(¢ —nAcar) < 0 zmenené, Co je
znacené symbolom “sgn”. Toto opét” vytvdra absolitnu hodnotu z funkcie cos( ),

U, = BS|cos(¢ —nAa)|o. (243)

Opit’ moéZeme ziskat’ limitu hustého vinutia,

N—-1 N—-1 _
Una = Y, Us=BSY |cos(¢—nAa)|$ = (244)
n=0 n=0
= BS([)]X/EdOC|cos(¢ —a)| (245)
= BS¢2—N = K9, (246)

kde sme vyuzili, ze 2rl = S.

Energetické bilancia v elektro-mechanickom systéme

Vyskyt identickej konStanty pri indukovanom napiti a pri momente sily motora je principidlne dolezity
- préca, ktord kond motor je Wyy = [ dtD¢. Této musf sdvisiet’ s energiou ktord dod4 batéria. Z rovnice
(240) najdeme pre tito energiu,

Whar = /dtUzl /dtRl —f-/dl‘Umdl (247)

Pouzitim vysledku (246) ndjdeme

Wiy = / iR (1) + / diK$i(r) / iR (1) + Wiy, (248)

kde prvy clen predstavuje ohmické straty v obvode a druhy je presne praca konand motorom.

Pohybové rovnice jednosmerného elektromotora Je dolezité si uvedomit’, Ze iplné modelovanie me-
chanického systému s motormi predstavuje vlastne paralelné rieSenie nie len dynamiky mechanickych ale
aj elektrickych stuptiov vol'nosti. Napriklad nas tu Studovany problém predstavuji prepojené diferencidlne
rovnice pre uhol pootocenia elektromotora a prid v riadiacom obvode,

Ivd(t) = Ki(t) = Dz(qi(t)), (249)
Uz(t) = RI(t)+Ko(t) (250)
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kde Dz(g;i(t)) indikuje moment zat’aZe motora, ktory moZe zavisiet' od d’alSich stupniov vol'nosti a teda
vyzadovat’ d’alSie diferencidlne rovnice. V tomto jednoduchom pripade mozno prid priamo vyjadrit’ z 2.
rovnice ¢o eliminuje problém rieSenia dvoch rovnic.

Casto je viak nutné uvazit’ aj samo-indukénost’ zavitov, o vedie k vyskytu prvej derivécie pridu v 2.
rovnici a teda k skutocnému systému dvoch prepojenych diferencidlnych rovnic.
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