Tieto rovnice moZno I'ahko upravit’ do na zaciatku spominandho tvatu pohybovych rovnic systému vhod-
nych pre numerickd implementéciu,

Iy = —apws(J—1)+mgrisys6 (93)
I, = —wso(I—J)+mgricyso (94)
Jin = —mw(I-J) 95)
0 = wsy+mmecy (96)
. 1
0 = _glosy—awrcy) (97)
. 0
v o= ah—i—e(wzsw—wlcw) (98)

z ktorej je jasne vidiet’, Ze pre @y, @y, @3, ¢, 0, ¥ su rieSeniami systému Siestich obycajnych diferencidl-
nych rovnic 1. rddu.
Dosadenim sa da I'ahko presvecit’, Ze tieto rovnice spliia rieSenie

0=Qpt, 0=1/2, ¥=Qut, (99)
kde i
mgr

Q. = 100

v priblizeni Q4 < Q. Tento pohyb sa nazyva precesia gyroskopu.
Ak by sme vySetrovali stabilitu v okoli rieSenia (99),

0 =Qut +80(1), 0=250(r), w=0Qut+5y(), (101)
nasli by sme Ze vychylky 6¢(¢),60(z) a Sy(r) osciluju s frekvenciou

J
Qo = Qy. (102)

Tento pohyb sa nazyva nutdcia gyroskopu.
Priklad Aku pravi stranu musime pridat’ do pohybovnych rovnic gyroskopu ak sa tento nachddza na
auti¢ku pohybujicom sa so zrychlenim @ = aé;?

Moment sily z dosledku zotrvacnej sily bude D, = —7* x md. Tento potrebujeme vyjadrit’ v sustave
pevne spojenej s gyroskopom, preto

D, = —-mr'f3xe (103)
& = 0793 =.. (104)
= Y ARRIR D = (105)
kji
= filcycOcp —sys) — for(swcbed +cysd) + f3cdsO (106)
ateda B B B
D, =mr* [fl (sWcbcd +cys) + fa(cycOed —sysd) | . (107)
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Obr. 5: Posobenie ’externej’ sily F, v mieste 7 na itt mdZeme nahradit’ pOsobenim sily F, v tazisku 7*
a pésobenim momentu tejto sily vzhl’adom na t'azisko D* = (F —7*) X F,.

2.9 Energia a praca v dynamike systému i.t.t

e Ak pdsobime na teleso externou silou F, v bode telesa danym polohovym vektorom 7, potom praca
ktord vykondme bude identickd praci vykonanej posobenim tejto sily v 'azisku a momentom sily
D* = (F—7") x F, (Obr. 5). Toto je dosledok redukcie sil. Pricu mdZeme potom ziskat’ pomocou
vzt’ahu

hoodin o (dF dF—T)\ [
W = F,-—dt = dtF, | — 4+ ——~ | = dtF, - (V* 7F—7 108
/n °dt . (dtjL dt ) " e (M (F=7)) (108)

15 R R
~ [Car (R 4D 0) (109)
131

e Posobme silou F, a momentom sil D, na tuhé teleso, pohybové rovnice budi

d = —
M—V"—F = 110
e (110)

d /= S .
E(1*-@)—1)* ~ D, (111)

Q

pricom D* a F predstavuju iné sily ako tie, ktorymi posobime my, t.j. gravitané, trecie....
Uvedomme si, Ze hviezdiCkovanie momentu sil, t.j. D, zodpovedd vypoctu vysledného momentu
sil vzhl’adom na t'aZisko.

e GravitaCnd, ale aj iné (elektrostatické, elastické sily a niekedy aj momenty sil) su tzv. potencidlové,
t.j. daju sa zapisat’ v tvare

=

pot (7) = —-VU (?) (112)
. 2
Dpot(q)) = _g¢%U (‘P) (113)

Priklad: gravitatnd potencidlna energia U, (7) = Mgz, kde M je hmotnost’ telesa, g vel'’kost’ gra-
vitatného zrychlenia a z zvisl4 suradnica t'aZiska telesa narastajiica v protismere pdsobenia gravi-
taCnej sily, alebo elastickd energia v natoCenej pruzine (ako v hodinkdch) U p($ )= %k(pz pre malé
otoCenia. Ak kondme pracu prendsanim i.t.t. proti takymto sildm, vel'’kost’ tejto prace zavisi len od
rozdielu potencidlnej energie medzi koncovou a zaciato¢nou polohou.

| dr-vu) =) -u )
r
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alebo ] 3
|6 5-U0)=U'g2) - U(6)
1 ¢

pre nej akud vhodne zavedent uhlovi premenm’l.

vel'’kost’ tohto nérastu. Derivacia v smere jednotkového vektora 7 je dana ako 7 - VU (7).

Vsetky takéto potencidly potencidlové sily daju spolocnu potencidlnu energiu telesa

U(%.9) (114)
pricom potom sila aj moment sily budd jednoducho

. i, d
Fpot(?7¢) = _VFU(?7¢)7 Dpot(?v(p) = _Z(P%U(;:(P) (115)

Zavedenim rozdelenia sil na potencidlové a nepotencidlové F' = F,,; + F;, a podobne pre momenty,
dostaneme pre celkovi pracu

o,  _,
:[K+U]§f—/l Fy-d' ~ [ D;-do (116)
1 1

kde K + U je sucet kinetickej a potencidlnej energie i.t.t.

&I &+ U, 9) (117)

K+U 1M\**|%Ll
== - V —
2 2

e Odvodenie vzt'ahu (109) s vyjadrednim (117) Dosadime vyjadrenia pre potencidlové sily a mo-
menty do pohybovych rovnic (110) a (111), a ndslednym prendsobenim prvej s vV*(¢) a druhej s @(¢)
a preintegrivanim cez Cas od t = t; po t =, mame

/dtv*- v+/d VU — /d E, = /d?*-ﬁe (118)

[t (3 **)+[U<r>1,§ )Wy =w a1
a podobne pre 2. pohybovu rovnicu,
/dta) E. a)+/d¢d¢U 0)— / di®-D /dta) B (120)
[arE o)) + W))W = w (121)
ij
d (1 1o 0(2) _ o _ o
/dta (Ew,ll-ja)j) + [U((p)]WI) W, =W (122)

kde sme vyuZzili zdpis vektora uhlovej rychlosti a tenzora zotrvacnosti v suradnicovej ststave pevne
spojene;j s telesom, v ktorej st komponenty I;; nezavislé od Casu.

Kombinaciou oboch upravenych rovnic ndjdeme vysledny vzt ah,

W=Ww*+Ww?=116 (123)
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Obr. 6: Koncovd konfigurdcia dvoch telies spojenych otoénym kibom a harmonickou pruZinou.

e Rozsirenie na N telies: zavedieme index ¢ = 1,...,N

y 15 - N
W:§[Ka+Ua]§f—/t Fno‘-dra—/[l DY . By dt (124)

kde celkovd mechanickd (kinetickd a potencidlna) energia

K+U:Z% a!V’&\er%cﬁa~7*a~(?)a+Ua(?a,¢a) (125)
o

V pripade N telies je celkova kinetickd enegia suctom kinetickych energii jednotlivych telies. To

isté sa nedd povedat’ o potencidlnej energii, pretoZe td pochddza Casto aj z vzdjomného pdsobenia

roznych itt na seba, napriklad ked’ st dve itt spolejé harmonickou pruZinou. Pri hl'adani vyrazu pre

celkovu potencidlnu energiu vyhodne vyuZivame nezévislost’ potencidlnej energie od drahy, akou

sa dany systém N teslies do konfigurdcie 77, ..., 7y, @1, 61, Y1, ..., o, Oy, Wi dostal.

Priklad Potencidlna energia dvoch telies na obrazku 6 vzhlI'adom na situdciu, ked’ obe telesa lezia
vo vySka z] = z; = 0 s uvol'nenou pruZinou je

- = * k 1
U (F1,72,01,02) = migz] +magz; + S k(AL)?, (126)

kde k je tuhost’ pruziny a Al je jej predfienie, ktoré je potrebné vyjadrit’ pomocou uhlov natoce-
nia telies ¢; a ¢. Evidentne, posledny ¢len nie je nejakym suctom potencidlnych energii dvoch
samostatnych itt.
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