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Kapitola 1

Úvod

1.1 Mezoskopická fyzika, mezoskopický systém.

Uvažujme dvojrozmernú vodivú plat-
ničku s makroskopickými rozmermi W,L.
Konduktancia (vodivost’) vzorky je daná
Ohmovým zákonom

I

V
≡ G =

σW

L
, (1.1)

kde σ je merná vodivost’. Je to materiálový parameter závisiaci napr. od hmotnosti a kon-
centrácie elektrónov, od ich relaxačného času, ale nezávisí od W a L.

Mezoskopická fyzika si kladie otázku, čo sa bude diat’ s G, ked’ budeme rozmery W a
L zmenšovat’ tak, že sa stanú porovnatel’né alebo menšie ako niektorá z týchto charakteri-
stických dĺžok:

λF = Fermiho vlnová dĺžka vodivostných elektrónov,

Lmean = stredná vol’ná dráha elektrónu,

Lϕ = koherenčná dĺžka elektrónu resp. stredná vol’ná dráha elektrónu medzi dvomi
nepružnými zrážkami.

V prednáške ukážeme, že pre takéto tzv. mezoskopické vodiče neplatí klasický Ohmov
zákon G = σW/L, ale kvantové transportné zákony demonštrujúce vlnovú povahu elek-
trónov.

Zhrnuté všeobecnejšie, mezoskopickými systémami nazývame objekty s elektrónovou
vodivost’ou, ktorých rozmery sú menšie ako koherenčná dĺžka, stredná volná dráha alebo
Fermiho vlnová dĺžka vodivostných elektrónov. Tieto objekty môžu byt’(a zvyčajne aj sú)
makroskopické (zložené z obrovského počtu atómov), v ich makroskopických elektrických
vlastnostiach (konduktancia, rezistencia, ...) sa však zásadným spôsobom prejavujú zákony
mikrosveta, tj. zákony kvantovej fyziky. Výraz mezo sa tu zavádza na odlíšenie od makro
ale aj od mikro.

Typické rozmery jednotlivých charakteristických dĺžok sa dajú zhrnút’ nasledovne:

1mm: Lmean v režime kvantového Hallovho javu,

10 – 100 µm: Lmean a Lϕ v polovodičoch s vysokou pohyblivost’ou elektrónov pre
T < 4 K,
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100 nm – 1 µm: Lmean a Lϕ v komerčných polovodičových súčiastkach,

10 – 100 nm: λF v polovodičoch a Lmean v kovoch,

1 nm: λF v kovoch,

0,1 nm: medziatómová vzdialenost’.

1.2 Aproximácia efektívnej hmotnosti pre masívny kryštál

Mezoskopické systémy definované s atomárnou presnost’ou je dnes možné pripravit’
najmä na báze polovodičov GaAs a AlGaAs. Kvôli jednoduchosti v d’alšom budeme často
uvažovat’ práve takéto mezoskopické systémy. Z našich úvah však bude zrejmé, že získané
výsledky platia aj pre mezoskopický systém z l’ubovolného iného materiálu, t.j. l’ubovol-
ného polovodiča alebo normálneho kovu. Supravodivé mezoskopické systémy v prednáške
neuvažujeme.

Uvažujme najprv masívny polovodič. Elektróny v jeho vodivostnom páse nech popisuje
Schrödingerova rovnica

[
EC +

(−i~∇+ e ~A)2

2m
+ U(~r)

]
Ψ(~r) = E Ψ(~r), (1.2)

kde ~A je vektorový potenciál, EC je dno vodivostného pásu, m a−e sú efektívna hmotnost’
a náboj elektrónu, U(~r) je potenciálna energia od priestorových nábojov, hradiel a iných
vonkajších polí a E je vlastná hodnota energie elektrónu. Veličina EC môže závisiet’ od
súradnice, napr. diskontinuita ∆EC na prechode GaAs–AlGaAs, znázornená na obr. 1.1.

Rovnica (1.2) sa zvykne nazývat’ aj aproximácia efektívnej hmotnosti. Nevystupuje v
nej totiž periodický potenciál kryštalickej mriežky, ktorého vplyv je "schovaný"v efektívnej
hmotnosti elektrónu. Vd’aka tomu pre ~A = 0, U(~r) = 0 a EC = const dostaneme ako
riešenie rovinnú vlnu

Ψ(~r) = ei~k.~r, (1.3)

Obrázok 1.1: Priebeh dna vodivostného (EC) a vrcholu valenčného pásu (Eν) v tenkej
vrstve GaAs zovretej dvomi polonekonečnými AlGaAs vrstvami. Vrstva GaAs je pre vodi-
vostné elektróny potenciálovou jamou, pre AlxGa1−xAs s x ≈ 0.3 je asi 0.3 eV hlboká.
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inak by to bola z kurzu tuhých látok známa Blochova funkcia Ψ(~r) = u~k
(~r) ei~k.~r. Aprox-

imácia efektívnej hmotnosti vynikajúco platí pre väčšinu mezoskopických systémov, s ktorý-
mi sa budeme zaoberat’. Používame ju však len preto, že zjednodušuje výklad. Z našich
odvodení bude zrejmé, že rovnaké výsledky by sme (t’ažkopádnejším spôsobom) dostali aj
bez tejto aproximácie.

1.3 Dvojdimenzionálny (2D) plyn

Moderné technológie umožňujú narást’ vel’mi tenkú (ak treba, aj atomárne tenkú) vrstvu
GaAs, vloženú medzi dve hrubé AlGaAs vrstvy. Toto je znázornené na obr.1.1, ktorý ukazu-
je aj priebeh dna vodivostného pása EC(z) v smere kolmom na rozhranie vrstiev. Vidno,
že GaAs vrstva predstavuje pre elektróny pravouhlú potenciálovú jamu. Ak sa GaAs vrst-
va pripraví ako intrinzická a AlGaAs vrsty sa vhodne nadotujú na vrstvy n-typu, elektróny
"spadnú"z AlGaAs vrstiev do potenciálovej jamy v GaAs vrstve. Stratia tak možnost’ po-
hybu v smere osi z a vzniká tzv. dvojdimenzionálny (2D) elektrónový plyn. Tento plyn
existuje aj pri nulovej teplote, takže pôvodne intrinzická GaAs vrstva sa z hladiska elek-
trónovej vodivosti chová ako 2D kov.

Elektróny v GaAs vrstve sú teda vol’né v rovine x-y a uväznené v smere z potenciálom
EC(z), ako je znázornené na obr. 1.2. Ak uvažujeme magnetické pole ~B = (0, 0, B),
vektorový potenciál ~A môžeme vždy vybrat’ tak, že má nulovú zložku Az a nie je funkciou
súradnice z. Ak naviac predpokladáme, že ani potenciál U(~r) nezávisí od súradnice z,
riešenie rovnice (1.2) môžeme zapísat’ ako

Ψ(x, y, z) = Ψ(x, y)Φ(z). (1.4)

Po dosadení tohto riešenia sa rovnica (1.2) rozdelí na dve vzájomne nezávislé rovnice

[(−i~∇+ e ~A)2

2m
+ U(x, y)

]
Ψ(x, y) = εΨ(x, y), ∇ ≡

(
∂

∂x
,

∂

∂y

)
, (1.5)

a [−~2

2m

∂2

∂z2
+ EC(z)

]
Φn(z) = En Φn(z), (1.6)

Obrázok 1.2: Znázornenie potenciálu viažúceho vodivostné elektróny v tenkej (2D) GaAs
vrstve zovretej dvoma polonekonečnými AlGaAs vrstvami. Dno vodivostného pásu v
GaAs, Ec, je tu nulovou hladinou energie (pozri tiež obr. 1.1).



4 Kapitola 1.0

kde
E = En + ε (1.7)

a n je kvantové číslo. Ak napríklad aproximujeme EC(z) ako nekonečne hlbokú pravouhlú
potenciálovú jamu v GaAs, t.j. Ec = 0 v GaAs vrstve (0 < z < Lz) a Ec →∞ v AlGaAs
vrstvách, dostaneme

Φn(z) =
√

2
Lz

sin
(

n
πz

Lz

)
, En =

~2

2m

(
n

π

Lz

)2

, (1.8)

kde n = 1, 2, . . . . Na obr. 1.2 je znázornené typické Φn(z)2 pre n = 1 a 2.
Vhodným dotovaním sa dá nastavit’, že je okupovaný len prvý subpás, E1. Vtedy, ak

je GaAs vrstva vel’mi tenká, môžeme smer z jednoducho ignorovat’ a namiesto (1.2) rovno
písat’ dvojrozmernú Schrödingerovu rovnicu

[
ES +

(−i~∇+ e ~A)2

2m
+ U(x, y)

]
Ψ(x, y) = E Ψ(x, y), ∇ ≡

(
∂

∂x
,

∂

∂y

)
, (1.9)

kde EC teraz označuje dno vodivostného pása v GaAs vrstve a ES = EC + E1. Túto
rovnicu budeme neskôr riešit’ pre nenulové ~B a pre rôzne prakticky dôležité potenciály
U(x, y). Pre ~A = 0 a U(~r) = 0 je jej riešením vlnová funkcia

Ψ(x, y) =
1√

LxLy

eikxxeikyy, (1.10)

a energia

E = ES +
~2

2m
(k2

x + k2
y) = ES +

~2k2

2m
, (1.11)

teda vzt’ahy charakteristické pre ideálny 2D plyn častíc vol’ných v smeroch x a y. Dis-
perzný zákon (1.11) je schématicky ukázaný na obr. 1.3. Pre vlnovú funkciu požadu-
jeme splnenie Born–vonKarmanových hraničných podmienok Ψ(x + Lx, y) = Ψ(x, y) a
Ψ(x, y + Ly) = Ψ(x, y). Odtial’

kx = nx
2π

Lx
, ky = ny

2π

Ly
, (1.12)

kde nx = 0,±1,±2, . . . a ny = 0,±1,±2, . . . . Prefaktor 1/
√

LxLy pochádza z nor-
movacej podmienky

∫ Lx

0 dx
∫ Ly

0 dy|Ψ(x, y)|2 = 1. Ako je znázornené na obrázku 1.4, na
jeden stav ~k pripadá v ~k priestore plocha 2π

Lx

2π
Ly

. Odtial’ dostaneme, že hustota dovolených

hodnôt ~k (alebo hustota stavov) v ~k priestore je

1(
2π
Lx

)(
2π
Ly

) =
LxLy

(2π)2
. (1.13)

Často potrebujeme poznat’ počet dovolených stavov ~k v diferenciálnej ploche dkxdky. Ten
dostaneme vynásobením hustoty stavov (1.13) plochou dkxdky.
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ES

E

EC

EF

kx alebo ky

Obrázok 1.3: Disperzný zákon 2D elek-
trónov (vzt’ah (1.11) pre n = 1).

Obrázok 1.4: Znázornenie 2D stavov v
k–priestore.

1.4 Jednodimenzionálny (1D) plyn, 1D subpásy, kvantový drôt

Pre 2D elektróny v rovine (x, y) platí Schrödingerova rovnica

[
ES +

1
2m

(−i~∇+ e ~A)2 + U(y)
]
Ψ(x, y) = E Ψ(x, y), (1.14)

kde potenciál U(y) je teraz väzobný potenciál ohraničujúci 2D elektróny vo vzorke konečnej
šírky (obr. 1.5). Magnetické pole ~B = (0, 0, B), ktoré je popísané vektorovým potenciálom

~A = −By~x =⇒ Ax = −By, Ay = 0, (1.15)

umožňuje prepísat’ (1.14) ako

[
ES +

(px − eBy)2

2m
+

p2
y

2m
+ U(y)

]
Ψ(x, y) = E Ψ(x, y), (1.16)

kde

px = −i~
∂

∂x
, py = −i~

∂

∂y
. (1.17)

Riešenie hl’adáme v tvare

Ψ(x, y) =
1√
L

eikxχ(y), (1.18)

x

y

L
U(y)

y

Obrázok 1.5: Schematické znázornenie priebehu väzobného potenciálu na hranách 2D
vzorky konečnej šírky.
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Obrázok 1.6: Väzobný potenciál ako pravouhlá jama.

kde index x pri L a k vynechávame. Dosadením do (1.16) po úprave dostaneme
[
ES +

(~k − eBy)2

2m
+

p2
y

2m
+ U(y)

]
χ(y) = E χ(y). (1.19)

Zaujímame sa o vlnové funkcie χ(y) a vlastné energie E pre dostatočne realistické U(y).
Ak zvolíme

U(y) =
1
2

mω2
0y

2, (1.20)

kde ω0 je parameter, dostaneme analytické riešenia. Prípad B 6= 0 budeme uvažovat’
neskôr. Ak B = 0, rovnica (1.19) dá

[
ES +

~2k2

2m
+

p2
y

2m
+

1
2

mω2
0y

2
]
χ(y) = E χ(y). (1.21)

Formálne je to rovnica harmonického oscilátora, takže vlastné energie a vlastné funkcie sú

En(k) = ES +
~2k2

2m
+

(
n +

1
2

)
~ω0, n = 0, 1, 2, . . . (1.22)

a

χn(y) =
(mω0

~

)1/4(
2nn!

√
π
)−1/2

e−q2/2Hn(q), q =
√

mω0

~
y, (1.23)

kde index y pri n vynechávame a Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn e−x2
je n-tý Hermitov polynóm

spĺňajúci vzt’ah ortogonality
∫∞
−∞Hm(x)Hn(x)e−x2

dx = 2nn!
√

πδmn.
Analyticky je riešitel’ný aj prípad potenciálu na obr. 1.6, ktorý zodpovedá technológii

„leptaného drôtu“. V tomto prípade a v priblížení nekonečne hlbokej potenciálovej jamy
má rovnica (1.19) pre B = 0 riešenie

En(k) = ES +
~2k2

2m
+
~2

2m

(πn

Ly

)2
, n = 1, 2, 3, . . . , (1.24)

a

χn(y) =

√
2
Ly

sin
[πn

Ly
(y − Ly

2
)
]
. (1.25)

V obidvoch prípadoch je pohyb elektrónu vol’ný iba v smere x, zatial’ čo v smere y
sú vlnové funkcie lokalizované podobne ako priečne módy svetla vo vlnovode. Každému
módu prislúcha energetický subpás E(n, k), nazývaný jednorozmerný kanál. Elektróny v
subpáse n sa pohybujú v smere x rýchlost’ou

vn(k) =
1
~

∂

∂k
En(k) =

~k
m

. (1.26)

Ked’že sú v smeroch y a z lokalizované, hovoríme o jednodimenzionálnom (1D) elek-
trónovom plyne resp. o 1D vodiči. Táto terminológia sa používa najmä ak elektróny okupu-
jú len najnižší subpás. Ak okupujú viac subpásov, zvykne sa hovorit’ aj o kvázi – 1D plyne.
Ekvivalentne sa používajú aj pojmy 1D vodič (1D drôt) a kvázi – 1D vodič (kvázi – 1D
drôt). Ak je y–ový rozmer porovnatel’ný s λF , hovorí sa aj o kvantovom drôte.



Kapitola 2

Vodivost’ balistického vodiča

2.1 Fundamentálne kvantovanie balistickej vodivosti

Ak sa elektróny pohybujú vo vodiči bez zrážok, hovoríme o balistickom transporte a o
balistickom vodiči. Pohyb je balistický, ak W,L < Lmean, Lϕ. Na obr. 2.1 je balistický 1D
vodič napájaný vonkajším napätím V . Pre takýto vodič sú na obr. 2.2 schématicky ukázané
disperzný zákon a obsadenie elektrónových stavov pri nulovej teplote. Obsadené stavy sú
znázornené plnými krúžkami. Stavy s k > 0 sú obsadené po Fermiho energiu EF + δµ,
pretože elektróny v týchto stavoch pochádzajú z rovnovážnej distribúcie v l’avom rezer-
voári. Stavy s k < 0 sú z podobných dôvodov obsadené len po Fermiho energiu pravého
rezervoáru, EF . Očividne, táto jednoduchá schéma obsadenia 1D stavov platí len pre sta-
cionárny bezzrážkový transport. Vd’aka nej je výpočet vodivosti jednoduchý. Elektrón s
impulzom k v subpáse n nesie prúd

evn(k)
L

=
e

L

1
~

∂

∂k
En(k). (2.1)

Ked’ sčitame prúdy, ktoré nesú všetky elektróny s energiami En(k) ≤ EF , dostaneme nulu,
pretože vn(k) = −vn(−k). Z obrázku 2.2 je zrejmé, že nenulový súčet prúdov dajú len
stavy s energiami EF < En(k) ≤ EF + δµ. Pre tieto energie sú totiž obsadené len stavy s
kladnými hodnotami k. Celkový prúd tečúci v subpáse n je preto

In =
kn(EF +δµ)∑

k=kn(EF )

1
L

e

~
∂En(k)

∂k
= 2

L

2π

∫ kn(EF +δµ)

kn(EF )
dk

1
L

e

~
∂En(k)

∂k
, (2.2)

kde kn(EF ) je dané rovnicou
EF = En(kn) (2.3)

a sumuje sa cez kladné k v hraniciach od kn(EF ) po kn(EF + δµ). Z obr. 2.2 vidno, že
kn(EF ) a kn(EF +δµ) sú hodnoty Fermiho impulzu v subpáse n pre elektróny idúce zprava
dol’ava resp. zl’ava doprava. Prejdime od integrovania cez premennú k ku integrovaniu cez
premennú ε ≡ En(k). Vtedy

In =
e

π~

∫ kn(EF +δµ)

kn(EF )
dk

∂En(k)
∂k

=
e

π~

∫ EF +δµ

EF

dε =
e δµ

π~
=

2e2

h
V, (2.4)

kde δµ = eV . Pri prechode k integračnej premennej ε zmizla závislost’ na tvare funkcie
En(k). V 1D je totiž dk = (dk/dε)dε, takže dk(∂ε/∂k) = dε(∂ε/∂k)(∂k/∂ε) = dε.
Výsledok teda platí pre l’ubovol’né En(k), t.j. pre l’ubovol’ný kryštalický materiál.
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Obrázok 2.1:

Obrázok 2.2:

Celkový prúd 1D vodičom je I =
∑N

n=1 In, kde N je počet obsadených subpásov. Pre
vodivost’ dostávame, že

G =
I

V
=

1
V

N∑

n=1

2e2

h
V =

2e2

h
N. (2.5)

Balistická vodivost’ je kvantovaná, kvantum vodivosti je fundamentálna konštanta 2e2/h.

2.2 Meranie fundamentálneho kvantovania vodivosti

Vzt’ah (2.5) bol experimentálne overený, ako je ukázané na obr. 2.3. L’avý panel ukazu-
je, ako sa vytvorí 1D plyn. Tesne nad 2D plyn sa umiestnia hradlá – kovové elektródy
elektricky odizolované od 2D plynu. Záporné napätie na hradlách vytlačí spod nich 2D
elektróny a medzi hradlami zostane 1D plyn. Meria sa potenciálový rozdiel medzi 2D rezer-
voármi pri známom prúde. Zväčšovaním záporného napätia na hradlách sa mení (zmenšuje)
N a nameraná vodivost’ 1D plynu sa mení ako predpovedá vzt’ah (2.5) [vid’ pravý panel
obr. 2.3]. Napätie na hradlách vytvára medzi hradlami (v modelovej aproximácii) väzobný
potenciál

U(y) =
1
2

mω2
0y

2 + eVb, (2.6)

Obrázok 2.3: Meranie vodivosti, B. van Wees et. al., Phys. Rev. Lett. 1988.
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Obrázok 2.4:

kde ω0 určuje silu väzby a eVb je elektrostatická potenciálna energia medzi hradlami, spô-
sobená hradlovým napätím. V tomto modeli nájdeme pomocou obrázku 2.4, že

N = Int
[
EF − eVb

~ω0
− 1

2

]
. (2.7)

Zväčšovaním záporného napätia na hradlách sa zväčšuje ω0 aj eVb a klesá hodnota N . Toto
je znázornené na obr. 2.4.

2.3 Fundamentálne kvantovanie balistickej magnetovodivosti

Riešme znovu rovnicu (1.19) pre modelový potenciál

U(y) =
1
2

mω2
0y

2, (2.8)

teraz však aj s nenulovým magnetickým polom. Prepíšeme ju do tvaru

[ p2
y

2m
+

1
2

mω2
C(y − Y )2 +

1
2

mω2
0y

2
]
χ(y) = E χ(y), (2.9)

kde

Y =
~k
eB

, (2.10)

ωC = eB/m a ES sme položili rovné nule. Rovnica (2.9) sa dá d’alej prepísat’ ako

[ p2
y

2m
+

1
2

m
ω2

0ω
2
C

ω2
C0

Y 2 +
1
2

mω2
C0

(
y − ω2

C

ω2
C0

Y
)2

]
χ(y) = E χ(y) . (2.11)

kde ω2
C0 = ω2

C + ω2
0 . Druhý člen v hamiltoniáne (2.11) nezávisí od premennej y, tretí člen

má tvar potenciálu harmonického oscilátora. Riešenia takéhoto problému sú známe, takže
môžme písat’

En(k) =
1
2

m
ω2

0ω
2
C

ω2
C0

Y 2 +
(
n +

1
2
)
~ωC0 =

~2k2

2m

ω2
0

ω2
C0

+
(
n +

1
2
)
~ωC0 (2.12)
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Obrázok 2.5: Kvantovanie balistickej vodivosti v magnetickom poli, merané VanWeesom.

a

χn,k(y) =
(
2nn!

√
πlC0

)−1/2
Hn

(y − ω2
C

ω2
C0

Y

lC0

)
exp

[
−

(y − ω2
C

ω2
C0

Y )2

2l2C0

]
, lC0 =

√
~

mωC0
,

(2.13)
kde Hn sú Hermitove polynomy definované v odseku 1.4 a lC0 je charakteristická dĺžka. Z
rovnice (2.12) vidno, že En(k) si zachovalo „subpásovú“ štruktúru 1D elektrónov v kvan-
tovom drôte, pričom elektrón v stave n, k sa pohybuje v smere osi x rýchlost’ou

vn(k) =
1
~

∂

∂k
En(k) =

~k
m

ω2
0

ω2
C0

. (2.14)

Vodivost’ balistického 1D drôtu v magnetickom poli preto musí byt’ rovnaká ako bez mag-
netického pol’a, t.j. G = (2e2/h)N . Jeden zaujímavý rozdiel však predsa len vznikne.
Magnetické pole ovplyvňuje medzisubpásovú medzeru ~ωC0 a preto aj hodnotu N . Ak vo
formule (2.7) nahradíme ~ω0 za ~ωC0, vidíme, že N(B) < N(0) pretože ~ωC0 > ~ω0.
Toto potvrdzuje aj experimentálny výsledok na obr. 2.5.

V limite B → 0 rovnice (2.12), (2.13) a (2.14) dávajú obvyklé formuly pre 1D elektróny
v kvantovom drôte. V limite ω0 → 0, t.j. V (y) = 0, zase dostávame tzv. Landauove stavy
2D plynu v poli (0, 0, B). Vtedy lC0 →

√
~/eB, En(k) =

(
n + 1

2

)
~ωC a vn(k) = 0. S

Landauovymi stavmi sa stretneme pri kvantovom Hallovom jave.
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Obrázok 2.6: Kvantový bodový kontakt "hladko"pripojený na dva 2D rezervoáry

2.4 Kvantovanie vodivosti bodového kontaktu

V odseku 2.1 sme odvodili, že balistická vodivost’ 1D drôtu je kvantovaná v jednotkách
2e2/h. V odvodení sme pohyb elektrónu pozdĺž drôtu popisovali vlnovou funkciou eikx,
čo je zrejme v poriadku pre dlhý drôt. Pritom sme implicitne predpokladali, že ked’ je
elektrón injektovaný do drôtu, tak prejde na druhý koniec a s istotou zmizne v druhom kon-
takte. Inými slovami, koniec drôtu neodrazí elektrón naspät’. Tento implicitný predpoklad
kombinovaný s modelom dlhého drôtu nám umožnil vyhnút’ sa analýze toho, ako elektrón
prechádza z rezervoáru do drôtu resp. z drôtu do rezervoáru. Experiment však ukazuje,
že balistická vodivost’ je kvantovaná v jednotkách 2e2/h aj vtedy,ked’ sa namiesto drôtu
konečnej dĺžky použije tzv. kvantový bodový kontakt (obr. 2.6), čo je vlastne 1D drôt
nulovej dĺžky. V tomto prípade vypadá vysvetlenie kvantovania balistickej vodivosti inak.

Uvažujme 2D Schrödingerovu rovnicu
[
− ~

2

2m

( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ V (x, y)

]
Ψ(x, y) = ε Ψ(x, y) , (2.15)

kde V (x, y)je laterálny potenciál definujúci kvantový bodový kontakt (obr. 2.6). Pred-
pokladajme, že priestorová zmena potenciálu V (x, y) je v smere x vel’mi pomalá. Vtedy
možeme v tzv. adiabatickom priblížení zanedbat’ v rovnici (2.15) člen ∂2/∂x2. Dostaneme

[
− ~

2

2m

∂2

∂y2
+ V (x, y)

]
χn(x, y) = En(x) χn(x, y) , (2.16)

kde χn(x, y) je tranzverzálna vlnová funkcia a En(x) je pozične závislá vlastná hodno-
ta energie v tranzverzálnom potenciáli v bode x. Napríklad, ak bodový kontakt definuje
potenciál s nekonečne vysokými stenami, t.j.

V (x, y) =
{

0 pre|y| < d(x)/2
∞ pre|y| ≥ d(x)/2

, (2.17)

potom

χn(x, y) =

√
2

d(x)
sin

[
πn
{y + d(x)/2}

d(x)

]
, En(x) =

~2

2m

[
πn

d(x)

]2

. (2.18)

Presné riešenie rovnice (2.15) sa dá vyjadrit’ ako rozvoj

Ψ(x, y) =
∑

n

φn(x)χn(x, y) , (2.19)
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pretože vlnové funkcie χn(x, y) tvoria úplný systém. Dosad’me (2.19) do rovnice (2.15),
vynásobme obidve strany rovnice funkciou χ∗m(x, y) a integrujme cez všetky y. Dostaneme

{
− ~

2

2m

∂2

∂x2
+ Em(x)− ε

}
φm(x) =

∑

∀n6=m

Anm φn(x) , (2.20)

kde Amn je operátor

Anm =
~2

2m

[∫
dy χ∗m(x, y)

∂

∂x
χn(x, y)

∂

∂x
+

1
2

∫
dy χ∗m(x, y)

∂2

∂x2
χn(x, y)

]
.

(2.21)
Pravá strana rovnice (2.20) popisuje väzbu medzi módmi n a m. Obsahuje len členy úmerné
priestorovým gradientom v smere x, ktoré sú v adiabatickej aproximácii malé. Preto, v
najnižšom ráde je Amn = 0 a rovnica (2.20) sa redukuje na

[
− ~

2

2m

∂2

∂x2
+ En(x)

]
φn(x) = εφn(x) . (2.22)

Vlnová funkcia pre pohyb v smere x, φn(x), je teda riešením 1D Schrödingerovej rovnice
(2.22) s efektívnym potenciálom En(x). Potenciál En(x) je určený priestorovou závis-
lost’ou n-tej vlastnej hodnoty energie priečneho pohybu, t.j. je riešením rovnice (2.16).

Všimnime si, že rovnica (2.22) popisuje rozptyl 1D častice na potenciálovej bariére
En(x), ktorej výška má maximum práve v mieste bodového kontaktu. Napríklad, podl’a
rovnice (2.18) je energia En(x) maximálna v bode x = 0, pretože d(x) má v x = 0
minimum. Rozptyl popísaný rovnicou (2.22) môžeme analyzovat’ štandartným spôsobom.
Uvažujme vol’ný elektrón v x → −∞, ktorý sa pohybuje zl’ava doprava v móde n. Pre jeho
vlnovú funkciu a energiu očividne platia vzt’ahy

φn(x → −∞) ∝ eikxx , ε(kx) =
~2k2

x

2m
. (2.23)

0značme symbolom Tn(ε) pravdepodobnost’, že elektrón prejde na druhú stranu bodového
kontaktu a to isté označenie použime pre elektrón dopadajúci sprava dol’ava v x →∞.

Vyjadrime najprv Tn(ε) klasicky. Podl’a klasickej fyziky sa cez bodový kontakt dostanú
len tie elektróny, ktorých energia ε(kx) je väčšia ako En(x = 0). Klasicky teda máme

Tn(ε) = 1 pre ε ≥ En(x = 0),
Tn(ε) = 0 pre ε < En(x = 0),

(2.24)

alebo
Tn(ε) = Θ (ε− En(0)) , (2.25)

kde Θ(z) = 1 pre z ≥ 0 a Θ(z) = 0 pre z < 0.
Prúd tečúci v móde n môžeme vyjadrit’ ako

In =
e

L





∑

kx>0

vn,kx Tn (ε(kx)) +
∑

kx<0

vn,kx Tn (ε(kx))





= e
2
2π

{ ∫

kx>0
dk

1
~

∂ε(kx)
∂kx

Tn (ε(kx)) +
∫

kx<0
dk

1
~

∂ε(kx)
∂kx

Tn (ε(kx))
}

=
2e

h

∫ µL

µR

dε Tn(ε) =
2e

h
Tn(εF ) [µL − µR] ,

(2.26)
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Obrázok 2.7: Schématické znázornenie kvantovania vodivosti bodového kontaktu podl’a
diskusie v texte. V experimente je možné napr. menit’ polohu Fermiho energie pomocou
hradla. Vtedy sa môže namiesto Fermiho energie vynášat’ na os x napätie na hradle.

kde posledný vzt’ah na pravej strane platí pre µL − µR << µL,R. Po dosadení µL − µR =
eV dostaneme pomocou rovnice (2.26) pre vodivost’ bodového kontaktu vzt’ah

G =
I

V
=

∞∑

n=1

In

V
=

2e2

h

∞∑

n=1

Tn(εF ) . (2.27)

Ak dosadíme klasickú transmisiu (2.25), potom

G =
2e2

h

∞∑

n=1

Θ(εF −En(0)) (2.28)

a kvantovanie vodivosti je zrejmé. Ak εF < E1(0), potom Θ = 0 pre ∀n a G = 0. Ak
E1(0) < εF < E2(0), potom Θ = 1 pre n = 1 a

G =
2e2

h
(1 + 0 + 0 + . . . ) =

2e2

h
× 1 .

Ak E2(0) < εF < E3(0), potom

G =
2e2

h
(1 + 1 + 0 + 0 + . . . ) =

2e2

h
× 2

atd’. Táto závislost’ je znázornená na obrázku 2.7 plnou čiarou.
Namiesto klasického výrazu (2.25) by bolo možné pre konkrétny model bodového kon-

taktu odvodit’ adekvátny kvantovomechanický výraz. Napríklad, ak pre malé x rozvinieme
En(x) ≈ En(1− αx2), kde En = En(x = o), pre kvantovú transmisiu je možné odvodit’
vzt’ah

Tn(ε) =
1

1 + e−βn[ε−En]
, βn =

√
2m

α~2En
. (2.29)

Detaily tohto odvodenia vynecháme. Výraz (2.29) dáva pre α → 0 klasickú limitu (2.25)
a pre nenulové α vedie ku korekciám, znázorneným na obrázku 2.7 prerušovanou čiarou.
Jednoducho, v kvantovej mechanike môže byt’ Tn < 1 aj ked’ ε > En(0), a naopak, pre
ε < En(0) pravdepodobnost’ odrazu 1− Tn nie je presne nulová.
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Obrázok 2.8: (a) Balistický 1D vodič napájaný dvomi širokými kontaktmi. (b) Na rozdiel
od 1D vodiča, v ktorom je energia priečneho pohybu kvantovaná (znázornené sú dva ener-
getické subpásy), kontakty sú široké a priečne subpásy enegie sú v nich nekonečne husté
(znázornené ako šedá oblast’). Stavy +k a−k vo vodiči majú rôzne kvázi-Fermiho hladiny.
(c) Zmena elektrochemického potenciálu z jedného kontaku do druhého.

2.5 Prečo je odpor balistického drôtu nenulový? Kde je odpor?

Z vodivosti G dostávame, že odpor R0 ≡ 1
G = h

2e2
1
N je nenulový. Otázka je, prečo

je nenulový, ak sa elektróny v drôte pohybujú balisticky (bez rozptylu a teda bez odporu).
Ak je 1D vodič bez prekážky, nemôže spôsobovat’ odpor. Z toho plynie, že odpor h

2e2
1
N

(resp. jemu zodpovedajúci napät’ový spád) musí byt’ lokalizovaný mimo 1D vodič, teda
jedine na rozhraní kontakt-vodič. Prečo napät’ový spád vznikne práve tam je ukázané na
obr. 2.8. Elektrochemické potenciály v kontaktoch sú µ1 a µ2 a efektívny elektrochemický
potenciál v drôte je (µ1 + µ2)/2. Na l’avom aj pravom rozhraní kontakt-vodič preto vzniká
potenciálový schod (µ1 − µ2)/2 = eV/2, spolu µ1 − µ2 = eV .

Na zmeranie odporu R0 = h
2e2

1
N je teda potrebné merat’ potenciálový rozdiel medzi

kontaktmi pri známom prúde. Ide o tzv. dvojterminálové meranie: sondy na meranie po-
tenciálového rozdielu sa prikladajú priamo na prúdové kontakty. Odpor 1

G = (h/2e2)/N
sa nazýva fundamentálny kontaktný odpor.

Komplikovanejšie je merat’ potenciálový schod eV/2 na rozhraní kontakt-vodič. Vtedy
sa totiž jedna z napät’ových sond musí priložit’ priamo na drôt, čo treba urobit’ neinvazívne
(vid’ nasledujúcu kapitolu).



Kapitola 3

Vodivost’ mezoskopického vodiča s prekážkami

3.1 Landauerova formula pre dvojterminálovú vodivost’

Predstavme si, že do vnútra balistického drôtu vložíme prekážku (vid’ obr.3.1), ktorá
dopadajúce elektróny prepúšt’a alebo odráža. Vodivost’ drôtu s prekážkou vypočítame ana-
logicky, ako sme počítali vodivost’ balistického drôtu v odseku 2.1., ibaže vezmeme do
úvahy, že elektrón dopadajúci na prekážku v stave (n, k) pretuneluje cez prekážku s pravde-
podobnost’ou Tn(k). Vzt’ah (2.2) pre balistický prúd v n-tom subpáse sa zmení takto:

In =
kn(EF +δµ)∑

k=kn(EF )

1
L

e

~
∂En(k)

∂k
Tn(k) = 2

L

2π

∫ kn(EF +δµ)

kn(EF )
dk

1
L

e

~
∂En(k)

∂k
Tn(k) . (3.1)

Zameníme integrovanie cez k integrovaním cez ε ≡ En(k) a máme

In =
e

π~

∫ kn(EF +δµ)

kn(EF )
dk

∂En(k)
∂k

Tn(k) =
e

π~

∫ EF +δµ

EF

dεTn(ε) , (3.2)

Pre δµ = eV << EF môžeme položít’ Tn(ε) ' Tn(EF ). Dostaneme

In =
2e2

2π~
Tn(EF ) V. (3.3)

Pre dvojterminálovú vodivost’ G = I
V = 1

V

∑N
n,=1 In dostávame Landauerovu formulu

G =
2e2

h

N∑

n=1

Tn(EF ) , (3.4)

Obrázok 3.1: Mezoskopický vodič s prekážkou. Vodivost’ G = I/U je tzv. dvojterminálová
vodivost’, pretože sa meria potenciálový rozdiel U medzi prúdovými terminálmi L a R.
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Obrázok 3.2: Mezoskopický vodič s náhodne rozloženými prímesami. Prímesi so
znamienkom plus/mínus sú prít’ažlivé/odpudivé. Vytvárajú náhodný potenciál UI(x, y),
ktorý dopadajúcu vlnu čiastočne odráža a čiastočne prepúšt’a (pozri text).

kde N je počet obsadených 1D subpásov, alebo presnejšie, n = N je energeticky najvyšší
subpás pre ktorý je ešte En < EF . Všimnime si, že odvodenie Landauerovej formuly je
nezávislé od konkrétneho tvaru funkcie En(k).

Pod’me definovat’ Tn(EF ) z prvých princípov. Formula (3.4) platí pre mezoskopický
vodič s l’ubovol’nou prekážkou. Príklad na obrázku 3.2 ukazuje vzorku šírky W , v ktorej
sú prekážkami prímesné atomy. Tieto vytvárajú vo vzorke náhodný potenciál UI (x, y), na
ktorom sa elektróny rozptyl’ujú. Pre elektrón vo vzorke platí Schrodingerova rovnica

[
− ~

2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ U (y) + UI (x, y)

]
ψ(x, y) = EF ψ(x, y), (3.5)

kde U(y) je potenciál definujúci okraje vzorky a kde sa nám stačí obmedzit’ na vlastnú
energiu E = EF , nakol’ko vodivost’ (3.4) určujú len elektróny na Fermiho hladine.

Zopakujme najprv, aké je riešenie pre vodič bez prekážok. Pre UI(x, y) = 0 sú riešením
rovnice (3.5) vlnové funkcie

ξ±n (x, y) =
1√
L

e±iknxχn(y) , (3.6)

kde kn > 0, index “+“ označuje vlnu šíriacu sa zl’ava doprava, index “-“ vlnu šíriacu sa
zprava dol’ava, vlnová funkcia χn(y) je riešením Schrodingerovej rovnice

[
− ~

2

2m

∂2

∂y2
+ U (y)

]
χn(y) = Enχn(y), (3.7)

a En je energia 1D subpásu s kvantovým číslom n. Pre E = EF platí

EF = En +
~2k2

n

2m
, (3.8)

t.j., vlnový vektor kn má zároveň význam Fermiho vlnového vektora v subpáse n.
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V Landauerovej formuli (3.4) sumujeme len po n = N , t.j. po najvyšší subpás pre
ktorý je ešte En < EF . Stavy s En < EF majú podl’a rovnice (3.8) reálne hodnoty
Fermiho impulzu kn a nazývajú sa vodivé, pretože prispievajú do vodivosti (3.4).

Stavy s n > N majú En > EF a z rovnice (3.8) pre ne vyplýva imaginárny Fermiho
impulz kn = iκn, kde κn je reálne číslo. Nazývajú sa evanescentné stavy a platí pre ne

EF = En − ~
2κ2

n

2m
, (3.9)

ξ±n (x, y) ∝ e∓κnxχn(y), n = N + 1, . . . ,∞. (3.10)

Evanescentné vlnové funkcie teda exponenciálne klesajú s x. Neskôr uvidíme, že i ked’
evanescentné stavy nevystupujú priamo v sume (3.4), majú na vodivost’ nepriamy vplyv.

Uvažujme rovnicu (3.5) aj s potenciálom UI(x, y). Tento potenciál tvoria prekážky,
ktoré sú na obrázku 3.2 ukázané ako náhodne rozmiestnené prímesi. Nech na ne dopadá
zl’ava elektrón v stave ξ+

n (x, y) = L−1/2 e+iknxχn(y). Pýtame sa, ako vypočítat’ pravde-
podobnost’ Tn(kn), že tento elektrón pretuneluje cez prekážky na druhú stranu vzorky. Vo
všeobecnosti, elektrón dopadajúci na prekážky v stave ξ+

n cez ne môže pretunelovat’ (alebo
sa od nich odrazit’) do l’ubovolného subpásu n,, pričom jeho energia musí po rozptyle z n
do n, zostat’ zachovaná. Vlnovú funkciu pred a za prekážkami môžeme preto zapísat’ ako

ψ+
n (x, y) =





ξ+
n (x, y) +

∞∑
n,=1

√
kn
kn, rnn, ξ−n,(x, y), x < 0

∞∑
n,=1

√
kn
kn, tnn, ξ+

n,(x, y), x > L
, (3.11)

kde tnn,(kn) a rnn,(kn) sú amplitúdy pravdepodobnosti prechodu resp. odrazu z n do n,

a faktor
√

kn/kn, je dôsledok konvencie diskutovanej nižšie. Ak vzt’ahy (3.11) chápeme
ako rozvoje rozptýlenej vlnovej funkcie do úplného systému funkcií e∓ik′xχn,(y), mala by
v nich vystupovat’ aj suma cez k′. Zachovanie energie však pre dané n, pripúšt’a len k′ na
Fermiho hladine, t. j. k′ = kn, . Tak zostali len rozvoje do úplneho systému funcií χn,(y).

Podl’a kvantovej mechaniky elektrón s vlnovou funkciou ψ(x, y) nesie v smere x prú-
dovú hustotu

j(x, y) =
~

2im

[
ψ∗

dψ

dx
− ψ

dψ∗

dx

]
(3.12)

a elektrický prúd

J = e

∫ W

0
j(x, y) dy. (3.13)

Z rovnice (3.11) dosad’me do (3.12) vlnovú funkciu ψ+
n =

∞∑
n,=1

√
kn
kn, tnn,ξ+

n,(x, y) a pri

integrovaní v (3.13) využime, že vlnové funkcie χn(y) sú ortogonálne. Po úpravách, ktoré
čitatel’ l’ahko urobí sám alebo nájde v Dodatku A, dostaneme výsledok

J+
n =

1
L

e~kn

m

N∑

n,=1

|tnn,(kn)|2, (3.14)

v ktorom sa príspevok od evanescentných stavov (n > N ) ukázal byt’ identicky rovný
nule a zostal len príspevok od stavov vodivých. Vzt’ah (3.14) vyjadruje prúd nesený zl’ava
doprava jedným elektrónom v stave k = kn.
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Teraz sa vrát’me k rovnici (3.2) a prepíšme ju takto:

In =
e

π~

∫ kn(EF +δµ)

kn(EF )
dk

∂En(k)
∂k

Tn(k) =

e

π~

∫ EF +δµ

EF

dε
∂k

∂ε

∂ε

∂k
Tn(ε) ' e

π~
∂kn

∂EF

∂EF

∂kn
Tn(εF ) δµ .

(3.15)

Poslednú rovnicu môžeme zapísat’ ako

In = δµ g+
n (EF ) J+

n , (3.16)

kde
g+
n (EF ) ≡ L

π

∂kn

∂EF
(3.17)

je hustota stavov na Ferniho hladine pre pozitívne kn (pre elektróny dopadajúce na prekážku
zl’ava v subpáse n) a

J+
n (EF ) =

e

L

1
~

∂EF

∂kn
Tn(εF ) (3.18)

je prúd nesený zl’ava doprava jedným elektrónom v stave kn.
Vzt’ahy (3.16) - (3.18) platia pre l’ubovol’ný disperzný zákon En(k). Ak predpok-

ladáme parabolický disperzný zákon, vzt’ah (3.18) prejde na tvar

J+
n = e

~kn

m
Tn(εF ) , (3.19)

ktorý môžeme priamo porovnat’ so vzt’ahom (3.14), odvodeným práve pre parabolický dis-
perzný zákon. Z porovnania dostaneme

Tn(EF ) =
N∑

n,=1

|tnn,(EF )|2 , (3.20)

takže Landauerovu formulu môžeme zapísat’ aj v tvare

G =
2e2

h

N∑

n=1

N∑

n,=1

|tnn,(EF )|2 , (3.21)

v ktorom je Tn explicitne vyjadrená cez amplitúdy prechodu tn,n, . Vyjadrenie (3.20) sme
kvôli jednoduchosti dokázali len pre parabolický disperzný zákon. Dôkaz pre obecný dis-
perzný zákon je zdĺhavejší a vynechávame ho. Výsledok (3.20) nie je triviálny. Keby sme
ho neodvodili rigorózne, vznikla by otázka, prečo Tn nevyjadrujeme ako totálnu amplitúdu∑N

n,=1 tnn, vynásobenú jej komplexne združeným obrazom, čo nie je správny výsledok.
Vrát’me sa teraz k faktoru

√
kn/kn, v okrajových podmienkach (3.11) a vynechajme

ho. Dostaneme

ψ+
n (x, y) =





ξ+
n (x, y) +

∞∑
n,=1

rnn, ξ−n,(x, y), x < 0
∞∑

n,=1
tnn, ξ+

n,(x, y), x > L
(3.22)

Ak by sme namiesto rovníc (3.11) použili rovnice (3.22), namiesto (3.21) by sme Lan-
dauerovu formulu dostali v (zriedkavejšie používanom) tvare

G =
2e2

h

N∑

n=1

N∑

n,=1

kn,

kn
|tnn,(EF )|2 . (3.23)
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Obrázok 3.3: Obrázok 3.4:

3.2 Mnohoterminálový koherentný vodič v Büttikerovom for-
malizme

V predchádzajúcom odseku sme uvažovali mezoskopický vodič s prekážkou, pripojený
na dva kontakty (terminály) s rozdielnymi chemickými potenciálmi (obr. 3.1). V tomto
prípade je prúd daný vzt’ahom

I = GU, (3.24)

kde

G =
2e2

h

N∑

n=1

N∑

m=1

|tnm(EF )|2 (3.25)

je Landauerova formula pre vodivost’ a tnm je amplitúda pravdepodobnosti, že elektrón
dopadajúci na prekážku zl’ava v kanáli n vyjde za prekážkou na pravej strane v kanáli m.

Formulu (3.25) môžeme zobecnit’ na situáciu z obr. 3.3, kedy je pred prekážkou vodič
s N1 kanálmi a za prekážkou vodič s N2 kanálmi. Dostaneme

G =
2e2

h

N1∑

n=1

N2∑

m=1

|tnm(EF )|2. (3.26)

Táto formula zrejme platí aj pre situáciu na obrázku 3.4, kde prekážku nahradzuje obecnejší
pojem vzorka a pod vodičmi máme na mysli ideálne prívody bez akýchkol’vek rozptylo-
vačov – mnohokanálové drôty s konštantným prierezom pozdĺž drôtu.

Teraz rovnice (3.24) a (3.26) zobecníme pre vzorku s mnohými terminálmi, ukázanú
schematicky na obr. 3.5. Nech Nm je počet kanálov v prívode m a Nn počet kanálov
v prívode n. Urobme konvenciu, že prúd vtekajúci do prívodu zvonku (z terminálu) je
kladný. Uvažujme prívod m a v ňom kanál α. Nech je chemický potenciál terminálu m
zmenený z hodnoty EF o malú hodnotu δµm = −eVm, kde Vm je napätie aplikované na
terminál m. Potom čistý nerovnovážny prúd, ktorý dopadá v „stave“ {m, α} na vzorku, je

Idopad
mα =− e

2
2π

∫ ∞

0
{θ(µm − Em,α)− θ(EF − Em,α)} 1

~
dEm,α

dk
dk

= −2e

h

∫ µm

EF

dEm,α = −2e

h
δµm =

2e2

h
Vm ,

(3.27)

kde Em,α(k) je energia elektrónu s vlnovým vektorom k a θ(µm − Em,α) je Fermiho dis-
tribučná funkcia pri absolútnej nule [θ(z) = 1 pre z > 0 a θ(z) = 0 pre z < 0]. Z
elektrónov obsiahnutých v I

dopad
mα vstúpi do kanála β v prívode n príspevok

−Idopad
mα |tnβ,mα|2, (3.28)
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Obrázok 3.5:

kde |tnβ,mα|2 je pravdepodobnost’ prechodu z {m,α} do {n, β} a tnβ,mα je amplitúda
pravdepodobnosti. Prúd v prívode n nesený elektrónmi prichádzajúcimi z prívodu m je

Inm = −2e2

h
Vm

Nn∑

β=1

Nm∑

α=1

|tnβ,mα|2. (3.29)

V d’alšom už budeme potrebovat’ len označenie

Tnm =
Nn∑

β=1

Nm∑

α=1

|tnβ,mα|2, Rm =
Nm∑

β=1

Nm∑

α=1

|rmβ,mα|2, (3.30)

kde sme definovali aj reflexnú amplitúdu rmβ,mα pre elektróny dopadajúce na vzorku v
prívode m. Čistý prúd injektovaný z prívodu m do vzorky je

Imm =
2e2

h
(Nm −Rm) Vm (3.31)

a celkový prúd tečúci prívodom m je evidentne

Im =
2e2

h

[
(Nm −Rm) Vm −

∑

∀n 6=m

Tmn Vn

]
. (3.32)

Rovnice (3.32) sa nazývajú Büttikerove rovnice alebo Büttikerove formuly. Vyjadrujú, aký
prúd tečie v prívodoch v mnohoterminálovom mezoskopickom systéme a sú vlastne kvan-
tovou obdobou Kirchhoffových zákonov.

Vyšetrime vlastnosti formuly (3.32) platiace bez ohl’adu na konkrétnu fyziku koeficien-
tov Tmn. Prúd Imm daný vzt’ahom (3.31) musí byt’ rovný prúdu injektovanému z m do
všetkých ostatných n prívodov, t.j.

Imm +
∑

∀n 6=m

Inm = 0. (3.33)

Posledný vzt’ah po využití (3.29), (3.30) a (3.31) dáva sumačné pravidlo

Rm +
∑

∀n6=m

Tnm = Nm, (3.34)
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čo je zovšeobecnenie vzt’ahu R + T = 1 pre jeden kanál.
Ak v rovnici (3.32) vezmeme všetky napätia rovnaké, potom prúd Im na jej l’avej strane

musí byt’ nulový pre všetky m. Dostaneme sumačné pravidlo

Rm +
∑

∀n 6=m

Tmn = Nm, (3.35)

Z rovníc (3.34) a (3.35) dostaneme
∑
n

Tmn =
∑

n

Tnm, kde Tmm ≡ Rm. (3.36)

Poznamenajme, že platí aj symetria

Tmn = Tnm, (3.37)

ktorá však z rovnice (3.36) nevyplýva pokial’ neuvažujeme dvojterminálový prípad. Syme-
tria (3.37) platí ako dôsledok symetrie Schrodingerovej rovnice vzhl’adom na obrátenie
času. V prípade nenulového magnetického pol’a B vzt’ah (3.37) neplatí, ale platí

Tmn(B) = Tnm(−B). (3.38)

Konečne, rovnice (3.36) umožňujú prepísat’ Büttikerov vzt’ah (3.32) vo forme

Im =
2e2

h

∑

∀n 6=m

(Tnm Vm − Tmn Vn) (3.39a)

alebo aj

Im =
2e2

h

∑

∀n 6=m

Tmn (Vm − Vn) =
∑

∀n 6=m

Gmn (Vm − Vn), (3.39b)

kde Gmn = 2e2

h Tmn je koherentná vodivost’ medzi terminálmi m a n. Je zobecnením Lan-
dauerovej formuly pre mnohoterminálový systém, rovnica (3.39b) sa v dvojterminálovom
prípade zhoduje s (3.24)

3.3 Aplikácia Büttikerovej formuly na trojterminálový systém

Uvažujme trojterminálový systém z obr. 3.6, vychádzajúc z Büttikerových rovníc (3.39a).
Bez újmy na obecnosti položme V1 = 0 ako referenčné napätie. Dostaneme

I1 = −I =
2e2

h
(−T12 V2 − T13 V3),

I2 = I =
2e2

h
[(T21 + T23) V2 − T23 V3],

I3 = 0 =
2e2

h
[−T32 V2 + (T31 + T32) V3].

(3.40)

Sčítaním týchto rovníc dostaneme nulu na ich oboch stranách, čo znamená, že jedna z rovníc
je prebytočná a možno ju vynechat’. Z (3.40) dostaneme vzt’ah

I

V2
=

2e2

h

(
T12 +

T13 T32

T31 + T32

)
, (3.41)



22 Kapitola 3.0

ktorý sa dá písat’ s využitím vzt’ahu T31 + T32 = T13 + T23 vo forme

I

V2
=

2e2

h

(
T12 +

T13 T32

T13 + T23

)
. (3.42)

Vodivost’ I/V2 sa skladá z dvoch príspevkov. Príspevok úmerný T12 je tzv. priamy príspe-
vok — Landauerova formula. Príspevok úmerný T13 T32/(T13 + T23) sa nazýva nepriamy
a pochádza od elektrónov, ktoré idú z 1 do 3 a z 3 do 2. Z (3.40) dostaneme aj vzt’ah

V3

V2
=

T32

T31 + T32
=

T32

T13 + T23
, (3.43)

ktorý hovorí, že potenciál V3, ktorý nameria sonda 3, závisí od jej vlastností. Ak v (3.42)
položíme T12 = 0, tak

I

V2
=

2e2

h

T13 T32

T13 + T23
, resp.

V2

I
=

h

2e2

( 1
T13

+
1

T32

)
, (3.44)

kde vzt’ah pre V2
I sme získali jednoduchou úpravou pomocou sumačných pravidiel pre Tij .

Vzt’ah pre V2
I hovorí, že odpor medzi elektródami 1 a 2 je daný ako nekoherentný (ohmický)

súčet odporov 1/T13 a 1/T32. Nepriamy príspevok T13 T32/(T13+T23) teda v rovnici (3.42)
narušuje koherenciu, resp. zavádza čiastočnú koherenciu.

Uvažujme trojterminálový systém (obr. 3.6b), ktorý vznikne ked’ pripojíme napät’ovú
sondu 3 na dvojterminálový balistický vodič. Uvažujme pre jednoduchost’ jednokanálový
vodič. Pred pripojením sondy 3 je T12 = 1. Predpokladajme, že sonda 3 je slabo invazívna,
t.j. že v rovnici (3.42) je T12 ≈ 1 a zároveň T12 À T13 T32/(T13 + T23). Výsledná
vodivost’ I

V2
≈ 2e2

h T12 ≈ 2e2

h je balistická, avšak stále platí vzt’ah (3.43), podl’a ktorého
sonda 3 meria potenciál závislý od jej vlastností. Podl’a obrázku 2.8 má sonda 3 namerat’
V3
V2

= 1
2 . Rovnost’ V3

V2
= 1

2 však dostaneme len pre T32 = T31 = T23, teda vtedy, ak je spoj
medzi balistickým vodičom a napät’ovou sondou dokonale symetrický.

Obrázok 3.6: (a) Trojterminálový systém s dvomi prúdovými terminálmi a napät’ovou son-
dou 3. (b) To isté pre rovný balistický vodič
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3.4 Štvorbodové meranie odporu v Büttikerovom formalizme

Na obrázku 3.7 je štvorterminálový systém, ktorý meria odpor prekážky v strede vodiča.
Napíšme pre tento systém Büttikerove rovnice (3.39a) v maticovom tvare ako




T12 + T13 + T14 −T12 −T13 −T14

−T21 T21 + T23 + T24 −T23 −T24

−T31 −T32 T31 + T32 + T34 −T34

−T41 −T42 −T43 T41 + T42 + T43




×




V1

V2

V3

V4


 =

h

2e2




I1

I2

I3

I4


 =

h

2e2




−I
I
0
0


 . (3.45)

Bez ujmy na všeobecnosti položíme V3 = 0. Potom je jedna z rovníc prebytočná a môžeme
vynechat’ napríklad prvú z nich. V maticovom zápise tak dostaneme



−T21 T21 + T23 + T24 −T24

−T31 −T32 −T34

−T41 −T42 T41 + T42 + T43







V1

V2

V4


 =

h

2e2




I
0
0


 . (3.46)

Neznáme V1, V2, V4 sa l’ahko vyjadria cez koeficienty Tmn a cez I . Definujme odpor

Rmn,pq ≡ Vp − Vq

In←m
. (3.47)

Z (3.46) a (3.47) dostaneme

R21,43 =
h

2e2

T42 T31 − T41 T32

S
, (3.48)

R21,21 =
h

2e2

(T31 + T32 + T34)(T41 + T42 + T43)− T34 T43

S
, (3.49)

kde S je determinant matice v (3.46). Odpor R21,43 je výsledkom štvorbodového merania a
očividne závisí od vlastností meracích sond 3 a 4. Sondy 3 a 4 ovplyvňujú aj odpor R21,21,
meraný medzi terminálmi 1 a 2.

Historicky dôležitá je analýza merania odporu prekážky s transmisiou T umiestnenej
v strede jednokanálového kvantového drôtu. Predpokladajme, že sondy 3 a 4 sú slabo in-
vazívne, tj., že všetky transmisné koeficienty obsahujúce indexy 3 a 4 sú malé v porovnaní
s koeficientami T12 a T21, takže vplyv sónd 3 a 4 na T12 a T21 môžeme zanedbat’. Vtedy

T12 = T21 = T. (3.50)

Obrázok 3.7: Štvorterminálový systém.
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Nech
T31 = α, T32 = β (3.51)

kde α, β sú rádu δ ¿ 1. Potom koeficient T34 = γ je rádu δ2, pretože popisuje prechod cez
dva slabo prepúšt’ajúce spoje. To isté platí zrkadlovo symetricky pre koeficienty sondy 4.
Dostaneme

S =

∣∣∣∣∣∣

−T T −α
−α −β −γ
−β −α α + β

∣∣∣∣∣∣
≈ T (α + β)2, (3.52)

ak podržíme len členy do najnižšieho rádu v δ. Potom (3.48) a (3.49) dajú

R21,43 ≈ h

2e2

α2 − β2

S
≈ h

2e2

α− β

α + β

1
T

, (3.53)

R21,21 ≈ h

2e2

(α + β)2 − γ2

S
≈ h

2e2

1
T

. (3.54)

Predpokladajme ešte, že prúd zo sondy 3 sa rozdel’uje rovnako do oboch smerov tak, ako je
to znázornené na obrázku 3.7 vpravo. Vidno, že

α = (1 + R) δ, β = Tδ. (3.55)

Vzt’ahy (3.55) sú semiklasické, pretože do nich nevstupuje vplyv interferencie medzi dopada-
júcimi a odrazenými elektrónovými vlnami. Teraz použijeme tieto semiklasické vzt’ahy,
vplyv interferencie budeme analyzovat’ v poslednom odseku tejto kapitoly. Ak vzt’ahy
(3.55) dosadíme do (3.53), konečné výsledky sú

R21,43 ≈ h

2e2

1− T

T
, R21,21 ≈ h

2e2

1
T

. (3.56)

Druhý z týchto výsledkov sa zhoduje s dvojterminálovým odporom

R0 ≡ 1
G

=
h

2e2

1
T

, (3.57)

ktorý dostaneme, ked’ Landauerovu vodivost’ (3.4) zapíšeme pre jeden kanál a prevrátime.
Prepíšme ešte (3.57) ako

R0 ≡ 1
G

=
h

2e2

(T + R)
T

=
h

2e2︸︷︷︸
Rkontakt

+
h

2e2

R

T︸ ︷︷ ︸
Rdrôt

, (3.58)

kde R je pravdepodobnost’ odrazu a T + R = 1. Podl’a vzt’ahu (3.58) prekážka v 1D drôte
pridáva ku fundamentálnemu kontaktnému odporu h/2e2 sériový odpor

Rdrôt =
h

2e2

R

T
, (3.59)

ktorý je totožný s výsledkom (3.56) pre štvorterminálový odpor R21,43. V literatúre sa
názov Landauerova formula používa pre vzt’ah R0 = h

2e2
1
T a aj pre vzt’ah Rdrôt = h

2e2
R
T .

Rozdiel medzi obidvomi vzt’ahmi bol zdrojom rozporov, kým sa nevyjasnilo, že prvá z
formúl platí pre dvojbodové meranie odporu (ked’ sa meria potenciálový rozdiel medzi
prúdovými terminálmi) a druhá pre štvorbodové meranie odporu, ked’ sa meria potenciálový
spád priamo v drôte. V zostávajúcich odsekoch tejto kapitoly budeme štvorbodové meranie
odporu analyzovat’ ešte raz s dôrazom na otázku, ako sa mení potenciál pozdĺž drôtu. V
poslednom odseku budeme uvažovat’ aj tzv. fázovocitlivé meranie, pri ktorom semiklasické
vzt’ahy (3.55) neplatia a výsledný odpor je poznamenaný interferenciou.
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3.5 Ako sa mení potenciál v okolí prekážky?

V tomto odseku budeme uvažovat’ jednokanálový vodič a formulu Rdrôt = h
2e2

R
T

odvodíme ešte raz. Odvodíme ju menej formálne - jednoduchou analýzou priebehu po-
tenciálu v drôte. Pripomeňme znovu, že vodič je jednokanálový, ked’ v ňom elektróny
obsadzujú len subpás n = 1. Energia elektrónu v subpáse n = 1 je ε1(k) = ε1 + E, kde
E = ~2k2/2m alebo obecne E(k). Dno subpásu ε1 v d’al’šom môžeme brat’ nulové. Oz-
načme distribučnú funkciu +k stavov nal’avo od prekážky ako fL

+(E). Ked’že bola do drôtu
injektovaná z l’avého kontaktu (z rezervoáru s chemickým potenciálom µL), musí platit’

fL
+(E) = θ (µL − E) , (3.60)

kde θ(z) = 1 pre z ≥ 0 a θ(z) = 0 pre z < 0. Z tých istých dôvodov môžeme vyjadrit’
distribúciu −k stavov napravo od prekážky ako

fR
− (E) = θ (µR − E) . (3.61)

Prúd vyjadríme ako

I =
2e

2π

∞∫

0

dk
1
~

∂E(k)
∂k

T
[
fL
+(E)− fR

− (E)
]
. (3.62)

Prejdeme k integrovaniu cez premennú E a zapíšeme (3.62) v tvare

I =
2e

h

∞∫

0

dE T
[
fL
+(E)− fR

− (E)
]
. (3.63)

Ak dosadíme (3.60) a (3.61), vzt’ah (3.63) dá pre µL − µR = eV ¿ µL,R Landauerov
výraz I = 2e

h T (µL − µR). Zapíšeme vzt’ah (3.63) vo forme

I =
2e

h

∞∫

0

dE
[
fR
+ (E)− fR

− (E)
]
, (3.64)

kde fR
+ (E) označuje distribúciu elektrónov v +k stavoch napravo od prekážky:

fR
+ (E) = T

[
fL
+(E)− fR

− (E)
]
+ fR

− (E). (3.65)

Pre +k stavy napravo od prekážky definujeme „chemický potenciál“ FR vzt’ahom

fR
+ (E) = θ(FR − E). (3.66)

Distribúcia (3.66) má tvar rovnovážnej (Fermiho) distribúcie, zatial’ čo distribúcia (3.65) je
nerovnovážna. Pokial’ elektróny počas prechodu drôtom nerozptyl’uje nič iné ako prekážka,
potom všade napravo od prekážky platí výraz (3.65) a výraz (3.66) len definuje FR.

Ak má mat’ veličina FR význam „chemického potenciálu“, distribúcia (3.66) musí dat’
po sčítaní cez všetky k rovnaký počet elektrónov ako distribúcia (3.65), t.j.
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Obrázok 3.8: (a) 1D vodič s jedným rozptylovačom s transmisiou T . (b) Zmena elektro-
chemického potenciálu, ukázaná separátne pre elektróny s pozitívnym a negatívnym k.

∞∫

0

dE
dk

dE
θ (FR − E) =

∞∫

0

dE
dk

dE
{T [θ(µL − E)− θ(µR − E)] + θ(µR − E)} .

(3.67)
Pre µL − µR ¿ µL,R a FR − µR ¿ µR dostaneme z poslednej rovnice výsledok

FR = µR + T (µL − µR) . (3.68)

Podobne postupujme pre −k stavy vl’avo od prekážky. Zapíšme vzt’ah (3.63) v tvare

I =
2e

h

∞∫

0

dE
[
fL
+(E)− fL

−(E)
]
, (3.69)

kde fL−(E) je distribučná funkcia pre −k stavy vl’avo od prekážky:

fL
−(E) = fL

+(E)− T
[
fL
+(E)− fR

− (E)
]
. (3.70)

Definujme pre −k stavy vl’avo od prekážky "chemický potenciál"FL vzt’ahom

fL
−(E) = θ(FL − E) (3.71)

a žiadajme, nech distribúcia (3.71) dáva rovnaký počet elektrónov ako distribúcia (3.70), t.j.
∞∫

0

dE
dk

dE
θ (FL − E) =

∞∫

0

dE
dk

dE

{
θ(µL−E)−T [θ(µL −E)− θ(µR − E)]

}
. (3.72)
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Odtial’ pre µL − µR ¿ µL,R a FR − µR ¿ µR dostaneme výsledok

FL = µR + (1− T ) (µL − µR) . (3.73)

Obrázok 3.8 ukazuje priebeh chemického potenciálu pozdĺž 1D drôtu pre −k aj +k stavy.
Pre −k stavy vzniká na prekážke potenciálový spád FL − µR = (1 − T )(µL − µR) a
rovnaký spád potenciálu, µL − FR = (1 − T )(µL − µR), máme pre +k stavy. Ked’
napät’ový spád (1 − T )(µL − µR)/e vydelíme prúdom I = 2e

h T (µL − µR), dostaneme
vzt’ah pre odpor prekážky: Rdrôt = h

2e2
R
T . Z obrázku tiež vidno, že zvyšok aplikovaného

napätia, T (µL−µR), padá na rozhranie kontakt-vodič. Ked’ tento napät’ový spád vydelíme
prúdom I = 2e

h T (µL − µR), dostaneme fundamentálny kontaktný odpor h
2e2 .

Skúsme priebeh potenciálu z obrázku 3.8 namerat’ pomocou schémy na obrázku 3.9.
V predošlom odseku sme to už vlastne urobili pomocou Buttikerovho formalizmu. Tu
ukážeme neformálny a fyzikálne názornejší výklad, ktorý svojho času Buttikera inšpiroval.

Drôt s prekážkou je pripojený na prúdové kontakty 1 a 2. V dôsledku malej odchýlky
chemického potenciálu od rovnovážnej hodnoty EF emituje rezervoár 1 do drôtu prúd

I1 = e
2
2π

∫ ∞

0
{θ(µL − E)− θ(EF −E)} 1

~
dE

dk
dk =

2e

h
(µL −EF ) . (3.74)

Podobne, rezervoár 2 emituje do drôtu opačne orientovaný prúd

I2 =
2e

h
(µR −EF ) , (3.75)

takže z kontaktu 1 do kontaktu 2 tečie v limite µL − µR << EF čistý prúd

I = T (I1 − I2) =
2e

h
T (µL − µR) . (3.76)

Ako potenciometre slúžia rezervoáry A a B, ktoré sú s 1D drôtom spojené cez ideálne
(balistické) 1D prívody A a B. Rezervoáry A a B emitujú do prívodov A a B prúdy

IA =
2e

h
(µA − EF ) , IB =

2e

h
(µB − EF ) . (3.77)

Prívod a 1D drôt spája trojuholníkový „optický hranol“. Ked’ elektrón v drôte dopadne
na hranol, s pravdepodobnost’ou δ sa rozptýli do prívodu. Nech δ ¿ T a nech je δ rov-
naké pre elektróny dopadajúce na hranol zl’ava i sprava. Potom do prívodu A tečú prúdy
pochádzajúce z I1 a I2, a to (s presnost’ou do prvého rádu v δ)

I1(1 + R)δ , I2Tδ . (3.78)

Obrázok 3.9: Meranie potenciálu vo vodiči s prekážkou ideálnymi potenciometrami
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Za predpokladu, že sa prechod elektrónu cez hranol deje koherentne (bez zmeny energie),
s rovnakými pravdepodobnost’ami δ sa realizujú aj opačné procesy, prechod z prívodu A
do vodiča 1 vl’avo od hranola (do −k stavu) a prechod z prívodu A do vodiča 1 vpravo
od hranola (do +k stavu). Pravdepodobnost’, že hranol prepustí elektrón z prívodu A do
vodiča, je teda 2δ. Potom 1 − 2δ je pravdepodobnost’, že elektrón dopadajúci na hranol v
prúde IA sa odrazí spät’ do prívodu A. V prívode A preto tečie smerom k rezervoáru A
spolu s prúdmi (3.78) aj prúd

IA (1− 2δ) . (3.79)

Pretože rezervoár A je potenciometer, celkový prúd tečúci prívodom A musí byt’ nulový:

IA(1− 2δ) + I1(1 + R)δ + I2Tδ − IA = 0 . (3.80)

V prívode B máme analogicky:

IB(1− 2δ) + I2(1 + R)δ + I1Tδ − IB = 0 . (3.81)

Poznamenajme, že faktory (1 + R)δ a Tδ sú totožné so semiklasickými vyjadreniami
(vzt’ahmi 3.55) pre transmisné koeficienty T31 a T32.

Z posledných dvoch rovníc získame po dosadení vzt’ahov (3.74), (3.75) a (3.77) rovnice

2δ
2e

h
(µA − EF ) =

2e

h
(µL − EF )(1 + R)δ +

2e

h
(µR − EF )Tδ , (3.82)

2δ
2e

h
(µB − EF ) =

2e

h
(µR − EF )(1 + R)δ +

2e

h
(µL − EF )Tδ . (3.83)

Odtial’

µA =
(µL + µR)

2
+ R

(µL − µR)
2

, µB =
(µL + µR)

2
−R

(µL − µR)
2

, (3.84)

a

µA − µB = (µL − µR)R . (3.85)

Sú to tie isté výsledky ako na obrázku 3.8. Treba ale zdôraznit’ nasledovné. Vzt’ahy
(3.84) sú chemické potenciály rovnovážneho elektrónového plynu v rezervoároch A a B
tak, ako sa "nastavia" v procese merania. Priebeh potenciálu na obrázku 3.8 sme odvodili
bez uváženia procesu merania, kvôli čomu sme museli definovat’ "chemické potenciály"
nerovnovážneho elektrónového plynu vo vnútri drôtu.

Ked’ skombinujeme vzt’ah (3.85) so vzt’ahom (3.76), dostaneme

µA − µB =
h

2e

R

T
I, resp. VA − VB =

µA − µB

e
=

h

2e2

R

T
I (3.86)

a konečne
Rdrôt =

VA − VB

I
=

h

2e2

R

T
. (3.87)

Vzt’ah (3.87) hovorí, aký odpor namerajú v štvorbodovom zapojení ideálne potenciometre,
t.j. neinvazívne (δ ¿ T ) symetrické sondy. Ak potenciometre nie sú ideálne, namera-
jú podl’a predošlého odseku výsledok, ktorý závisí od ich vlastností. Ak sú ideálne, ne-
majú podl’a tohto odseku na meraný potenciál žiaden vplyv. V nasledujúcom odseku sa
dozvieme, že aj ideálne potenciometre ovplyvňujú meraný potenciál, ak sú fázovo citlivé.
Ide o citlivost’ na interferenciu elektrónových vĺn v drôte.
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3.6 Meranie potenciálu fázovocitlivými potenciometrami

V tomto odseku sa zoznámime s meraním potenciálu citlivým na fázu vlnovej funkcie
elektrónov vo vodiči. Uvidíme, že v prípade fázovocitlivého merania je výsledok mera-
nia potenciálu ovplyvnený meraním, hoci sa použijú ideálne potenciometre. Vyjdeme z
Buttikerových rovníc.

Im =
2e2

~
∑

∀n 6=m

TnmVm − TmnVn , (3.88)

terminály budeme číslovat’, ako je ukázané na obrázku 3.10. Pre jednoduchost’ budeme
predpokladat’, že ked’ meriame potenciometrom 3, tak potenciometer 4 je úplne odpojený,
a naopak, pri meraní potenciometrom 4 bude úplne odpojený potenciometer 3. Z rovníc
(3.88) dostaneme

I3 =
2e2

~
(T13V3 + T23V3 − T32V2 − T31V1) . (3.89)

Položíme I3 = 0 a nájdeme, že potenciometer 3 meria potenciál

V3 =
T31V1 + T32V2

T13 + T23
resp. µ3 =

T31µ1 + T32µ2

T13 + T23
. (3.90)

Ideme vypočítat’ transmisné koeficienty T31 a T32. Ako je ukázané na obrázku 3.11,
prívod potenciometra 3 je k vodiču pripojený pomocou optického hranola. Elektróny vo
vodiči sú teda rozptylované nielen prekážkou ale aj optickým hranolom. Rozptyl na optick-
om hranole 3 môžeme popísat’ rovnicou




β̀1

β̀2

β̀3


 =




S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33







β1

β2

β3


 , (3.91)

kde β1, β2 a β3 sú amplitúdy rovinných vĺn dopadajúcich na optický hranol a β̀1, β̀2 a β̀3

sú amplitúdy vĺn šíriacich sa preč od optického hranola. Rovnica (3.91) nám umožňuje
vypočítat’ výstupné amplitúdy β̀1, β̀2 a β̀3 zo vstupných amplitúd β1, β2 a β3, ak poznáme

Obrázok 3.10: Štvorbodové meranie potenciálu v jednokanálovom vodiči s transmisiou T .
Prívody k potenciometrom 3 a 4 sú tiež jednokanálové, rovnakého prierezu a z rovnakého
materiálu ako je vodič. Predpokladáme, že potenciometre 3 a 4 sú slaboinvazívne. Vtedy
výsledný potenciál potenciometra 3 nie je ovplyvnený prítomnost’ou potenciometra 4, a
naopak. Dôkaz tohto tvrdenia necháme na čitatel’a a v texte sa obmedzíme na predpoklad,
že ked’ meria potenciometer 3 tak nie je pripojený potenciometer 4, a naopak.
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Obrázok 3.11: Rozptyl elektrónov vo vodiči s prekážkou (s transmisiou T ) a potenciome-
trami 3 a 4. Potenciometer je k vodiču pripojený pomocou trujuholníkového "optického
hranola". Rozptyl’uje teda prekážka a optický hranol.

prvky Sij matice {Sij}. Táto matica sa nazýva matica rozptylu alebo S-matica. Vysvetlíme
pôvod rovnice (3.91) a pokúsime sa postupne určit’ prvky Sij .

Začnime z rovnice (
β̀1

β̀2

)
=

(
S11 S12

S21 S22

)(
β1

β2

)
, (3.92)

ktorá vznikne z rovnice (3.91) tak, že prívod 3 odstránime ale optický hranol ponecháme.
Vlnová funkcia elektrónu má v oblasti vl’avo od optického hranola 3 všeobecný tvar

β1e
ikx + β̀1e

−ikx (3.93)

a v oblasti medzi hranolom 3 a prekážkou tvar

β2e
−ikx + β̀2e

ikx . (3.94)

Predpokladajme na chvíl’u, že vo vodiči nie je žiadna prekážka, t.j. T = 1. V tomto prípade
je optický hranol jediný rozptyl’ovač a rozptyl na ňom je (bez prívodu 3) jednorozmerný.
Učebnicový popis tohto rozptylu je zhrnutý na obrázku 3.12. Vidno, že ak elektrón dopadá
na optický hranol z l’avej strany, vstupné amplitúdy sú β1 = 1 a β2 = 0 a výstupné am-
plitúdy sú β̀1 = r a β̀2 = t. V prípade dopadu zprava sú zase vstupy β1 = 0 a β2 = 1 a
výstupy β̀1 = t, a β̀2 = r,. Tieto výsledky dostaneme aj z rovnice (3.92), ak položíme

S11 = r , S12 = t, , S21 = t , S22 = r, . (3.95)

Prvky Sij sú teda amplitúdy pravdepodobnosti prechodu a odrazu cez hranol. Kým je odpo-
jený prívod 3, pre pravdepodobnosti |Sij |2 zrejme platí, že

|S11|2 + |S21|2 = 1 , |S22|2 + |S12|2 = 1 , (3.96)

Obrázok 3.12: Rozptyl na optickom hranole 3 z predošlého obrázku v prípade, že prívod 3
je od hranola odpojený a vo vodiči nie je okrem hranola už žiadna iná prekážka. Symbol
t (t,) je amplitúda pravdepodobnosti prechodu pre vlnu dopadajúcu zprava (zl’ava), symbol
r (r,) je amplitúda pravdepodobnosti odrazu pre vlnu dopadajúcu zprava (zl’ava).
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pretože elektrón pri dopade na hranol nemá inú možnost’ ako prejst’ alebo sa odrazit’.
Uvažujme teraz elektrón dopadajúci na optický hranol zl’ava a vrát’me do stredu vodiča

prekážku s transmisiou T . Pre dopad zl’ava máme vstup β1 = 1, avšak vd’aka prekážke už
neplatí β2 = 0, pretože vlna β̀2e

ikx sa čiastočne odrazí od prekážky spät’ takže vznikne aj
vlna β2e

−ikx. Máme teda rovnicu
(

β̀1

β̀2

)
=

(
S11 S12

S21 S22

) (
1
β2

)
. (3.97)

Konečne, ked’ vrátime spät’ prívod 3, vráti nás to k rovnici (3.91) v tvare




β̀1

β̀2

β̀3


 =




S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33







1
β2

0


 , (3.98)

kde sme položili β3 = 0, pretože v prívode 3 nie je nič, čo by mohlo elektrón pohybujúci
sa preč od hranola odrazit’ smerom spät’ k hranolu. Inými slovami, všeobecný tvar vlnovej
funkcie v prívode 3,

β̀3e
−iky + β3e

iky , (3.99)

sa redukuje na rovinnú vlnu β̀3e
−iky idúcu smerom k terminálu 3. Táto vlna vznikla preto,

lebo optický hranol rozptýlil elektrón z vodiča do prívodu
Špecifikujme maticové prvky Sij . Budeme predpokladat’, že potenciometer je ideál-

ny, t.j., že optický hranol elektróny vo vodiči takmer vôbec neodráža a takmer perfektne
prepúšt’a. Matematicky to vyjadríme vzt’ahmi

S11 → 0 , S12 ≈ 1 · ei(ϕ1+ϕ2) ,

S21 ≈ 1 · ei(ϕ2+ϕ1) , S22 → 0 ,
(3.100)

kde ϕ1 + ϕ2 je fáza. Ďalej zvolíme

S31 ≈
√

δei(ϕ3+ϕ1) , S32 ≈
√

δei(ϕ3+ϕ2) , (3.101)

kde δ je parameter, s ktorým sme sa už stretli v predchádzajúcich dvoch odsekoch (platí,
že δ ¿ 1 a aj δ ¿ T ). Očividne, S31 je amplitúda pravdepodobnosti, že vlna, ktorá vo
vodiči dopadá na hranol z l’avej strany, prejde do prívodu 3. Podobne, S32 je amplitúda
pravdepodobnosti prechodu z vodiča do prívodu 3 pre vlnu dopadajúcu na hranol z pravej
strany. Výber (3.101) zaist’uje, že

|S31|2 = |S32|2 = δ . (3.102)

Toto je matematické konštatovanie faktu, že spoj medzi prívodom 3 a vodičom je po techno-
logickej stránke zrealizovaný dokonale symetricky a aj slabo invazívne (δ ¿ T ). Podobne,

S13 ≈
√

δei(ϕ1+ϕ3) , S23 ≈
√

δei(ϕ2+ϕ3) . (3.103)

Koeficient S33 potrebovat’ nebudeme. Kvôli úplnosti uved’me, že ide o koeficient odrazu
pre vlnu dopadajúcu na optický hranol v prívode 3. Ked’že musí platit’ vzt’ah

|S33|2 + |S23|2 + |S13|2 = 1 , (3.104)
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vidno, že
|S33|2 ≈ 1− 2δ , resp. S33 ≈

√
1− 2δei(ϕ3+ϕ3) . (3.105)

Z rovnice (3.98) dostaneme

β̀3 = S31 + S32β2 =
√

δ
[
ei(ϕ1+ϕ2) + ei(ϕ3+ϕ2)β2

]
. (3.106)

kde amplitúdu β2 potrebujeme ešte určit’. Vlna β2e
−ikx vzniká v dôsledku odrazu vlny

β̀2e
ikx na prekážke. Predpokladajme, že prekážka je lokalizovaná v strede drôtu a tiež pred-

pokladajme, že optický hranol je bodový, t.j., že jeho rozmer je zanedbatel’ný v porovnaní
s vlnovou dĺžkou elektrónu. V takom prípade hned’ vidíme, že

β2 = β̀2

√
R · eiφei2kd (3.107)

kde
√

R eiφ je amplitúda pravdepodobnosti odrazu od prekážky, d je vzdialenost’ medzi
optickým hranolom a prekážkou a ei2kd je fáza, ktorú rovinná vlna získa pri prechode od
hranola k prekážke a naspät’. Z rovnice (3.98) ostaneme aj

β̀2 ≈ ei(ϕ2+ϕ1) . (3.108)

Dosadíme posledný vzt’ah do (3.107) a (3.107) dosadíme do (3.106). Dostaneme

β̀3 =
√

δei(ϕ3+ϕ1)
[
1 +

√
Rei(2ϕ2+φ+2kd)

]
. (3.109)

Transmisný koeficient T31 je daný vzt’ahom

T31 =
~k
m |β̀3|2
~k
m |β1|2

=
|β̀3|2
|β1|2 = |β̀3|2 , (3.110)

kde ~km |β1|2 je dopadajúci prúd, ~km |β̀3|2 je prepustený prúd a β1 = 1. Pre β̀3 dané vzt’ahom
(3.109) dostaneme výsledok

T31 = δ
(
1 + R + 2R1/2cosχ

)
, (3.111)

kde
χ = φ + 2ϕ1 + 2kd . (3.112)

Ďalej potrebujeme vypočítat’ transmisný koeficient T32. Uvažujme elektrón ktorý bol
do vodiča injektovaný z terminálu 2. Jeho vlnová funkcia v oblasti vpravo od prekážky je

α2e
−ikx + ὰ2e

ikx , (3.113)

kde α2e
−ikx je injektovaná vlna a ὰ2e

ikx je vlna, ktorá vznikla odrazom vlny α2e
−ikx.

Koeficient T32 je pravdepodobnost’, že elektrón prejde z terminálu 2 do terminálu 3. To
znamená, že

T32 =
~k
m |β̀3|2
~k
m |α2|2

=
|β̀3|2
|α2|2 = |β̀3|2 , (3.114)

kde α2 = 1. Zdôraznime, že β̀3 teraz nie je dané vzt’ahom (3.109). Teraz totiž musíme
β̀3 vypočítat’ pre vstup β1 = 0 (uvažujeme elektrón injektovaný z terminálu 2 a ten sa po
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prechode za optický hranol už nemá od čoho odrazit’ spät’ takže vlna β1e
ikx nevznikne) a

pre už spomenuté vstupy β3 = 0 a α2 = 1. Je zrejmé, že

β2 = α2

√
Teiγeikd =

√
Teiγeikd , (3.115)

kde
√

Teiγ je amplitúda pravdepodobnosti prechodu cez prekážku a eikd je fáza ktorú elek-
trón získa pri prechode od prekážky k optickému hranolu. Namiesto (3.98) teraz platí




β̀1

β̀2

β̀3


 =




S11 S12 S13

S21 S22 S23

S31 S32 S33







0
β2

0


 , (3.116)

Odtial’
β̀3 = S32β2 = β2

√
δei(ϕ3+ϕ2) . (3.117)

Dosadíme (3.115) do (3.117) a dostávame, že

T32 = Tδ . (3.118)

Chemický potenciál terminálu 3 vypočítame zo vzt’ahu (3.90) dosadením za T31 a T32

a využitím pravidla T13 + T23 = T31 + T32. Výsledok je

µ3 =
µ1 + µ2

2
+

R + R1/2 cosχ

1 + R1/2 cosχ

µ1 − µ2

2
, (3.119)

kde
χ = 2kd + konštanta . (3.120)

Analogickým spôsobom by sme pre chemický potenciál terminálu 4 našli

µ4 =
µ1 + µ2

2
− R + R1/2 cosΨ

1 + R1/2 cosΨ
µ1 − µ2

2
, (3.121)

kde
Ψ = 2kl + konštanta . (3.122)

a l označuje vzdialenost’ sondy 4 od prekážky v strede vodiča. Ked’že sú sondy 3 a 4
slaboinvazívne, prúd cez vodič je

I =
2e

~
T21(µ1 − µ2) ' 2e

~
T (µ1 − µ2) (3.123)

Posledný vzt’ah a vzt’ahy (3.119) a (3.121) dosadíme do výrazu pre štvorbodový odpor,

R12,34 =
µ3 − µ4

eI
. (3.124)

Dostaneme výsledok

R12,34 =
h

2e2

1
T

(
R + R1/2 cosχ

1 + R1/2 cosχ
+

R + R1/2 cos Ψ
1 + R1/2 cosΨ

)
. (3.125)

Tento vzt’ah sa vôbec nepodobá na výsledok Rdrôt = h
2e2

R
T , ktorý sme získali v predchádza-

júcich odsekoch, ked’ sme neuvažovali fázovú citlivost’. Odpor (3.125) závisí od polohy
sondy 3 a sondy 4. Je oscilujúcou funkciou d a l, dokonca môže byt’ aj záporný.



34 Kapitola 3.0

Ustrednime chemický potenciál (3.119) cez uhol χ integráciou 1/π
∫ π
0 dχ. Dostaneme

〈µ3〉 =
µ1 + µ2

2
+

(
1−

√
T

)(
µ1 − µ2

2

)
. (3.126)

Podobne, ked’ ustredníme (3.121) cez uhol Ψ, tak

〈µ4〉 =
µ1 + µ2

2
−

(
1−

√
T

)(
µ1 − µ2

2

)
. (3.127)

Experimentálne by sa toto ustrednenie realizovalo ustredňovaním cez premenné d a l, teda
postupným posúvaním potenciometrov (3) a (4) pozdĺž vodiča. Pre ustrednený odpor

〈R12,34〉 =
〈µ3〉 − 〈µ4〉

eI
(3.128)

takto dostaneme výsledok

〈R12,34〉 =
h

2e2

1−√T

T
, (3.129)

ktorý sa opät’ významne líši od Rdrôt = h
2e2

1−T
T .

Odpor h
2e2

1−T
T nameriame, ak štvorbodové meranie nie je fázovo citlivé. Kedy však

štvorbodové meranie nie je fázovo citlivé? Odpoved’ je, že šírka prívodu 3 aj šírka prívodu
4 musia byt’ ovel’a väčšie ako je vlnová dĺžka elektrónov vo vodiči. Vtedy sa totiž v rámci
jediného merania (s fixnou polohou sondy) ustredňuje cez uhol χ priamo transmisia (3.111).
V tomto prípade dostaneme vzt’ah

T31 = δ(1 + R) , (3.130)

ktorý nás v predchádzajúcich odsekoch doviedol k odporu h
2e2

1−T
T .

Niekol’ko poznámok na záver. Analýza v tomto odseku bola založená na formalizme
rozptylovej matice, ktorý by sám o sebe potreboval podrobnejší matematický úvod. Takýto
matematický úvod sme ostali dĺžni a urobíme ho neskôr. Konečne, dôležitým odkazom tejto
kapitoly je, že ak mezoskopické meranie nemá ovpyvňovat’ meraný potenciál, potenciome-
ter musí byt’ neinvazívny a s dokonale symetrickým pripojením na vodič. V nasledúcej
kapitole uvidíme, že existuje zaujímavá výnimka - kvantový Hallov jav. Uvidíme, že v
režime kvantového Hallovho javu potenciometre nemusia vôbec byt’ pripravené ako ideálne
a predsa na výsledok merania nemajú žiaden vplyv



Kapitola 4

Kvantový Hallov jav

4.1 Magnetotransport 2D elektrónov: zlyhanie klasickej teórie
v silnom magnetickom poli

Definujme tenzory mernej vodivosti a merného odporu pre 2D vzorku. Vzt’ah medzi
prúdovou hustotou ~j a elektrickým pol’om ~E možno pre slabé elektrické pole písat’ v tvare

jx = σxxEx + σxyEy

jy = σyxEx + σyyEy

}
~j = ¯̄σ ~E, (4.1)

alebo
Ex = %xxjx + %xyjy

Ey = %yxjx + %yyjy

}
~E = ¯̄%~j, (4.2)

kde σxx, σxy, ..., sú zložky tenzora mernej vodivosti ¯̄σ a %xx, %xy, ..., sú zložky tenzo-
ra merného odporu ¯̄%. Ak predpokladáme, že vzorka je izotrópna, z rovníc (4.1) a (4.2)
dostaneme

%xx =
σxx

σ2
xy + σ2

xx

, %xy = − σxy

σ2
xx + σ2

xy

(4.3a)

σyx = −σxy, σxx = σyy, %yx = −%xy, %xx = %yy. (4.3b)

Na obrázku 4.1 je ukázané typické experimentálne usporiadanie pre meranie ¯̄σ a ¯̄%. Ked’
je kolmo na 2D vzorku aplikované statické homogénne magnetické pole, experiment sa
nazýva Hallov experiment, podl’a svojho objavitel’a Halla. Merané veličiny sú definované
takto. Longitudinálna rezistencia je

RL =
V2 − V3

I1
=

V6 − V5

I1
≡ Vx

I1
(4.4)

Pretože
Vx = ExL, I1 = jxW, %xx =

Ex

jx
, (4.5)

platí

%xx =
Vx

I1

W

L
, resp. %xx = RL

W

L
. (4.6)

Hallova rezistencia je definovaná ako

RH =
V2 − V6

I1
=

V3 − V5

I1
≡ UH

I1
. (4.7)
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Obrázok 4.1: Typická geometria vzorky pre meranie kvantového Hallovho javu.

Pretože
I1 = jxW, UH = EyW ≡ EHW, Ey = %yxjx, (4.8)

platí

%yx =
UH

I1
= RH . (4.9)

Všetky tieto vzt’ahy platia aj pre vzorku, ktorá nie je dostatočne tenká nato aby sa v nej
elektrónový plyn choval ako dvojdimenzionálny. My budeme v d’al’šom uvažovat’ transport
2D plynu, pretože dvojdimenzionalita plynu je nutnou podmienkou pre vznik kvantového
Hallovho javu, s ktorým sa chceme oboznámit’.

Najprv zopakujeme, čo predpovedá pre Hallove meranie transportu 2D plynu klasická
teória transportu. Vychádzame z klasickej pohybovej rovnice

m
d~v

dt
= −e

[
~E + (~v × ~B)

]
− m~v

τ
, ~v = (vx, vy) , (4.10)

kde ~v je stredná (alebo driftová) rýchlost’ 2D elektrónu a τ je stredná doba medzi dvomi
elektrónovými zrážkami (s prímesami prípadne aj s fonónmi), nazývaná aj relaxačný čas
elektrónového impulzu. V stacionárnom stave je d~v/dt = 0 a vtedy sa rovnica (4.10) dá
pre ~E = (Ex, Ey, 0) a ~B = (0, 0, B) rozpísat’ pre jednotlivé zložky v tvare

vx = −eτ

m
[Ex + vyB] , vy = −eτ

m
[Ey − vxB] . (4.11)

Prenásobením faktorom −en, kde n je koncentrácia 2D elektrónov, dostaneme

jx =
ne2τ

m
Ex − eB

m
τjy, jy =

ne2τ

m
Ey +

eB

m
τjx. (4.12)

Zo (4.12) dostaneme zložky tenzora vodivosti

σxx = σyy =
σ0

1 + (ωcτ)2
, σxy = −σyx =

σ0

1 + (ωcτ)2
(−ωcτ), (4.13)

kde

σ0 =
ne2τ

m
, ωc =

eB

m
. (4.14)
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Obrázok 4.2: Meranie kvantového Hallovho javu, prevzaté z John H. Davies, 1998. Oz-
načenia Rxx a Rxy na obrázku zodpovedajú našim RL a RH .

Dosadením týchto výsledkov do (4.3a) dostaneme

%xx = σ0
−1. (4.15)

V Hallovom experimente je jy = 0 a meria sa Ey ≡ EH . Z (4.12) dostaneme

EH =

=%yx=−%xy︷︸︸︷
− B

en
jx, jx =

=σxx=σ0︷ ︸︸ ︷
ne2τ

m
Ex. (4.16)

Meria sa EH pri známej hodnote jx a B. Zo (4.16) dostaneme pre Hallov odpor

%xy =
B

en
. (4.17)

Podl’a klasickej teórie teda %xy rastie s B lineárne a %xx od B nezávisí. Obrázok 4.2
ukazuje experimentálny výsledok pre 2D elektróny v heteroštruktúre GaAs/AlGaAs. Ex-
periment potvrdzuje klasickú teóriu len pre malé B. Ako B rastie, závislost’ %xy(B) sa
mení z lineárnej na stupňovitú, pričom jednotlivé stupne nadobúdajú kvantované hodnoty

%xy =
h

e2

1
i
, i = 1, 2, 3, . . . (4.18)

v oblasti plateau, kde sú stupne perfektne vodorovné. Hodnoty (4.18) sa merajú s pres-
nost’ou lepšou ako jedna milióntina. To poskytuje zatial’ d’aleko najpresnejšie meranie
fundamentálnej konštanty h/e2 a tiež d’aleko najpresnejší odporový normál. Jav sa nazýva
kvantový Hallov jav. Z experimentu d’alej vidno, že %xx(B) nezávisí od B len pre vel’mi
malé B. S rastúcim B vykazuje %xx(B) oscilácie, ktoré dosahujú svoje ideálne minimum

%xx = 0 (4.19)

vždy, ked’ %xy(B) nadobudne jednu z kvantovaných hodnôt (4.18). Nazývajú sa Shubnikov-
deHaasove oscilácie.
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Obrázok 4.3: Potenciál definujúci okraje vzorky (schématicky).

Už sme videli, že také isté kvantovanie vykazuje dvojterminálový odpor 1D drôtu, poki-
al’ je drôt tak malý, že sa v ňom nevyskytujú žiadne prekážky. Fundamentálne kvantum
odporu sa však v balistickom 1D drôte nikdy nemeralo s presnost’ou lepšou ako cca 1 per-
cento. Na kvantovom Hallovom jave je okrem vel’kej experimentálnej presnosti kvantova-
nia nezvyčajné aj to, že sa pozoruje v makroskopicky vel’kých 2D vzorkách (vel’kosti rádo-
vo milimetre), v ktorých sa nachádza makroskopicky vel’ké množstvo prímesí. Elektróny sú
pri transporte cez takú vzorku nevyhnutne rozptyl’ované prímesami, takže balistické odpory
%xy = h

e2
1
i a %xx = 0 sú z tohto hladiska kontraintuitívne výsledky. Je tiež čudné, že na tieto

dokonale balistické výsledky nemajú vplyv makroskopicky vel’ké meracie sondy, ktoré sú
na vzorku pripojené bez snahy o neinvazívnost’. Naopak, sú dokonale invazívne (obr. 4.1).

Najprv uvažujme tieto javy v dvojterminálovej vzorke bez bočných terminálov.

4.2 Landauove hladiny, hranové stavy, lokalizované prímesné
stavy

Na obrázku 4.3 je vzorka s 2D plynom v kolmom magnetickom poli. Šírka vzorky
(Ly) je vel’ká v tom zmysle, že oblast’, v ktorej sa "hranový"potenciál V (y) mení s y, je
zanedbatel’ne malá v porovnaní s vnútrom vzorky, kde je V (y) = const. Napriek tomu sa
pýtame, ako hrany ovlyvňujú elektróny vo vzorke. Riešime Schr. rovnicu

[ 1
2m

(~̂p + e ~A)2 + V (y)
]
ϕ(x, y) = E ϕ(x, y), (4.20)

kde ~̂p = (−i~ ∂
∂x ,−i~ ∂

∂y ). Zvolíme Landauovu kalibráciu

~A = (−yB, 0, 0) (4.21)

a hl’adáme riešenie v tvare
ϕ(x, y) = ϕ(y) eikxx. (4.22)

Dosadíme (4.21) a (4.22) do (4.20) a po úpravách dostaneme
[ p̂2

y

2m
+

1
2

mω2
c (y − Y )2 + V (y)

]
ϕ(y) = E ϕ(y), (4.23)

kde

Y =
~kx

eB
, ωc =

eB

m
. (4.24)
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Uvažujme najprv nekonečne vel’kú 2D vzorku bez okrajov. Nato stačí predpokladat’,
že V (y) je konštanta, napr. V (y) = V . Ked’že d’al’šie dva členy hamiltoniánu v rovnici
(4.23) majú formu hamiltoniánu harmonického oscilátora, riešenie rovnice má známy tvar

En = ~ωc

(
n +

1
2
)

+ V, (4.25)

ϕn(y) = exp
[
−(y − Y )2

2l2B

]
Hn

(y − Y

lB

)
, (4.26)

kde n = 0, 1, 2, .... Podobne ako v predchádzajúcej kapitole, Hn(t) je Hermitov polynóm
n-tého stupňa a lB =

√
~/eB je magnetická dĺžka. Namiesto energie vol’ného 2D elek-

trónu, ~2k2/2m, ktorá sa spojite mení s ~k, teda v magnetickom poli dostávame diskrétne
spektrum energetických hladín En, daných rovnicou (4.25). Nazývajú sa Landauove hladiny.

Teraz predpokladajme, že šírka 2D vzorky je ohraničená potenciálom V (y) ako je
ukázané na obr. 4.3. Problém riešime za predpokladu, že V (y) sa mení pomaly. Všimnime
si, že vlnová funkcia ϕn(y) je nenulová jedine v oblasti ∼ lB v okolí bodu y = Y . Stačí
teda predpokladat’, že pomaly sa meniace V (y) sa dá nahradit’ hodnotou V (Y ) práve v
oblasti ∼ lB , v ktorej je ϕn(y) nenulová. Potom z (4.25) dostaneme

En(kx) = En(Y ) = ~ωc

(
n +

1
2
)

+ V (y = Y ). (4.27)

Vlnová funkcia (4.26) pritom zostane nezmenená a takisto aj celková vlnová funkcia

ϕn(x, y) = ϕn(y) eikxx. (4.28)

Rovnice (4.27) a (4.28) sú semiklasickým riešením rovnice (4.20). Kvantovomechanicky sa
člen V (y = Y ) v rovnici (4.27) dá získat’ ako oprava k energii ~ωc

(
n + 1

2

)
v prvom ráde

poruchovej teorie, teda ako maticový element < ϕn(y)|V (y)|ϕn(y) >' V (y = Y ).
Vlnová funkcia (4.28) je v smere osi y lokalizovaná okolo y = Y na vzdialenosti lB a

v smere osi x je delokalizovaná. Grupová rýchlost’ v smere x je

vx =
1
~

∂

∂kx
En(kx) =

1
~

∂Y

∂kx

∂V (y)
∂y

∣∣∣
y=Y

=
1

eB

∂V (y)
∂y

∣∣∣
y=Y

. (4.29)

Elektrón sa teda pohybuje po ekvipotenciále.
Na obrázku 4.4 uvažujeme situáciu, ked’ je Fermiho energia v strede medzi prvou a

druhou Landauovou hladinou, t.j. ked’ sú zaplnené v objeme vzorky všetky stavy na prvej
Landauovej hladine a vol’né všetky stavy na druhej hladine. Obsadené stavy, ktoré sú na-
jbližšie ku hranám vzorky, ležia práve na Fermiho hladine. Nazývame ich hranové stavy.
Elektrón v l’avom hranovom stave sa pohybuje opačným smerom ako elektrón v pravom
hranovom stave, ako vyplýva z rovnice (4.29) a ako znázorňuje aj obrázok 4.5.

Pre všeobecný, pomaly sa meniaci potenciál V (x, y) obsahujúci hranový potenciál
V (y) spolu s potenciálom disorderu (prímesí) môžeme (4.29) zovšeobecnit’ ako

|~v| = 1
eB

| grad V (~r)︸ ︷︷ ︸
mikrosk. pole

| = | ~E|
B

, ~v =
~E × ~B

B2︸ ︷︷ ︸
elektrón sa pohybuje po

ekvipotencále kolmo na ~E a ~B

. (4.30)

Z poslednej rovnice vidno, že potenciál prímesi v kombinácii s magnetickým pol’om vytvára
vo vnútri vzorky elektrónové stavy cirkulujúce okolo prímesí ako je znázornené na obrázku
4.6. Elektrón cirkulujúci okolo prímesi je v lokalizovanom stave a preto nenesie prúd, elek-
trón v hranovom stave sa pohybuje z jednoho konca vzorky na druhý a nesie prúd evx.
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Obrázok 4.4: Landauove hladiny En(Y ) vo vzorke ohraničnej hranovým potenciálom V (y),
ukázaným plnou čiarou. V objeme vzorky je potenciál V (x, y) konštantný (za predpokladu,
že absentujú prímesy), takže elektrónové stavy v objeme sú nepohyblivé. Pohybujú sa len
elektróny v stavoch v blízkosti hrán, kde má hranový potenciál V (y) nenulový gradient.

Obrázok 4.5: Schématické znázornenie priestorovej separácie vlnových funkcií s kladným
a záporným znamienkom vlnového vektora kx. Obrázok je nakreslený pre prípad z pred-
chádzajúceho obrázku, ked’ je obsadená len najnižšia Landauova hladina.

Obrázok 4.6: Lokalizované stavy na odpudivých a prít’ažlivých prímesiach. Tieto stavy do
transportu neprispievajú, bez nich by však kvantový Hallov jav neexistoval. Vytvárajú totiž
spojité spektrum stavov medzi Landauovými hladinami, vd’aka čomu je experimentálne
možné presúvat’ Fermiho energiu spojite medzi poslednou zaplnenou a prvou nezaplnenou
Landauovou hladinou. Práve v dôsledku tohto má zavislost’ %xy(B) kvantové hallovské
plateau konečnej šírky (pozri nasledujúci text).
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4.3 Fermiho energia v systéme Landauových hladín

K pochopeniu kvantového Hallovho javu potrebujeme tiež poznat’, ako sa v silnom
magnetickom poli správa Fermiho energia. Najprv odvodíme počet elektrónových stavov
na jednotku plochy 2D vodiča na jednej Landauovej hladine. Uvažujeme 2D plyn s plochou
Lx × Ly. Z Born-vonKarmanovej podmienky eikxx = eikx(x+Lx) máme, že kx =

(
2π
Lx

)
j,

kde j je celé číslo. Vlnová funkcia ϕ(y) je lokalizovaná okolo centra

Y =
~kx

eB
=
~2πj

eBLx
. (4.31)

Pretože Y musí ležat’ vo vnútri vzorky, musí platit’

−Ly

2
< Y <

Ly

2
resp.

−Ly

2
<
~2πj

eBLx
<

Ly

2
. (4.32)

Odtial’ dostaneme, že j môže nadobúdat’ len hodnoty z intervalu

−eBLxLy

2h
< j <

eBLxLy

2h
. (4.33)

Počet stavov v ploche Lx×Ly (hodnôt, ktoré môže nadobudnút’ j-čko) je teda daný číslom
eB
h LxLy a počet stavov na jednotku plochy je

d =
eB

h
. (4.34)

Veličina d sa tiež nazýva degenerácia Landauovej hladiny. Inými slovami, jednej Lan-
dauovej hladine prislúcha d stavov s rôznym kx.

Vo všobecnosti je poloha Fermiho hladiny daná rovnicou

n =

∞∫

0

dE N(E) f(E), (4.35)

kde N(E) je hustota stavov, f(E) je Fermiho distribúcia a n je elektrónová koncentrácia
(na jednotku plochy v prípade 2D). V prípade B = 0 je E(~k) = ~2k2/2m a platí

1
(2π)2

∫
2π dk k =

∫
dE N(E). (4.36)

Odtial’ N(E) = 1
2πk(dk/dE) = m/2π~2. Hustota stavov vol’ného 2D plynu je teda

od energie nezávislá konštanta. V magnetickom poli máme namiesto spojitého spektra
E(~k) = ~2k2/2m diskrétne spektrum Landauových hladín

En = ~ωc

(
n +

1
2

)
, n = 0, 1, 2, . . . , (4.37)

pričom každá je d krát degenerovaná. Hustota stavov teda musí byt’

N(E) =
∞∑

n=0

d δ(E − En). (4.38)
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Obrázok 4.7: Hustota stavov N(ε) vo
vzorke bez prímesí. Ked’že medzi dvo-
mi Landauovými hladinami nie sú ži-
adné stavy, Fermiho hladina sa môže
nachádzat’ jedine na najvyššej obsadenej
Landauovej hladine alebo výnimočne
presne v strede medzi najvyššou úplne
obsadenou a prvou úplne vol’nou Lan-
dauovou hladinou.

Obrázok 4.8: Vd’aka prímesným stavom
je N(E) nenulové aj mimo Landauových
hladín. Preto môže Fermiho energia s me-
niacim sa B spojite prechádzat’ cez lokali-
zované stavy medzi Landauovými hladi-
nami.

Na obrázku 4.7 je tento výsledok (séria ostrých píkov) schématicky porovnaný s husto-
tou stavov pre B = 0. Ako sa výsledok (4.38) zmení za prítomnosti prímesí? Obmedzíme
sa na kvalitatívne vysvetlenie. Za prvé, elektrónové stavy na Landauovych hladinách majú
v dôsledku zrážok s prímesami konečnú dobu života τ a s ňou spojenú neurčitost’ energie
∼ ~/τ . Landauove hladiny preto nie sú presne diskrétne ale majú konečnú šírku ∼ ~/τ .
Vd’aka tomu sa ostré píky hustoty stavov rozšíria, ako je schématicky ukázané na obrázku
4.8. Po druhé, v predchádzajúcom odseku sme ukázali, že vd’aka prímesiam existujú v en-
ergetických medzerách medzi Landauovými hladinami lokalizované stavy elektrónov cirku-
lujúcich okolo prímesí. Vd’aka týmto prímesným stavom existuje nenulová hustota stavov
aj medzi Landauovými hladinami, čo opät’ znázorňuje obrázok 4.8.

Teraz budeme diskutovat’ polohu Fermiho hladiny. Najprv tak urobíme bez vplyvu
prímesí. Z rovníc (4.35) a (4.38) dostaneme

n = d

∞∑

n=0

f(En). (4.39)

Ked’ za f(E) dosadíme Fermiho funkciu, dostaneme rovnicu pre EF ,

ν =
∞∑

n=0

1

exp
(

En−EF
kBT

)
+ 1

, ν =
n

d
, (4.40)

kde ν je tzv. faktor zaplnenia. Rovnica sa dá presne riešit’ len numericky. V limite T =
0 K je však možné polohu Fermiho hladiny ako funkciu pol’a B určit’ aj bez výpočtov.
Pri danom ν je najvyššia Landauova hladina, na ktorej sa nachádzajú elektróny, hladina s
kvantovým číslom

i = Int(ν). (4.41)

Ak ν nie je presne rovné celému číslu, Landauova hladina i je zaplnená len čiastočne.
Vtedy je Fermiho hladina totožná z Landauovou hladinou i,

EF = ~ωc

(
i +

1
2

)
, (4.42)
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Obrázok 4.9: Fermiho funkcia f(E) pre dve rôzne teploty T v prípade ν = 1. V tomto
prípade je pri T = 0K úplne obsadená hladina E0 = 1

2~ωc a vyššie hladiny sú úplne
neobsadené. Pri malom zvýšení teploty (kBT ¿ ~ωc) umožní Fermiho distribúcia vel’mi
malé obsadenie hladiny E1 = 3

2~ωc. Pritom musí platit’, že f(1
2~ωc) + f(3

2~ωc) = 1,
odkial’ po dosadení Fermiho funkcie hned’ dostaneme EF = ~ωc. Výsledok platí exaktne
pre T → 0. Hustoty stavov N(E) sú kvôli jednoduchosti znázornené ako úzke obdĺžniky,
v skutočnosti to majú byt’ δ funkcie.

pretože pri 0K je Fermiho hladina jednoducho najvyššia hladina, na ktorej ešte sú elektróny.
Ak je však ν presne rovné celému číslu, t.j. ak je ν–ta Landauova hladina obsadená

do posledného miesta a na (ν + 1)-ej nie sú žiadne elektróny, potom Fermiho hladina leží
presne v strede medzi ν-tou a (ν+1)-ou hladinou. Na obrázku 4.9 je toto tvrdenie dokázané
pre ν = 1, podobne by sa postupovalo pre ν = 2, 3, .... Výsledok sa dá intuitívne chápat’
aj ako analógia s intrinzickým polovodičom, v ktorom Fermiho hladina takisto leží v strede
medzi valenčným pásom (plne zaplneným) a vodivostným pásom (úplne vol’ným).

Závislost’ EF (B) (pozri obr. 4.10) môžeme teda opísat’ takto. Ak ν nie je rovné celému
číslu, Fermiho energia leží na Landauovej hladine i = Int(ν) a jej závislost’ od B je

EF = ~ωc

(
i +

1
2
)

=
~eB
m

(
i +

1
2
)
.
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Obrázok 4.10: Fermiho hladina elektrónového 2D plynu v magnetickom poli B.
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Fermiho energia skočí mimo Landauovu hladinu (presne do stredu medzi plne zaplnenú a
úplne vol’nú hned’ nad ňou) jedine v prípade, ked’ ν je presne celé číslo, t.j. jedine pri
diskrétnych hodnotách magnetického pol’a, daných vzt’ahom B =

(
nh
e

)/
celé číslo.

Toto všetko je pravda, pokial’ predpokladáme, že vo vzorke nie sú prímesi. (Je zre-
jmé, že keby sme vzali do úvahy aj hranové stavy, tak Fermiho hladina sa v princípe
môže nachádzat’ aj inde ako v strede. Príspevok od hranových stavov je však vo vel’kej
vzorke zanedbatel’ný a preto ho pri výpočte polohy Fermiho hladiny netreba uvažovat’.)
Principiálny dôsledok majú prímesné stavy. Ked’že prímesí je makroskopické množstvo,
priestor medzi Landauovými hladinami vypĺňa významná nenulová hustota prímesných
stavov (vid’ obr. 4.8). Vd’aka tomu môže Fermiho hladina prechádzat’ spojite od jed-
nej Landauovej hladiny k druhej pre B meniace sa v intervale konečnej šírky (nespojité
zmeny funkcie EF (B) na obrázku 4.10 si treba predstavit’ spojite rozmazané). V nasledu-
júcom odseku uvidíme, že práve vd’aka tomuto sa kvantované hodnoty Hallovho odporu
pozorujú ako plateau konečnej šírky (bez prímesí by plateau boli nekonečne úzke a teda
nepozorovatel’né).

4.4 Kvantový Hallov jav v dvojterminálovej vzorke

Teraz vysvetlíme kvantový Hallov jav v dvojterminálovej vzorke (obr. 4.11), neskôr
vysvetlenie rozšírime na vzorky s bočnými terminálmi. Na obr. 4.11 je na vzorku s 2D
plynom aplikované napätie eV = µL−µR. Vzorka je v silnom magnetickom poli (0, 0, B),
ktoré dá vzniknút’ Landauovým hladinám a na hranách hranovým stavom. Všimnite si, že
energetické spektrum En(kx) a vlnová funkcia ϕ(x, y) = ϕn(y−Y (kx)) eikxx majú tie isté
vlastnosti ako energetické spektrum a vlnové funkcie v 1D drôte (pozri text o stavoch v 1D).
Inými slovami, kombinácia silného magnetického pol’a a hranového potenciálu U(y) urobí
z 2D plynu 1D plyn. Podobne ako v kvantovom drôte, aj teraz má 1D elektrón rýchlost’ v
smere x, v tomto prípade

vx =
1
~

∂

∂kx
E(n, kx) =

1
eB

∂U(y)
∂y

∣∣∣
y=Y (kx)

. (4.43)

Principiálny rozdiel v porovnaní s kvantovým drôtom je ten, že stavy s kx > 0 a kx < 0 sú
od seba priestorovo oddelené. Sú na opačných stranách vzorky, v prípade hranových stavov
sú stavy s kx > 0 a kx < 0 vzdialené od seba o celú šírku vzorky (≈ 1 mm). V dôsledku
tohto priestorového oddelenia je prekryv vlnových funkcií hranových stavov s kx > 0 a

Obrázok 4.11: Kvantový Hallov jav v dvojterminálovej vzorke.
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Obrázok 4.12: V stavoch s energiou menšou ako Fermiho energia sa prúdy od stavov kx

presne kompenzujú prúdmi stavov −kx. Čistý prúd nesú len elektróny, ktoré sú injekto-
vané z l’avého kontaktu do hranových stavov idúcich zl’ava do prava s energiou v intervale
[µL, µR].

kx < 0 exponenciálne malý [ϕn(y − Y ) je lokalizovaná na rozmere lB ≈
√
~/(eB) ≈ 10

nm], a preto disorder nedokáže rozptýlit’ elektrón zo stavu kx do stavu−kx. Ak sa Fermiho
hladina nachádza medzi dvoma Landauovými hladinami, nie je možný ani rozptyl v rámci
jednej (zaplnenej) Landauovej hladiny. Naviac, nie je možný ani rozptyl na prvú nezaplnenú
Landauovu hladinu, pretože ~ωc À kBT . Z týchto dôvodov môžeme uvažovat’ balistický
transport aj napriek milimetrovým až centimetrovým rozmerom 2D vzorky.

Na obrázku 4.12 je ukázané, že čistý prúd nesú len elektróny, ktoré sú injektované
z l’avého kontaktu do hranových stavov idúcich zl’ava do prava s energiou v intervale
[µL, µR]. V stavoch s energiou menšou ako Fermiho energia sa prúdy od stavov kx presne
kompenzujú prúdmi stavov−kx. Preto môžeme prúd počítat’ presne ako prúd cez balistický
1D drôt:

I =
2
2π

N∑

n=1

kn(µL)∫

kn(µR)

dkxe
1
~

∂

∂kx
E(n, kx) =

2e

h

N∑

n=1

µL∫

µR

dEn =
2e

h
N(µL − µR). (4.44)

Z obrázku 4.11 a 4.12 vidno, že elektróny v hranových stavoch na l’avej strane majú chemický
potenciál µR pozdĺž celej hrany a podobne, elektróny v hranových stavoch na pravej strane
majú chemický potenciál µR. Pre spád napätia pozdĺž hrany preto platí

eV = 0 (4.45)

a spád napätia medzi l’avou a pravou hranou je

eVH = µL − µR. (4.46)

Odtial’ dostaneme

RL =
VL

I
= 0, RH =

VH

I
=

h

2e2

1
N

. (4.47)

Tieto výsledky súhlasia s experimentom na obrázku 4.1.
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4.5 Aplikácia Büttikerovej formuly na kvantový Hallov jav

Na obrázku 4.13 je 6-terminálový hallovský kríž v silnom magnetickom poli v situácii,
ked’ na Fermiho hladine existujú dva hranové stavy. Vo všeobecnosti môže byt’ hranových
stavov Nm = M pre každý z m prívodov.

Vidno, že hranové stavy „spájajú“ len dvojice elektród

(m ← n) = (2 ← 1), (3 ← 2), (4 ← 3), (5 ← 4), (6 ← 5), (1 ← 6), (4.48)

pre ostatné dvojice (m ← n) je Gmn = 0.
Pre (m ← n) dané vzt’ahmi (4.48) máme

Gmn =
2e2

h
Tmn =

2e2

h
M ≡ GC , (4.49)

čo hned’ vyplýva zo sumačného pravidla (3.34) pre Rm = 0 (spätný odraz v hranovom
stave je krajne nepravdepodobný). Môžeme písat’

Gmn n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6
m = 1 0 0 0 0 0 GC

m = 2 GC 0 0 0 0 0
m = 3 0 GC 0 0 0 0
m = 4 0 0 GC 0 0 0
m = 5 0 0 0 GC 0 0
m = 6 0 0 0 0 GC 0

(4.50)

Büttikerove rovnice (3.39b) môžeme rozpísat’ ako

I1 = (G12 + G13 + · · ·+ G16)V1−G12V2−G13V3−G14V4−G15V5−G16V6, (4.51a)

I2 = −G21V1 +(G21 +G23 + · · ·+G26)V2−G23V3−G24V4−G25V5−G26V6, (4.51b)

...

I6 = −G61V1−G62V2−G63V3−G64V4−G65V5 +(G61 +G62 + · · ·+G65)V6. (4.51c)

Obrázok 4.13:
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Ked’ do týchto vzt’ahov dosadíme za Gmn vzt’ahy platné pre hranové stavy (vid’ vyššie),
dostaneme




I1

I2

I3

I4

I5

I6




=




GC 0 0 0 0 −GC

−GC GC 0 0 0 0
0 −GC GC 0 0 0
0 0 −GC GC 0 0
0 0 0 −GC GC 0
0 0 0 0 −GC GC







V1

V2

V3

V4

V5

V6




. (4.52)

V tejto sérii rovníc je jedna nadbytočná, pretože zároveň platí

I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 = 0. (4.53)

Naviac, jedno z napätí môžeme vziat’ za referenčné a môžeme ho položit’ rovné nule. Bez
újmy na všeobecnosti vyberieme V4 = 0 a vynecháme 4. riadok a 4. stĺpec. Potom




I1

I2

I3

I5

I6




=




GC 0 0 0 −GC

−GC GC 0 0 0
0 −GC GC 0 0
0 0 0 GC 0
0 0 0 −GC GC







V1

V2

V3

V5

V6




. (4.54)

V Hallovom experimente platí I2 = I3 = I5 = I6 = 0, čím sa sústava (4.54) značne
zjednoduší a okamžite z nej vypadnú riešenia

V2 = V3 = V1, V5 = V6 = 0, (4.55a)

I1 = GCV1. (4.55b)

Konečne longitudálna rezistencia je

RL =
V2 − V3

I1
=

V6 − V5

I1
= 0, (4.56)

Hallova rezistencia je

RH =
V2 − V6

I1
=

V3 − V5

I1
=

V1

I1
=

1
GC

=
h

2e2

1
M

(4.57)

a rezistencia na prúdových elektródach je

R4←1 =
V1 − V4

I1
=

V1

I1
=

h

2e2

1
M

. (4.58)

Na záver poznamenajme, že v našich úvahách sme analyzovali len vplyv magnetického
pol’a na orbitálny pohyb elektrónov. Magnetické pole však interaguje aj s elektrónovým
spinom a spôsobuje Zeemanov jav, v dôsledku ktorého majú elektróny so spinom v smere
magnetického pol’a nižšiu celkovú energiu ako elektróny so spinom proti smeru pol’a.
Pôvodne jeden elektrónový subpás sa tak štiepi na dva subpásy s rôznymi spinmi, sub-
pásové dno pre spiny v smere pol’a je znížené o Zeemanovu energiu vzhl’adom subpásové
dno spinov proti pol’u. Vtedy v poslednom vzt’ahu nedostaneme v menovateli dvojku a M -
ko čísluje posledný obsadený subpás s danou orientáciou spinu. Inými slovami, kvantový
schod v závislosti R4←1(B) sa rozdelí na dva schody s dvomi rôznymi orientáciami spinov.
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4.6 Umelý spätný rozptyl v kvantovom Hallovom jave

Uvažujme Hallov kríž s dvojitým hradlom z obr. 4.14. Ked’ je napätie na hradle nulové,
po obvode kríža cirkuluje M (=2) hranových stavov. Záporným napätím na hradle môžeme
dosiahnut’, že cez škrtiacu prekážku prechádza len N (=1) hranových stavov, zatial’ čo
zostávajúcich M −N (=1) hranových stavov sa od prekážky odrazí naspät’.

Pre situáciu na obrázku 4.14 môžeme Büttikerovu maticu Gmn rozpísat’ analogickým
postupom ako v (4.50), musíme však vziat’ do úvahy, že čast’ p = M−N

M hranových stavov
sa odrazí od prekážky spät’:

Gmn n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 n = 5 n = 6
m = 1 0 0 0 0 0 GC

m = 2 GC 0 0 0 0 0
m = 3 0 (1− p)GC 0 0 pGC 0
m = 4 0 0 GC 0 0 0
m = 5 0 0 0 GC 0 0
m = 6 0 p GC 0 0 (1− p)GC 0

(4.59)

Potom úplne analogickým postupom, ako sme dostali rovnice (4.54), dostaneme rovnice



I1

I2

I3

I5

I6




=




GC 0 0 0 −GC

−GC GC 0 0 0
0 −(1− p)GC GC −pGC 0
0 0 0 GC 0
0 −pGC 0 −(1− p)GC GC







V1

V2

V3

V5

V6




, (4.60)

z ktorých po využití I2 = I3 = I5 = I6 = 0 okamžite dostávame riešenia

V2 = V1, V5 = 0, V3 = (1− p)V1, V6 = p V1 (4.61a)

I1 = (1− p)GCV1. (4.61b)

Konečne longitudálna rezistencia je

RL =
V2 − V3

I1
=

V6 − V5

I1
=

p

1− p

1
GC

=
h

2e2

( 1
N
− 1

M

)
, (4.62)

Obrázok 4.14: Hallov kríž s dvojitým hradlom.
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Hallova rezistencia je

RH =
V2 − V6

I1
=

V3 − V5

I1
=

1
GC

=
h

2e2

1
M

(4.63)

a rezistencia na prúdových elektródach je

R4←1 =
V1 − V4

I1
=

V1

I1
=

1
1− p

1
GC

=
h

2e2

1
N

. (4.64)

Tieto výsledky pre RL, RH a R4←1 sa jasne odlišujú od analogických výsledkov získaných
v predchádzajúcej stati pre Hallov kríž bez hradla. Boli overené experimentálne, čo dokazu-
je „silu“ Büttikerovho formalizmu.

Teraz odvodíme výsledky pre RL, RH a R4←1 intuitívne. Čistý prúd z l’ava doprava je

I1 =
2e

h
N(µL − µR) =

2e2

h
N V1, (4.65)

pretože prekážka prepúšt’a len N hranových stavov. Túto rovnicu môžeme písat’ ako

I1 =
2e2

h
M V1(1− p), (4.66)

kde p = M−N
M . Elektróda 2 „vidí“ len kanály vychádzajúce z elektródy 1, tieto kanaly

nastavia vo 2-ke a v 5-ke chemické potenciály na

µ2 = eV1 a µ5 = 0. (4.67)

Elektróda 6 „vidí“ M −N kanálov prichádzajúcich z 2-ky s chemickým potenciálom µ2 a
N kanálov prichádzajúcich z 5-ky s chemickým potenciálom µ5. Preto

µ6 =
M −N

M
µL +

N

M
µR = e V1 p. (4.68)

Analogicky dostaneme pre elektródu 3

µ3 =
N

M
µL +

M −N

M
µR = e V1 (1− p). (4.69)

Zo vzt’ahov (4.66) – (4.69) už l’ahko skonštruujeme vzt’ahy pre RL, RH a R4←1.
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Kapitola 5

Mezoskopický transport v neusporiadanom vodiči s jedným
kanálom: Andersonova 1D lokalizácia

5.1 Odpor 1D vodiča so slabým disorderom

Dvojterminálový odpor R0 sústavy rezervoár – jednokanálový vodič – rezervoár môžeme
podl’a kapitoly 3 vyjadrit’ Landauerovou formulou

R0 =
h

2e2

1
T

, (5.1)

kde T ≡ T (εF ) je pravdepodobnost’ prechodu elektrónovej vlny cez prekážky vo vodiči.
Na obrázku 5.1 je ukázaný jednokanálový vodič s mnohými náhodne rozloženými prekážka-
mi. Pod prekážkami si môžeme predstavit’ napríklad náhodne rozložené prímesné atómy,
tzv. prímesný neporiadok alebo jednoducho disorder. Takýto vodič sa zvykne nazývat’
neusporiadaný vodič. Na výpočet jeho dvojterminálového odporu stačí vypočítat’ transmi-
siu T pre konkrétny disorder. Takisto môžeme vypočítat’ štvorterminálový odpor

Rdrôt =
h

2e2

R

T
, (5.2)

kde R = 1 − T je pravdepodobnost’ odrazu. Ideme počítat’ štvorterminálový odpor (5.2),
ale rovnako by sme mohli počítat’ dvojterminálový odpor (5.1), ktorý by sa so štvorter-
minálovým odporom očividne zhodoval pre dostatočne dlhý vodič (v dostatočne dlhom
vodiči s mnohými prekážkami je R → 1).

Budeme počítat’ bezrozmerný odpor definovaný ako

% ≡ Rdrôt
h

2e2

=
R

T
. (5.3)

0 L

ikxe    + r e−ikx t eikx

R=r r* T=t t *
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Obrázok 5.1: Jednokanálový vodič dĺžky L obsahuje disorder náhodne rozložených
prekážok. Tieto vytvárajú náhodný 1D potenciál zložený z bariér a jám. Z rezervoáru L
ide vlna eikx (k ≡ kF ), ktorá sa čiastočne odráža naspät’ (s pravdepodobnost’ou R) a čias-
točne prechádza cez disorder (s pravdepodobnost’ou T ) až do rezervoáru R.
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Obrázok 5.2:

Uvažujme najprv jednu prekážku. Môže to byt’ l’ubovolná „dostatočne dobre lokalizovaná“
prekážka, napríklad ako na obr. 5.2. Prekážka je úplne charakterizovaná amplitúdami re-
flexie (r, r′) a transmisie (t, t′), kde r a t sa vzt’ahujú na vlnu dopadajúcu na prekážku zl’ava
a r′ a t′ na vlnu dopadajúcu zprava (obrázok 5.3). Platí

|r|2 + |t|2 = 1, |r′|2 + |t′|2 = 1, (5.4)

a tiež
|r| = |r′|, |t| = |t′|. (5.5)

Uvažujme d’alej dve prekážky charakterizované amplitúdami ri, ti, r
′
i, t

′
i (i = 1, 2). Ako je

ukázané na obrázku 5.4, vzdialenost’ prekážok je a a zl’ava na ne dopadá vlna eikx. Ideme
vyjadrit’ transmisnú amplitúdu t tejto vlny vpravo od dvojprekážky ako funkciu amplitúd
charakterizujúcich jednotlivé prekážky, pričom predpokladáme, že ri, ti, r

′
i, t

′
i (i = 1, 2)

poznáme. V oblasti medzi prekážkami je možné vlnovú funkciu písat’ všeobecne ako

ψ = Aeikx + Be−ikx, (5.6)

kde A a B sú konštanty. Pre x vpravo od prekážky 2 platí (pri zanedbaní konečného rozmeru
prekážky) vzt’ah

teikx = t2Aeikaeik(x−a), (5.7)

Odtial’
t = t2A, (5.8)

takže potrebujeme nájst’ konštantu A. Vlnovú funkciu pre x v oblasti medzi prekážkami
môžeme nájst’ napríklad metódou parciálnych vĺn tak, že postupne sčítame vlny vytvorené
mnohonásobným odrazom medzi prekážkami :

ψ(x) = t1e
ikx + r2t1e

i2kae−ikx + r′1r2e
i2kat1e

ikx + r2r
′
1e

i2kar2t1e
2ikae−ikx

+ (r′1r2e
i2ka)2t1eikx + (r2r

′
1e

i2ka)2r2t1e
2ikae−ikx + (r′1r2e

i2ka)3t1eikx + . . .

=
(
eikxt1 + e−ikxr2t1e

i2ka
) [

1 + r′1r2e
i2ka + (r′1r2e

i2ka)2 + . . .
]
. (5.9)

ikxe    + r e−ikx t eikx

t’ e−ikx −ikxe     + r’ eikx

Obrázok 5.3:
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Obrázok 5.4:

Na pravej strane poslednej rovnice spoznávame v hranatej zátvorke geometrický rad s kvo-
cientom r′1r2e

i2ka, ktorého modul je menší ako jedna. Preto rad môžeme sčítat’:

ψ(x) =
(
eikxt1 + e−ikxr2t1e

i2ka
) ∞∑

k=0

(r′1r2e
i2ka)k =

eikxt1 + e−ikxr2t1e
i2ka

1− r′1r2ei2ka
. (5.10)

Porovnaním pravej strany (5.10) s pravou stranou (5.6) dostaneme vyjadrenia pre A a B.
Ked’ dosadíme A do (5.8), dostaneme

t = t2A =
t1t2

1− r′1r2ei2ka
. (5.11)

Dosadíme posledný vzt’ah do (5.3) a dostávame vzt’ah pre odpor dvoch prekážok:

% =
R

T
=

1− |t|2
|t|2 =

1
|t|2 − 1 =

|1− r′1r2e
i2ka|2

|t1t2|2 − 1. (5.12)

Odpor jednej prekážky, ked’ je vo vodiči sama, je

%1 =
1− |t1|2
|t1|2 =

|r1|2
1− |r1|2 resp. %2 =

1− |t2|2
|t2|2 =

|r2|2
1− |r2|2 . (5.13)

Pomocou týchto vzt’ahov a vzt’ahov (5.4, 5.5) sa vzt’ah (5.12) dá l’ahko upravit’ na tvar

% = %1 + %2 + 2%1%2 − 2[%1%2(1 + %1)(1 + %2)]1/2 cosφ, (5.14)

kde
φ = arg(r′1r2) + 2ka (5.15)

je fáza. Vidíme, že odpor dvoch prekážok nie je jednoduchým sériovým súčtom ich indi-
viduálnych odporov, pretože za súčtom %1 + %2 nasledujú ešte dva d’al’šie členy. Tieto dva
členy vznikli interferenciou mnohonásobne odrazených vĺn v oblasti medzi prekážkami.

Uvažujme teraz štatistický súbor vodičov, v ktorom sa vzdialenost’ medzi prekážkami
mení od vzorky k vzorke náhodne. Vd’aka poslednému členu na pravej strane vzt’ahu (5.14)
fluktuuje od vzorky k vzorke aj koherentný odpor. Očividne, vo všeobecnosti koherentný
odpor neusporiadaného systému musí fluktuovat’ od vzorky k vzorke preto, že disorder je
od vzorky k vzorke mikroskopicky odlišný: od vzorky k vzorke je preto iný aj interferenčný
príspevok k odporu. Pravdaže, pri klasickom (nekoherentnom) transporte fluktuácie tohto
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typu neexistujú. Ked’že koherentný odpor fluktuuje, zdá sa rozumné počítat’ jeho strednú
hodnotu. Nech sa teda a mení od vzorky k vzorke náhodne s určitým pravdepodobnostným
rozdelením p(a). Môžeme definovat’ stredný odpor

〈%〉 =
∫

%(φ(a)) p(a) da, (5.16)

kde %(φ) je dané vzt’ahom (5.14) a φ(a) vzt’ahom (5.15). V realistických vzorkách typické
hodnoty a zvyčajne vel’mi dobre spĺňajú nerovnost’ a À 1

k , čo stredovanie odporu vel’mi
zjednodušuje. Ak je totiž a À 1

k , potom fáza φ(a) ≈ 2ka fluktuuje od vzorky k vzorke v
rozsahu rádove väčšom ako rozsah (0, 2π), vd’aka čomu funkcia cos(φ) vo vzt’ahu (5.14)
fluktuuje náhodne v intervale (−1, 1). Preto je stredná hodnota člena ∝ cos(φ) rovná nule.
Inak povedané, stredovanie stačí urobit’ podl’a vzt’ahu

〈%〉 =
∫ 2π

0
%(φ)P(φ) dφ, (5.17)

kdeP(φ) = 1
2π je homogénne rozdelenie náhodnej premennej φ v intervale (0, 2π). Pretože∫ 2π

0 cosφdφ = 0, dostávame

〈%〉 = %1 + %2 + 2%1%2. (5.18)

Ak sa menia náhodne od vzorky k vzorke aj individuálne odpory %1 a %2, môžeme vystre-
dovat’ aj cez %1 a %2 a máme

〈%〉 = 〈%1〉+ 〈%2〉+ 2〈%1〉〈%2〉. (5.19)

Aj po vystredovaní teda zostáva faktom, že 〈%〉 nie je sériový súčet 〈%1〉 + 〈%2〉, pretože
stredovanie prežil interferenčný člen 2〈%1〉〈%2〉.

Doposial’ sme analyzovali odpor dvoch prekážok. Teraz diskusiu zobecníme na vodič
s vel’kým množstvom prekážok. Predpokladajme, že odpor %1 je odpor jednej konfigurácie
N náhodne rozmiestnených prekážok a zaved’me označenie %N ≡ %1. Na obrázku 5.4
si túto N -ticu prekážok môžeme predstavit’ zoradenú vl’avo od prekážky č. 2. Pridajme k
týmto N prekážkam do polohy xN+1 d’al’šiu prekážku. Na obrázku 5.4 by touto prekážkou
bola prekážka č. 2, ktorej odpor %2 preznačíme na %I ≡ %2. S týmito označeniami môžeme
rovnicu (5.14) prepísat’ do tvaru

%N+1 = %N + %I + 2%N%I − 2[%N%I(1 + %N )(1 + %I)]1/2 cosφN , (5.20)

kde %N+1 teraz predstavuje odpor jednej konfigurácie N + 1 prekážok,

φN = arg[r′NrI ] + 2ka (5.21)

je fáza (vo vzt’ahu 5.15 sme preznačili r′1 na r′N a r2 na rI ) a

a = xN+1 − xN (5.22)

je vzdialenost’ medzi N +1-vou a N -tou prekážkou. Všimnime si, že %N=2 je funkciou φ1,
%N=3 je funkciou φ2 a φ1, a tak d’alej, takže %N+1 je funkciou fáz φN , φN−1, ..., φ2 a φ1.
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Znovu vezmime štatistický súbor vodičov a tak ako v prípade dvoch prekážok stredujme

〈%N+1〉 =
1
2π

∫ 2π

0
%N (φN ) dφN . (5.23)

Ked’ takto vystredujeme rovnicu (5.20), člen ∝ cosφN sa vynuluje. Ked’ ju potom vystre-
dujeme cez φN−1, ..., φ2, φ1, dostaneme rovnicu

〈%N+1〉 = 〈%N 〉+ 〈%I〉+ 2〈%N 〉〈%I〉, (5.24)

kde 〈%I〉 je stredná hodnota odporu jedinej prekážky, ked’že vo všeobecnosti aj tento fluk-
tuuje. V nasledujúcej diskusii symbol 〈 〉 kvôli jednoduchosti vynecháme, takže

%N+1 = %N + %I + 2%N%I . (5.25)

Posledná rovnica je rekurzívna rovnica. Najprv ju vyriešime pre prípad slabých prekážok
spôsobom, ktorý použil Anderson et al.

Urobme priradenie

%N+1 ≡ %(L + dL), %N ≡ %(L), %I ≡ %(dL). (5.26)

Inými slovami, namiesto odporu N prekážok hovoríme o odpore %(L) vodiča dĺžky L, ku
ktorému pridáme vel’mi krátky úsek dL s odporom %(dL). Nech pre malé dL je

%(dL) ∝ dL resp. %(L) = %clas dL, (5.27)

kde %clas je klasický merný odpor 1D vodiča. Vzt’ah (5.27) je Taylorov rozvoj %(dL) do
prvého rádu v dL. Zdôraznime, že aproximácia (5.27) platí, ak sú všetky prekážky slabé,
t.j. |rI |2 ¿ 1. V opačnom prípade sa v úseku dL nevyhnutne vyskytne aj silná (napríklad
perfektne odrážajúca) prímes, kedy je %(dL) À 1 aj pre dL → 0. Analýzu pre silné
prekážky urobíme v d’al’šom odseku.

Z posledných troch rovníc dostaneme

%(L + dL) = %(L) + %clas dL + 2%(L) %clas dL, (5.28)

čo dá
%(L + dL)− %(L)

1 + 2%(L)
= %clas dL. (5.29)

Rozvojom %(L + dL) ≈ %(L) + d%(L)
dL dL získame diferenciálnu rovnicu pre %(L). Obidve

jej strany zintegrujeme cez premennú L:
∫ L

0

d%(L)
dL

1 + 2%(L)
dL =

∫ L

0
%clas dL. (5.30)

Odtial’ ∫ %(L)

0

d%

1 + 2%
= %clas L. (5.31)

Po elementárnej integrácii dostávame

%(L) =
1
2

(e2%clas L − 1). (5.32)

Stredný koherentný odpor neusporiadaného jednokanálového vodiča teda vzrastá s dĺžkou
vodiča exponenciálne. Exponenciálny nárast je dôsledok interferencie vĺn generovaných
mnohonásobným odrazom od mnohých prekážok. Ohmov zákon %(L) = %clasL sa realizuje
len pre malé L.
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5.2 Odpor 1D vodiča so silným disorderom

Odvodenie vzt’ahu (5.32) bolo obmedzené na slabé prekážky (|rI |2 ¿ 1). Teraz chceme
rozobrat’ prípad, kedy sú prekážky l’ubovolne silné. Pre jednoduchost’ nech sú všetky
prekážky rovnako silné, t.j.

|r1|2 = |r2|2 = · · · = |rN |2 = R. (5.33)

Zapíšeme rovnicu (5.25) v tvare

%N = %N−1 + %I + 2%N−1%I , (5.34)

kde teraz
%I =

R

1−R
. (5.35)

Zavedieme označenia α ≡ R/(1−R) a β ≡ (1 + R)/(1−R) a prepíšeme (5.34) ako

%N = α + β%N−1. (5.36)

Rekurentný vzt’ah (5.36) rozpíšeme:

%1 = α + β%0 (5.37)

%2 = α + β%1 = α + αβ + β2%0

%3 = α + β%2 = α + αβ + αβ2 + β3%0

...

%N = α + β%N−1 = α(1 + β + · · ·+ βN−1) + βN%0 .

Po sčítaní geometrického radu 1 + β + · · · + βN−1 = (1 − βN )/(1 − β) a dosadení za
%0 = 0 dostávame

%N =
α

β − 1
[
βN − 1

]
=

1
2

[(
1 + R

1−R

)N

− 1

]
. (5.38)

Výsledok platí pre l’ubovolné R < 1. Ako prvý ho odvodil Landauer zložitejším postupom,
ktorý s ohl’adom na jeho historickú dôležitost’ prepočítavame v Dodatku B.

Porovnajme výsledok (5.38) s klasickým ohmickým odporom

%N = N
R

1−R
, (5.39)

teda so sériovým súčtom odporov R
1−R jednotlivých prekážok. Rozdiel je zrejmý a podstat-

ný: koherentný odpor (5.38) rastie s N exponenciálne zatial’čo ohmický odpor lineárne.
Pre R ¿ 1 je ln 1+R

1−R ' 2R a koherentný odpor (5.38) sa dá aproximovat’ vzt’ahom

%N =
1
2

(e2NR − 1). (5.40)

Ak vyjadríme N ako N = NIL, kde NI je koncentrácia prekážok a L je dĺžka drôtu, potom

%N ≡ %(L) =
1
2

(e2NIRL − 1). (5.41)

Posledná rovnica je totožná s rovnicou (5.32). Naozaj, pre R ¿ 1 sa klasický odpor (5.39)
dá prepísat’ v tvare

%N ' N R = NI RL ≡ %clasL, (5.42)

z ktorého vidno, že súčin NIR je totožný s klasickým merným odporom %clas.
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5.3 Distribúcia odporov v súbore neusporiadaných mezoskopic-
kých vodičov: DMPK rovnica pre jeden kanál

Vo vel’kom súbore makroskopicky rovnakých vodičov je neusporiadanost’ od vzorky
k vzorke mikroskopicky rôzna, v dôsledku čoho odpor fluktuuje od vzorky k vzorke. Pre-
to bolo rozumné počítat’ strednú hodnotu odporu. Aká je však vel’kost’ fluktuácií odporu?
Alebo detailnejšia otázka, aká je pravdepodobnost’ namerat’ určitú hodnotu odporu? V tom-
to odseku odvodíme rovnicu pre pravdepodobnostnú distribúciu odporu v súbore neuspori-
adaných vodičov s jedným kanálom.

Najprv uvažujme štatistický súbor 1D vodičov, v ktorom každý vodič obsahuje dve
prekážky. Pre odpor dvoch prekážok sme odvodili vzt’ah

%(%1, %2, φ) = %1 + %2 + 2%1%2 − 2[%1%2(1 + %1)(1 + %2)]1/2 cosφ, (5.43)

kde φ = arg(r′1r2) + 2ka. Predpokladajme, že poznáme distribúciu P1(%1) odporu %1 a
distribúciu P2(%2) odporu %2, kde

∫ ∞

0
Pj(%j) d%j = 1, %̄j =

∫ ∞

0
%j Pj(%j) d%j j = 1, 2. (5.44)

Predpokladajme znovu, že a >> 1/k. Vtedy sa φ mení od drôtu k drôtu náhodne v intervale
< 0, 2π > a distribúcia premennej φ je 1

2π . Pýtame sa, aká je pravdepodobnost’ P(%)d%
nájst’ v súbore vzorku s odporom % z intervalu < %, % + d% >. Je zrejmé, že hl’adaný odpor
ρ bude mat’ každá vzorka, ktorej parametre %1, %2 a φ spĺňajú rovnicu % = %(%1, %2, φ), kde
%(%1, %2, φ) je dané vzt’ahom (5.43). Pravdepodobnost’, že vzorka má parametre %1, %2 a
φ z intervalov < %1, %1 + d%1 >, < %2, %2 + d%2 > a < φ, φ + dφ >, je daná súčinom
príslušných pravdepodobností, teda

dφ
1
2π

d%1 P1(%1) d%2 P2(%2). (5.45)

Ked’ túto pravdepodobnost’ integrujeme cez všetky %1, %2 a φ, ktoré vyhovujú rovnici % =
%(%1, %2, φ), dostaneme práve pravdepodobnost’ P(%). Môžeme to zapísat’ ako

P(%) =
1
2π

∫ 2π

0
dφ

∫ ∞

0
d%1

∫ ∞

0
d%2 P1(%1)P2(%2) δ(%− %(%1, %2, φ)), (5.46)

kde integrujeme cez všetky %1, %2 a φ bez obmedzenia, avšak integrand násobíme δ-funkciou
δ(%− %(%1, %2, φ)), vd’aka ktorej integrand prispieva len ked’ %(%1, %2, φ) = %.

Vd’aka δ-funkcii môžeme na pravej strane (5.46) integrovat’ napríklad cez premenú %2.
Tento krok, technicky trochu zložitý, je urobený v Dodatku C. Dostaneme

P(%) =
1
π

∫ π

0
dφ

∫ ∞

0
d%1 P1(%1)P2(u), (5.47)

kde
u(%, %1, φ) = % + %1 + 2%%1 + 2[%%1(1 + %)(1 + %1)]1/2 cosφ. (5.48)

Zobecnime vzt’ah (5.47) na N + 1 prekážok. Nech %2 je odpor N prekážok a %1 odpor
jednej prekážky. Potom

PN+1(%) =
1
π

∫ π

0
dφ

∫ ∞

0
d%1 P1(%1)PN (u). (5.49)
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Integrály v (5.49) vypočítame v limite slabých prekážok, teda pre %1 ¿ 1. Najprv
rozvinieme vo vzt’ahu (5.48) faktor (1 + %1)1/2 pre malé %1. Dostaneme

u(%, %1, φ) ≈ % + ∆, (5.50)

kde
∆ = %1 + 2%%1 + 2[%(1 + %)]1/2%

1/2
1 (1 +

1
2

%1) cos φ. (5.51)

Pre %1 ¿ 1 je ∆ ¿ %. Rozviňme teda PN (u) pre malé ∆ ako

PN (u) ≈ PN (%) + ∆
∂PN (%)

∂%
+

1
2

∆2 ∂2PN (%)
∂%2

(5.52)

a dosad’me to do (5.49). Dostaneme

PN+1(%) ≈ PN (%) + J1
∂PN (%)

∂%
+ J2

∂2PN (%)
∂%2

, (5.53)

kde
Jk =

1
πk!

∫ π

0
dφ

∫ ∞

0
d%1 P1(%1)∆k, k = 1, 2. (5.54)

Pri výpočte integrálu Jk najprv integrujeme cez φ, pričom využijeme elementárne integrály
1
π

∫ π
0 dφ = 1, 1

π

∫ π
0 cosφdφ = 0 a 1

π

∫ π
0 cos2 φdφ = 1

2 . Dostaneme

J1 =
∫ ∞

0
d%1 P1(%1) (%1 + 2%%1) = %̄1(1 + 2%), (5.55)

J2 =
1
2

∫ ∞

0
d%1 P1(%1) [(%1 + 2%%1)2 + 2%(1 + %)%1(1 +

1
2

%1)2]

≈
∫ ∞

0
d%1 P1(%1) %(1 + %)%1 = %%̄1(1 + %), (5.56)

kde sme pri integrovaní cez %1 využili vzt’ahy (5.44) a pri výpočte J2 sme v druhom kroku
ponechali len príspevky do prvého rádu v %1. Rovnica (5.53) nadobudne tvar

PN+1(%) ≈ PN (%) + %̄1

[
(1 + 2%)

∂PN (%)
∂%

+ %(1 + %)
∂2PN (%)

∂%2

]

= PN (%) + %̄1
∂

∂%

[
%(1 + %)

∂PN (%)
∂%

]
. (5.57)

Ako v prvom odseku tejto kapitoly, aj teraz urobme priradenie

N + 1 → L + ∆L, N → L, %̄1 → %̄(∆L), lim
∆L→0

%(∆L)
∆L

= const ≡ 1
ξ
, (5.58)

kde ξ je tzv. lokalizačná dĺžka. (V predošlom odseku sme miesto 1/ξ použili symbol %clas.
Význam pojmu ξ vysvetlíme v d’al’šom odseku.) Z (5.57) dostaneme

P(%, L + ∆L) ≈ P(%, L) +
1
ξ

∂

∂%

[
%(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

]
, (5.59)

a odtial’
∂P(%, L)

∂L
=

1
ξ

∂

∂%

[
%(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

]
. (5.60)

Posledná rovnica je rovnica Dorokhova-Mella-Pereyru-Kumara (DMPK) pre jednokanálový
vodič. Určuje, aké je rozdelenie odporov v súbore makroskopicky rovnakých 1D vodičov
dĺžky L, ktorých disorder vykazuje lokalizačnú dĺžku ξ. Odvodenie podobnej rovnice pre
mnohokanálový vodič je ovel’a t’ažšie a zostáva za rámcom tohto textu.
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5.4 Výpočet stredných hodnôt, obrovské fluktuácie odporu

Vypočítajme najprv stredný odpor %̄(L) =
∫∞
0 d% %P(%, L). Násobme rovnicu (5.60)

odporom % a integrujme cez % metódou per partes. Dostaneme

∂%̄

∂L
=

1
ξ

∫ ∞

0
d% %

∂

∂%

[
%(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

]

=
1
ξ

[
%2(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

]∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

−1
ξ

∫ ∞

0
d% %(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

= −1
ξ

[%(1 + %)P(%, L)]∞0︸ ︷︷ ︸
=0

+
1
ξ

∫ ∞

0
d% (1 + 2%)P(%, L) =

1 + 2%̄(L)
ξ

, (5.61)

teda
d%̄

1 + 2%̄
=

dL

ξ
. (5.62)

Integrovaním tejto rovnice dostaneme

%̄(L) =
1
2

(e2L/ξ − 1), (5.63)

čo je výsledok zhodný s výsledkom (5.32). Podobne vypočítame %2(L) =
∫∞
0 d% %2 P(%, L).

Násobíme rovnicu (5.60) kvadrátom %2 a integrujeme cez % metódou per partes. Dostaneme

∂%2

∂L
=

1
ξ

∫ ∞

0
d% %2 ∂

∂%

[
%(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

]

=
1
ξ

[
%3(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

]∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

−2
ξ

∫ ∞

0
d% %2(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

= −2
ξ

[%2(1 + %)P(%, L)]∞0︸ ︷︷ ︸
=0

+
2
ξ

∫ ∞

0
d% %(2 + 3%)P(%, L) = 2

2%̄ + 3%2

ξ
, (5.64)

kde %̄ je dané vzt’ahom (5.63). Máme teda rovnicu

∂%2

∂L
= 2

2%̄ + 3%2

ξ
. (5.65)

Je to diferenciálna rovnica pre %2. Vyriešime ju metódou variácie konštant a dostaneme

%2(L) =
1
6

(e6L/ξ − 3e2L/ξ + 2). (5.66)

Konečne, pre disperziu odporu dostaneme vzt’ah

[ %2(L)− %̄2(L)]1/2

%̄(L)
' eL/ξ pre L/ξ À 1. (5.67)

Vidíme, že disperzia odporu rastie s rastúcim L, a to dokonca exponenciálne. Fluktuácie
odporu okolo strednej hodnoty sú teda d’aleko väčšie ako stredná hodnota sama. Preto %̄(L)
nie je štatisticky reprezentatívna veličina.
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Anderson navrhol, že štatisticky reprezentatívna veličina by mohla byt’ premenná

f = ln(1 + %). (5.68)

Hl’adajme jej strednú hodnotu a disperziu.
Prenásobením (5.60) veličinou f a integrovaním cez % metódou per partes dostaneme

∂f̄

∂L
=

1
ξ

∫ ∞

0
d% ln(1 + %)

∂

∂%

[
%(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

]

=
1
ξ

[
%(1 + %) ln(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

]∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

−1
ξ

∫ ∞

0
d% %

∂P(%, L)
∂%

= −1
ξ

[%P(%, L)]∞0︸ ︷︷ ︸
=0

+
1
ξ

∫ ∞

0
d%P(%, L) =

1
ξ
. (5.69)

Odtial’
f̄ = L/ξ, (5.70)

alebo
ln(1 + %) = L/ξ. (5.71)

Posledný vzt’ah platí pre l’ubovol’né L, pre vel’ké L máme ln(%) ' L/ξ. V neuspo-
riadanom mezoskopickom systéme sa teda ohmickým (lineárnym) škálovaním s dĺžkou
vodiča vyznačuje logaritmus odporu, nie odpor. Ked’ spojíme za sebou niekol’ko neuspori-
adaných mezoskopických vodičov, sériovo sa sčítajú logaritmy ich odporov, nie odpory.

Prenásobením (5.60) veličinou f2 a integrovaním cez % metódou per partes dostaneme

∂f2

∂L
=

1
ξ

∫ ∞

0
d% ln2(1 + %)

∂

∂%

[
%(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

]

=
1
ξ

[
%(1 + %) ln2(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

]∞
0︸ ︷︷ ︸

=0

−2
ξ

∫ ∞

0
d% % ln(1 + %)

∂P(%, L)
∂%

= −2
ξ

[% ln(1 + %)P(%, L)]∞0︸ ︷︷ ︸
=0

+
2
ξ

∫ ∞

0
d%

(
ln(1 + %) +

%

1 + %

)
P(%, L) ' 2

f̄ + 1
ξ

,

(5.72)

kde sme v poslednom kroku predpokladali ρ >> 1. Z rovnice

∂f2

∂L
= 2

f̄ + 1
ξ

(5.73)

dostaneme

f2(L) =
L2

ξ2
+ 2

L

ξ
= f̄2 + 2f̄ . (5.74)

Pre disperziu dostávame výsledok

(f2 − f̄2)1/2

f̄
=

( f̄

2

)−1/2
=

( L

2ξ

)−1/2
. (5.75)

Vidíme, že disperzia premennej f sa zmenšuje s rastúcou dĺžkou L. Experimentálne je teda
vhodné merat’ strednú hodnotu premennej f . Meranie strednej hodnoty odporu je prakticky
nemožné v dôsledku obrovských fluktuácií odporu.
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5.5 Asymptotické riešenie DMPK rovnice, typický odpor

Zapíšme distribúciu P(%, L) v tvare

P(%, L) =
1

1 + %
g(ln(1 + %), L), (5.76)

kde g je distribúcia premennej f = ln(1 + %). V limite L/ξ >> 1 dominujú v súbore
odpory % À 1. Ked’ (5.76) dosadíme do (5.60) a vezmeme % À 1, dostaneme

ξ
∂

∂L

1
%

g(ln %, L) =
∂

∂%

[
%2 ∂

∂%

1
%

g(ln %, L)
]

=
1
%

∂

∂ ln %

[
−g(ln %, L)+

∂

∂ ln %
g(ln %, L)

]
,

(5.77)
čiže

ξ
∂

∂L
g(ln %, L) =

∂

∂ ln %

[
−g(ln %, L) +

∂

∂ ln %
g(ln %, L)

]
. (5.78)

Posledná rovnica má z matematického hladiska tvar zhodný s difúznou rovnicou, ktorej
riešenie je dobre známe. Toto riešenie,

g(ln %, L) =
1

(4πL/ξ)1/2
exp

[
−(ln %− L/ξ)2

4L/ξ

]
, (5.79)

je gaussián centrovaný okolo bodu

f̄ = ln(1 + %) =
L

ξ
(5.80)

s varianciou
f2 − f̄2 =

2L

ξ
. (5.81)

Anderson definoval typický odpor %t vzt’ahom ln(1 + %t) ≡ f̄ , ktorý pre f̄ = L/ξ dáva

%t = ef̄ − 1 = eL/ξ − 1. (5.82)

Vidíme, že typický odpor rastie s L exponenciálne, avšak ovel’a pomalšie ako stredný odpor
(5.63). Názov typický odpor vystihuje, že distribúcia (5.79) má pík práve v % = %t.

Ked’ (5.79) dosadíme do (5.76), v limite % >> 1 máme

P(%, L) ' 1
%

1
(4πL/ξ)1/2

exp
[
−(ln %− L/ξ)2

4L/ξ

]
. (5.83)

Porovnajme distribúciu premennej % s distribúciou premennej ln %. Distribúcia P(%, L)
nemá narozdiel od g(ln %, L) žiadne význačné centrum. Všimnime si, že P(%, L) nie je
vôbec centrovaná okolo hodnoty stredného odporu; za tým účelom odporúčame čitatel’ovi,
aby si distribúciu (5.83) vyniesol do grafu ako funkciu % pre určité L/ξ >> 1. Tiež si
všimnime, že P(%, L) klesá pre % → ∞ iba ako mocninná funkcia %; zvykne sa hovorit’,
že P(%, L) má dlhý vysokoodporový chvost. Preto sme v predchádzajúcom odseku našli
obrovské fluktuácie odporu a preto stredný odpor nie je štatisticky reprezentatívna veličina.

Na záver diskutujme fyzikálny význam lokalizačnej dĺžky ξ. Pretože % = R/T , platí

ln(1 + %) = − ln T = − ln |t|2, (5.84)

kde t je amplitúda vlny prepustenej cez disorder. Definujme vzt’ahom− ln |tt|2 ≡ ln(1+%t)
typickú amplitúdu tt. Pomocou (5.82) dostaneme, že |tt| ' exp(−L/2ξ). Disorder te-
da typickú vlnu exponenciálne tlmí na škále 2ξ. Keby sme elektrón vložili medzi dva
polonekonečné disordery, vlnová funkcia by bola utlmená z obidvoch strán, čiže lokalizo-
vaná. Jav sa nazýva Andersonova lokalizácia a exponenciálne rastúci odpor je jej prejavom.
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5.6 Stredná vodivost’

Doposial’ sme sa zaujímali o štatistické vlastnosti štvorterminálového odporu % = R/T .
Teraz nás bude zaujímat’, aké štatistické vlastnosti má štvorterminálová vodivost’ g = T/R.
Vrát’me sa najprv k výsledku pre odpor dvoch prekážok,

% = %1 + %2 + 2%1%2 − 2[%1%2(1 + %1)(1 + %2)]1/2 cosφ, (5.85)

a skúsme stredovat’ cez fázu φ jeho prevrátenú hodnotu, teda vodivost’ dvoch prekážok

g =
1

%1 + %2 + 2%1%2 − 2[%1%2(1 + %1)(1 + %2)]1/2 cosφ
. (5.86)

Označíme a ≡ %1 + %2 + 2%1%2 a ešte b ≡ −2[%1%2(1 + %1)(1 + %2)]1/2 a stredujeme:

〈g〉 =
1
2π

∫ 2π

0

1
a + b cosφ

dφ =
1
π

[ 2
(a2 − b2)1/2

arctg
(a2 − b2)1/2 tg φ

2

a + b

]π

0

=
1

(a2 − b2)1/2
=

1
|%1 − %2| , (5.87)

kde sme pri výpočte integrálu využili substitúciu x = tg φ
2 a fakt, že a2 ≥ b2. Vidíme, že

1
〈g〉 =

1
〈1/%〉 = |%1 − %2|. (5.88)

Ked’že 〈%〉 = %1+%2+2%1%2, neplatí vzt’ah 〈%〉 ' 1/〈1/%〉, typický pre náhodnú premennú
s rozumnou disperziou. Znovu, 〈%〉 nie je štatisticky reprezentatívna veličina.

Neplatnost’ vzt’ahu 〈%〉 ' 1/〈g〉 najlepšie vidno, ak máme dve prekážky s rovnakými
odpormi %1 = %2. Ich stredný odpor 〈%〉 má očividne konečnú hodnotu, ale 〈g〉 → ∞.
Dôvod, prečo stredná vodivost’ dvoch rovnakých prekážok diverguje, vidno zo vzt’ahu
(5.86). Ak v ňom položíme %1 = %2, menovatel’ nadobúda nulovú hodnotu pre φ = 0
a φ = 2π. Dvojprekážka je v tomto prípade perfektne priepustná, tento jav je známy ako
rezonančné tunelovanie. V štatistickom súbore vodičov s dvomi prekážkami sa nevyhnutne
nájde aj taký, ktorý je perfektne priepustný. Ked’že jeho vodivost’ je nekonečná, diverguje
aj vodivost’ stredovaná cez súbor, i ked’ sú vodivosti ostatných vzoriek konečné.

Diskusiu l’ahko rozšírime na neusporiadaný vodič s mnohými prekážkami. Strednú
hodnotu štvorterminálovej vodivosti g = 1/ρ takého vodiča môžeme vypočítat’ zo vzt’ahu

〈g〉 =
∫ ∞

0
d%

1
%
P(%, L) , (5.89)

kde P(%, L) je distribúcia daná DMPK rovnicou (5.60). Pre % ¿ 1 sa (5.60) upraví na tvar

ξ
∂P(%, L)

∂L
=

∂

∂%

[
%

∂P(%, L)
∂%

]
, (5.90)

ktorému vyhovuje riešenie

P(%, L) =
ξ

L
e−%/(L/ξ). (5.91)

Podl’a posledného vzt’ahu nadobúda P(%, L) pre ρ → 0 konečnú hodnotu. Preto je pod-
integrálna funkcia vo vzt’ahu (5.89) pre malé ρ úmerná 1/ρ. Integrál z takejto funkcie
nevyhnutne diverguje v dôsledku nulovej dolnej medze, takže znovu máme 〈g〉 = ∞.
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Nakoniec sa pýtajme, aká je stredná hodnota dvojterminálovej vodivosti G = (2e2/h)T .
Pretože % = (1 − T )/T , transmisiu T môžeme vyjadrit’ ako T = 1/(1 + %) a jej strednú
hodnotu môžeme vyjadrit’ vzt’ahom

〈T 〉 =
∫ ∞

0
d%

1
1 + %

P(%, L) . (5.92)

Integrál v tomto vzt’ahu je opät’ treba počítat’ pomocou DMPK rovnice. Toto sa dá urobit’
analyticky iba v limite L/ξ À 1 a výpočet (prvý krát ho urobil Abrikosov) je technicky
náročný a zdĺhavý. Preto len uvedieme konečný výsledok:

〈T 〉 ' (L/ξ)−3/2 exp (−L/4ξ) . (5.93)

Exponenciálny pokles strednej transmisie sa dal intuitívne očakávat’ ako prejav Anderson-
ovej lokalizácie - exponenciálneho tlmenia vlny disorderom. Na výsledku (5.93) je prek-
vapujúci faktor 1/4 v exponente, pretože odhad typickej amplitúdy v predchádzajúcom
odseku ukázal pokles exp(−L/2ξ). Odtial’ by sa na prvý pohl’ad zdalo, že pre transmisiu
musíme dostat’ pokles exp(−L/ξ), správny je však výsledok (5.93). V literatúre sa semtam
vyskytne vzt’ah 〈G〉 ∝ exp(−L/ξ), má však byt’ 〈G〉 ∝ exp(−L/4ξ).

Vlastnosti koherentného odporu mezoskopického jednokanálového vodiča s disorderom,
tak ako sme ich diskutovali v tejto kapitole, čakajú na experimentálne pozorovanie. Zatial’
existujú len experimenty, v ktorých sa tieto vlastnosti prejavujú nepriamo, spolu s inými
efektami. S ohl’adom na rýchly vývoj je však meranie čisto koherentného transportu cez
1D disorder len otázkou času.
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Kapitola 6

Jednoelektrónové tunelovanie a coulombovská blokáda.

6.1 Úvodné poznámky

Medzi elementárne príklady kvantovej mechaniky patrí výpočet pravdepodobnosti tunelo-
vania elektrónu cez potenciálovú bariéru. V príklade sa uvažuje tunelovanie jedného elek-
trónu. V pevnolátkových systémoch je možné študovat’ tunelovanie mnohých neinteragujú-
cich elektrónov (kvázičastíc) napríklad meraním I-V charakteristiky systému hrubá vrstva
kovu - tenká vrstva dielektrika - hrubá vrstva kovu. V tomto systéme kovové vrstvy hrajú
úlohu elektród (emitora a kolektora), pričom elektróny prechádzajú z emitora do kolektora
tunelovaním cez dielektrikum (vid’. obr. 6.1).

Podobne je možné študovat’ transport elektrónov cez kovovú vrstvu odizolovanú od
kovových elektród dvomi dielektrickými bariérami (vid’. obr. 6.2). Elektrón pri ceste z emi-
tora do kolektora najprv pretuneluje cez l’avú bariéru. Za predpokladu, že medzi bariérami
jeho energia zrelaxovala v dôsledku nepružných zrážok, tento (alebo iný) elektrón potom
pretuneluje cez pravú bariéru do kolektora tak, že obidva tunelovacie procesy sú vzájomne
nezávislé (nekoherentné resp. sekvenčné). Opačná limita, ktorú v d’al’šom neuvažujeme,
je koherentné tunelovanie cez dvojitú bariéru, ked’ je vzdialenost’ medzi bariérami ovel’a
menšia ako elektrónová stredná vol’ná dráha.

V nasledujúcom odseku odvodíme I-V charakteristiku systémov na obrázkoch 6.1 a
6.2 pre neinteragujúce elektróny. Uvidíme, že I(V) je spojitá funkcia V, takže tunelovací
prúd môže v princípe byt’ nesený l’ubovol’ným (aj neceločíselným) počtom elektrónov.

Obrázok 6.1: Tunelovacia bariéra kov -
dielektrikum - kov pod napätím.

Obrázok 6.2: Tunelovacia dvojbariéra.
Predpokladáme sekvenčné tunelovanie,
ktoré sa realizuje, ak je vzdialenost’
medzi bariérami väčšia ako stredná
vol’ná dráha medzi dvomi zrážkami.



66 Kapitola 6.0

Neprejavuje sa diskrétnost’ elektrónového náboja.
V d’al’šom odseku potom ukážeme, že interakcia medzi elektrónmi sa môže pri dosta-

točne nízkych teplotách prejavit’ tzv. coulombovskou blokádou, vd’aka ktorej systémom
tuneluje s narastajúcim napätím 0 elektrónov, 1 elektrón, 2 elektróny, atd’. Prúd ako funkcia
napätia vykazuje schodovitý nárast, pričom každý schod zodpovedá prúdu nesenému práve
jedným elektrónom. Vtedy hovoríme o jednoelektrónovom tunelovaní.

V poslednom odseku bude opísaný tzv. jednoelektrónový tranzistor, založený na jave
coulombovskej blokády.

6.2 Tunelovanie neinteragujúcich elektrónov

Počítajme I-V charakteristiku systému na obr. 6.3. Vyberieme si ako nulovú hladinu en-
ergie dno vodivostného pása na l’avej strane, EC,l = 0. Potom (predpokladajúc parabolický
disperzný zákon) môžeme energiu elektrónu nal’avo od bariéry vyjadrit’ ako

E = Ez + Et =
~2k2

z,l

2m
+
~2k2

t,l

2m
(6.1)

a napravo od bariéry ako

E =
~2k2

z,r

2m
+
~2k2

t,r

2m
+ EC,r, (6.2)

kde kz je zložka vlnového vektora ~k kolmá na rozhranie kov - bariéra, ~kt je priečna (na os z
kolmá) zložka a EC,r = −eV je dno vodivostného pása napravo od bariéry. Pri tunelovaní
sa priečna zložka vlnového vektora zachováva, t.j. ~kt,l = ~kt,r, Et,l = Et,r. Preto

Ez =
~2k2

z,l

2m
=
~2k2

z,r

2m
+ EC,r. (6.3)

Prúdovú hustotu elektrónov s vlnovými vektormi ~kl z intervalu (~kl,~kl + ~dkl), dopadajúcu
na bariéru zl’ava, môžeme vyjadrit’ ako

ji = −e
2

(2π)3
fl(~kl) vz(~kl) ~dkl, (6.4)

Obrázok 6.3: Model tunelovacej dvojbariéry v systéme kov - dielektrikum - kov.
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kde fl je distribučná funkcia na l’avej strane bariéry a

vz(~kl) =
1
~

∂E(~kl)
∂kz,l

=
~kz,l

m
(6.5)

je zložka rýchlosti kolmá na bariéru. Na druhú stranu bariéry pretuneluje prúdová hustota

jl = −e
2

(2π)3
T (kz,l) fl(kt, kz,l)

~kz,l

m
dkz,l

~dkt, (6.6)

kde T (kz,l) je transmisný koeficient (pravdepodobnost’ pretunelovania cez bariéru), ktorý
je len funkciou kolmej zložky vlnového vektora (kz,l) resp. energie Ez,l.

Podobne môžeme písat’ pre prúdovú hustotu, ktorá pretunelovala zprava dol’ava, že

jr = −e
2

(2π)3
T (kz,r) fr(kt, kz,r)

~kz,r

m
dkz,r

~dkt. (6.7)

Pre danú kolmú energiu Ez je transmisný koeficient symetrický, t.j.

T (Ez,l) = T (Ez,r). (6.8)

Platí tiež, že
kz,ldkz,l = kz,rdkz,r =

m

~2
dEz, (6.9)

ak diferencujeme obe strany rovnice (6.3). Výsledná prúdová hustota j v smere napät’ového
spádu je potom rozdielom prúdových hustôt jl a jr integrovaných cez všetky ~k:

j = e
2

(2π)3~

∞∫

0

dEz

∞∫

0

dkt kt

2π∫

0

dφ T (Ez) [fl(Ez, kt)− fr(Ez, kt)] , (6.10)

kde integrácia cez Ez ide od nuly po nekonečno, pretože tunelovanie zprava dol’ava pre
Ez < 0 nie je možné.

Distribučné funkcie fl a fr sú Fermiho funkcie

fl(Ez, Et) =
1

exp
(

Ez+Et−EF,l

kBT

)
+ 1

, fr(Ez, Et) =
1

exp
(

Ez+Et−EF,r

kBT

)
+ 1

, (6.11)

kde EF,l a EF,r sú Fermiho energie nal’avo resp. napravo od bariéry, pričom

EF,l = EF,r + eV. (6.12)

Pre parabolický disperzný zákon sa rovnica (6.10) l’ahko upraví na tvar

j = e
4πm

(2π)3~3

∞∫

0

dEz T (Ez)

∞∫

0

dEt

[
fl(Ez, Et)− fr(Ez, Et)

]
. (6.13)

Pri dostatočne nízkych teplotách je možné distribučné funkcie (6.11) nahradit’ jednotkou
pre Ez + Et ≤ EF a nulou pre Ez + Et > Ef . To nám umožní upravit’ (6.13) na tvar

j =
em

2π2~3




EF,l∫

0

dEz T (Ez)

EF,l−Ez∫

0

dEt −
EF,r∫

0

dEz T (Ez)

EF,r−Ez∫

0

dEt


 =

em

2π2~3




EF∫

0

dEz T (Ez)(EF −Ez)−
EF−eV∫

0

dEz T (Ez)(EF − eV − Ez)


 , (6.14)
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kde sme využili (6.12) a preznačili EF,l na EF . Z (6.14) dostaneme pre eV ¿ EF vzt’ah

j ' em

2π2~3




EF∫

0

dEz T (Ez)


 eV, (6.15)

teda lineárnu I-V charakteristiku. Po vynásobení plochou S dostaneme, že prúd je

I = jS ∝ SV. (6.16)

Prúd je teda spojitá funkcia plochy a napätia. Tieto výsledky platia aj pre sekvenčné tunelo-
vanie cez dvojbariéru na obr. 6.2. Presnejšie, platia pre každú z bariér osobitne, len napätie
V sa rozdelí medzi bariéry úmerne ich odporom.

6.3 Podstata coulombovskej blokády

Dvojbariérová štruktúra na obr. 6.2 modeluje experimenty, v ktorých sa meria tunelo-
vanie cez kovový ostrovček. Na obr. 6.4 je ukázaná štruktúra na meranie transportu cez
kovové zrniečka zlata, zaliate v dielektrickej matrici Al2O3 medzi dvomi hliníkovými elek-
tródami. Pri transporte naprieč štruktúrou je nutné, aby elektrón najprv pretuneloval z elek-
tródy na kovové zrniečko a potom zo zrniečka na druhú elektródu. Podl’a vzt’ahov (6.15)
a (6.16) stačí priložit’ l’ubovolne malé napätie, aby tiekol nenulový tunelovací prúd. Nie
je to však nevyhnutne pravda. Uvažujme najjednoduchší prípad, ked’ sú obidve elektródy
na nulovom potenciáli a polomer zlatej guličky (a) je malý v porovnaní so vzdialenost’ou
guličky od elektród. Vtedy pre potenciál guličky nabitej nábojom Q platí

V =
Q

4πεa
, (6.17)

kde ε je permitivita dielektrika. Vzt’ah môžeme prepísat’ ako

V =
Q

C
, C = 4πεa , (6.18)

kde C je kapacita guličky. Nabitím gulička získala elektrostatickú energiu

Es =
Q2

2C
. (6.19)

Obrázok 6.4: Prierez štruktúrou so zlatými zrniečkami zaliatymi v dielektriku Al2O3.
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Obrázok 6.5: Rôzne metódy, ako definovat’ malé ostrovčeky v polovodičovej alebo kovovej
štruktúre. (a) Planárny ostrovček v dvojrozmernom plyne (2DEG) na rozhraní GaAs-
AlGaAs, vytvorený pomocou dvoch hradiel. (b) Vertikálny GaAs ostrovček medzi dvo-
mi AlGaAs bariérami a dvomi GaAs elektródami. (c) Príklad jednobariérovej tunelovej
štruktúry s hliníkovými elektródami. (d) Zrniečka cínu obalené dielektrickou vrstvičkou,
umiestnené medzi hliníkovými elektródami.

Ak Q = −e, potom Es = e2/2C je práca, ktorú treba vynaložit’ aby elektrón mo-
hol pretunelovat’ na ostrovček. Tú istú úvahu môžeme urobit’ pre tunelovanie elektrónu z
(neutrálneho) ostrovčeka na elektródu. Vtedy Q = e a práca Es je taká istá. Ked’že prácu
musí konat’ zdroj, je zrejmé, že tunelovací prúd potečie až vtedy, ked’ napätie zdroja dosi-
ahne hodnotu potrebnú na vykonanie práce e2/2C. Ak bude napätie zdroja menšie ako táto
hodnota, prúd nepotečie a hovoríme o Coulombovskej blokáde.

Ak položíme e2/2C = kBT , pre T = 300K dostaneme C ∼ 3x10−18F . Tejto kapacite
zodpovedá polomer guličky a ∼ 28nm pre ε ∼ 1. Intuitívne je zrejmé, že ak chceme
pozorovat’ coulombovskú blokádu, tak e2/2C musí aspoň niekol’ko násobne prevyšovat’
kBT . Pre T = 300K to znamená, že gulička musí byt’ menšia než 10nm. Pravdaže, ak sa
meranie urobí pri vel’mi nízkej teplote, Coulombovská blokáda bude pozorovatel’ná aj pre
guličky s odpovedajúco vačším polomerom.

Na obr.6.5 sú iné príklady tunelovacích štruktúr používaných v meraniach Coulom-
bovskej blokády. Pre tieto štruktúry (s výnimkou štruktúry c) možno použit’ dvojbariérový
model z obr.6.2 a aj jednoduché úvahy z tohoto odseku.

Poznamenajme, že kapacita C = 4πεa platí presne pre guličku, na ktorú bol náboj pre-
nesený z nekonečna. Keby sme vzali do úvahy, že jedna z elektród sa nachádza v konečnej
vzdialenosti l od guličky, dostali by sme

C = 4πεa

(
1 + α +

α2

1− α2
+ . . .

)
, α =

a

2l
, (6.20)
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kde členy obsahujúce α pochádzajú od zrkadlových nábojov. Pre l ' a by sa naše odhady
trochu zmenili, ale rádove by ostali v platnosti. Podobné odhady vyjdú, ked’ namiesto
guličky budeme uvažovat’ napr. tenký kovový disk s polomerom a, umiestnený paralelne s
vodivými elektródami. Pre a ¿ l dáva elektrostatika pre kapacitu disku vzt’ah C = 8εa.

6.4 Fenomenologická teória coulombovskej blokády.

Tunelovanie pod vplyvom coulombovskej blokády budeme teraz študovat’ na dvojbar-
iérovom modeli z obr. 6.2. Obmedzíme sa na jednoduchú teóriu, ktorá popisuje transport
cez štruktúru na obr. 6.2 pomocou náhradného elektrického obvodu na obr. 6.6.

Niekol’ko poznámok k obr. 6.6. V kovových tunelových prechodoch sú tunelové bar-
iéry typicky vel’mi vysoké a vel’mi tenké a hustota elektrónov v kove je vel’mi vysoká.
Vd’aka tomu je spád napätia lokalizovaný výlučne na bariérach (obr. 6.2) a tunelovacie
odpory Rt a kapacity C sú v dobrom priblížení od napät’ového spádu nezávislé. Ďalej, v
nasledujúcej analýze robíme ten istý implicitný predpoklad ako na obr. 6.2, totiž že tunelo-
vanie je sekvenčné (tunelovanie cez prechod 1 je nezávislé od tunelovania cez prechod 2,
pretože elektrón po pretunelovaní na ostrovček najprv zrelaxuje svoju nadbytočnú energiu
emisiou fonónov resp. zrážkami s inými elektrónmi).

Treba tiež rozlišovat’ tunelový odpor Rt od zvyčajného ohmického rezistora. V obyča-
jnom rezistore je tok náboja kvázispojitý a reaguje takmer okamžite na zmenu vonkajšieho
elektrického pol’a. Tunelovanie však predstavuje injekciu jednotlivých častíc, charakterizo-
vanú niekol’kými rôznymi časovými škálami. V teórii tunelovania sa ukazuje, že tunelovací
čas (čas, za ktorý elektrón pretuneluje z jednej strany bariéry na druhú) sa v prípade jednej
bariéry dá odhadnút’ jednoducho ako podiel hrúbky bariéry a rýchlosti dopadu na bariéru.
Pre nami uvažované bariéry dá tento odhad cca 10−14 s, zatial’ čo skutočný čas medzi dvo-
ma tunelovacími udalost’ami (čas strávený na ostrovčeku) sa dá odhadnút’ empiricky ako
e/I , čo pre typické prúdy v nanoampérovej oblasti dáva niekol’ko sto pikosekúnd. Preto
uvažujeme obidva tunelové prechody v režime medzi dvomi tunelovacími udalost’ami ako
ideálne kondenzátory.

Obrázok 6.6: Náhradný obvod pre dvojbariérovú štruktúru z obrázku 6.2. Kovový “ostro-
vček” je spojený s kladnou a zápornou elektródou cez dva slabé tunelové spoje modelované
ako doskové kondenzátory s kapacitami C1 a C2. Rt sú odpory tunelových spojov a n1

resp. n2 označuje počet elektrónov, ktoré na ostrovček pretunelovali cez spoj 1 resp. 2.
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Náboje na kondenzátoroch 1 a 2 sú

Q1 = C1V1, Q2 = C2V2. (6.21)

Náboj na ostrovčeku je Q = Q2 − Q1. Bez tunelovania by platilo Q1 = Q2 a ostrovček
by bol neutrálny. Tunelovanie spôsobí, že na ostrovčeku sa nahromadí celočíselný počet
elektrónov. Vtedy

Q = Q2 −Q1 = −ne, (6.22)

kde n = n1−n2 je počet elektrónov na ostrovčeku. Číslo n môže byt’ kladné alebo záporné,
pričom n1 a n2 sú na obr. 6.6 definované tak, že nárast n1 a n2 znamená nárast Q1 a Q2.

Z rovníc (6.21) a (6.22) a z rovnice

Va = V1 + V2 (6.23)

môžeme vyjadrit’ napätia na kondenzátoroch 1 a 2 ako

V1 =
1

Ceq
(C2Va + ne) , (6.24a)

V2 =
1

Ceq
(C1Va − ne) , (6.24b)

kde Ceq = C1 +C2 je kapacita ostrovčeka. Elektrostatická energia dvoch kondenzátorov je

Es =
Q2

1

2C1
+

Q2
2

2C2
. (6.25)

Z (6.25) po použití rovníc (6.21), (6.22) a (6.24) dostaneme

Es =
1

2Ceq

(
C1C2V

2
a + Q2

)
. (6.26)

Naviac musíme ešte vypočítat’ aj prácu, ktorú zdroj vykonal potom, ako cez prechod 1 resp.
2 pretunelovalo n1 resp. n2 elektrónov. Túto prácu vypočítame nasledovne.

Ak tečie obvodom prúd, zdroj vykonáva prácu

Ws =
∫

dt VaI(t) = Va∆Q, (6.27)

kde ∆Q je celkový prenesený náboj. Zahrňuje elektróny, ktoré pretunelovali do/z ostrovče-
ka, a tiež aj polarizačný náboj, ktorý sa vytvorí ako odozva na zmenu náboja na ostrovčeku
spôsobenú tunelovaním.

Uvažujme jeden elektrón, ktorý pretuneluje cez prechod 2 von z ostrovčeka. Náboj na
ostrovčeku a počet elektrónov na ostrovčeku sa zmenia na

Q′ = Q + e, (6.28a)

n′ = n− 1. (6.28b)

V dôsledku toho sa napätia na kondenzátoroch 1 a 2 zmenia na

V ′
1 = V1 − e

Ceq
, V ′

2 = V2 +
e

Ceq
, (6.29)
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a náboj na kondenzátore 1 sa zmení o hodnotu

∆Q1 = − e

Ceq
C1 (6.30)

Túto zmenu náboja musel zdroj kompenzovat’ dodaním polarizačného náboja tej istej
vel’kosti, pričom podl’a rovníc (6.27) a (6.30) vykonal prácu −eC1Va/Ceq. Tú istú úvahu
môžeme urobit’ pre všetkych n2 elektrónov a dostaneme prácu

Ws(n2) = −n2eVa
C1

Ceq
. (6.31)

K tomuto výsledku prídeme, aj ked’ úvahu zopakujeme tak, že vyjadríme zmenu náboja na
prechode 2. Naozaj,

∆Q2 = −e +
e

Ceq
C2 = − e

Ceq
C1, (6.32)

kde sme okrem zmeny polarizačného náboja e
Ceq

C2 uvážili aj zmenu náboja spôsobenú
pretunelovaním elektrónu cez prechod. Pre n2 elektrónov znovu dostaneme (6.31).

Úplne analogicky dostaneme, že práca, ktorú zdroj vykonal v dôsledku pretunelovania
n1 elektrónov cez prechod 1, je

Ws(n1) = −n1eVa
C2

Ceq
. (6.33)

Teraz môžeme vyjadrit’ celkovú energiu obvodu na obr. 6.6 ako

E(n1, n2) = Es −Ws =
1

2Ceq

(
C1C2Va

2 + Q2
)

+
eVa

Ceq
(C1n2 + C2n1) . (6.34)

Vyjadrime zmenu energie, ktorá nastane pri jednoelektrónových prechodoch:

∆E±
2 = E(n1, n2)−E(n1, n2 ± 1) =

e

Ceq

[
−e

2
± (en− VaC1)

]
, (6.35)

∆E±
1 = E(n1, n2)−E(n1 ± 1, n2) =

e

Ceq

[
−e

2
∓ (en + VaC2)

]
. (6.36)

Tieto prechody sú možné len vtedy, ked’ vyššie vyjadrená zmena energie je kladná, t.j.
∆Ej > 0, pretože pri nulovej teplote je možný len prechod systému zo stavu s vyššou
energiou do stavu s nižšou energiou.

Uvažujme teraz systém, ktorý má neutrálny ostrovček, t.j. n = 0. Rovnice (6.35) a
(6.36) sa zjednodušia a podmienka ∆Ej > 0 nadobudne tvar

∆E±
1,2 = − e2

2Ceq
∓ eVaC2,1

Ceq
> 0. (6.37)

Vzt’ah (6.37) hovorí, že jeden elektrón nemôže tunelovat’ do/z ostrovčeka cez ani jeden z
prechodov 1 resp. 2, pokial’ je Va príliš malé. Člen −e2/2Ceq, ktorý predstavuje nabíjaciu
energiu ostrovčeka, je totiž záporný. ∆E sa stane kladné len pre dostatočne vel’ké |Va|.
Uvažujme napríklad C1 = C2 = C. Vtedy z rovnice (6.37) dostaneme, že tunelovanie
jedného elektrónu z / do ostrovčeka je možné len ak

|Va| > e

Ceq
. (6.38)
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Obrázok 6.7: Kovový ostrovček s
coulombovskou blokádou. Coulom-
bovská medzera e2/Ceq znemožňuje
elektrónové tunelovanie do/z ostrovčeka.

Obrázok 6.8: Ostrovček pod napätím.
Napätie > e/Ceq umožňuje tunelovanie.

V opačnom prípade je tunelovanie zakázané a prúd je nulový napriek nenulovému napätiu.
Tento režim voláme coulombovská blokáda, zdroj nie je totiž schopný vykonat’ prácu rovnú
nabíjacej energii ostrovčeka e2/Ceq. Samozrejme, pre tunelové prechody s makroskopicky
vel’kou plochou je Ceq obrovské a energia e2/Ceq je zanedbatel’ne malá. Vtedy sa coulom-
bovská blokáda neuplatňuje a transport determinuje výlučne tunelový odpor Rt.

Na obr. 6.7 je coulombovská blokáda interpretovaná ako dôsledok energetickej medzery
e2/Ceq na ostrovčeku. Na obr. 6.8 vidno, že elektrón môže na ostrovček pretunelovat’ ak
Va > e/Ceq = e/2C. Ak sa tento elektrón už nachádza na ostrovčeku, z rovnice (6.35)
vidíme, že druhý elektrón môže na ostrovček vtunelovat’ len ak

Va >
3e

2C
. (6.39)

Podobne, ak sú na ostrovčeku dva elektróny, tretí sa tam dostane len ak

Va >
5e

2C
, (6.40)

atd’. Ako vyzerá I-V charakteristika? Z uvedeného je zrejmé, že I ∝ n, kde n = 0 pre
Va < e/2C, n = 1 pre Va < 3e/2C, n = 2 pre Va < 5e/2C, atd’. Môžeme teda písat’
I = n∆I , kde ∆I by ideálne nemalo závisiet’ od Va resp. od n. Odhadnime ∆I pre ideálny
prípad Rt1 À Rt2.

V tejto situácii elektrón vtuneluje na ostrovček cez prechod 2 (vid’ obr. 6.8) a čaká na
ostrovčeku relatívne dlhý čas, kým odíde cez prechod 1. Ked’ odíde cez prechod 1, ostro-
vček sa vráti do stavu n = 0. Avšak, pretože Rt2 ¿ Rt1, cez prechod 2 okamžite vtuneluje
na ostrovček d’alší elektrón a vráti ho do stavu n = 1. Preto je oprávnená predstava, že
ostrovček je takmer kontinuálne v stave n = 1, až na krátke okamihy, ked’ elektrón odíde
cez prechod 1 a obvodom pretečie prúdový pulz. (Stacionárny prúd I sú vlastne tieto pulzy
ustrednené v čase.) Vd’aka Rt1 À Rt2 je rozumné predpokladat’, že prúd je determinovaný
najmä napät’ovým spádom na prechode 1. Z rovnice (6.24) dostaneme pre C1 = C2 = C
vzt’ah V1 = Va/2 + ne/Ceq. Z tohto vzt’ahu vidno, že napätie cez prechod 1 sa mení
skokom o hodnotu e/Ceq vždy, ked’ sa n zmení o hodnotu 1. Prúdová zmena zodpovedajú-



74 Kapitola 6.0

Obrázok 6.9: Ideálna teoretická I-V
charakteristika v režime coulombovskej
blokády pre C1 = C2 = C a Rt =
Rt1 À Rt2.

Obrázok 6.10: Experimentálne zmerané
(A) a vypočítané (B, C) coulombovské
schodište pre 10−nanometrovú kvapku
In v dielektrickej matrici. Jednou elek-
tródou je vodivý substrát, druhou je hrot
STM mikroskopu. (Wilkins et al., 1989)

ca tejto skokovej zmene je

∆I ≈ ∆V1

Rt1
=

e

CeqRt1
=

e

2CRt1
. (6.41)

Výsledkom je schodovitá I-V charakteristika na obr. 6.9. Tento typ I-V charakteristiky sa
zvykne volat’ aj coulombovské schodište.

Experimentálny výsledok na obr. 6.10 sa od tejto ideálnej I-V charakteristiky trochu líši.
Predovšetkým, krivka A by mala byt’ symetrická vzhl’adom na počiatok súradnej sústavy.
Odchýl’ka od symetrie (posun krivky o 22 mV doprava) je spôsobená parazitnými nábojmi,
ktoré prispievajú k nabíjacej energii ostrovčeka a nie sú započítané v teórii (krivka C).
Vplyv týchto nábojov je od vzorky k vzorke iný a preto je vážnou prekážkou pri realizácii
reprodukovatel’ných jednoelektrónových súčiastok. Krivka B, ktorá dobre súhlasí s A,
bola získaná posunom krivky C o 22 mV. Konečne, coulombovské schody na obr. 6.10 nie
sú rovnako vysoké, ked’že predpoklady idealizovanej teórie nie sú v experimente splnené
ideálne.

Aké podmienky sú potrebné na pozorovanie coulombovského schodišt’a? Predovšetkým,
teplota musí spĺňat’ nerovnost’ kBT ¿ e2/Ceq, pretože inak sú elektróny termálne excito-
vané ponad coulombovskú medzeru a blokáda sa nerealizuje. Ďalej je dôležité, aby neurči-
tost’ energie elektrónu, h/∆t, bola malá v porovnaní s e2/Ceq, kde ∆t je čas potrebný na
prechod elektrónu na ostrovček a na odchod z ostrovčeka. Odhadneme ∆t zhruba ako RC
konštantu ∆t ∼ RtCeq, kde Rt je menší z oboch odporov. Z nerovnosti h/∆t ¿ e2/Ceq

dostaneme podmienku Rt À h/e2 = 25.813 kΩ.
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Obrázok 6.11: Planárna štruktúra pre jednoelektrónové tunelovanie a coulombovskú bloká-
du. Štruktúra funguje ako jednoelektrónový tranzistor, pretože potenciál ostrovčeka je
možné riadit’ napätím na centrálnom hradle.

Obrázok 6.12: Náhradná schéma pre jednoelektrónový tranzistor.

6.5 Jednoelektrónový tranzistor

Na obr. 6.11 je ukázaný jednoelektrónový tranzistor, definovaný planárne v elektrónovom
2D plyne v GaAs vrstve na rozhraní n-AlGaAs/GaAs. Na kovové hradlá nanesené na
povrchu AlGaAs vrstvy sa priloží záporné napätie, ktoré spod nich vyčerpá 2D plyn. V
oblasti medzi hradlami zostane ostrovček nevyčerpaného 2D plynu, spojený s 2D rezer-
voármi (elektródami) prostredníctvom slabých tunelových spojov. Vznikne tak štruktúra,
v ktorej sa vd’aka malým rozmerom ostročeka (vd’aka jeho vel’kej kapacite) uplatňuje
coulombovská blokáda ako sme ju popísali v predchádzajúcom odseku. Naviac, štruktúra
môže fungovat’ ako tranzistor, ak sa hradlá umiestnené v strede napájajú osobitným zdro-
jom napätia. Túto situáciu popisuje náhradný obvod na obr. 6.12. Ide o ten istý obvod ako
na obr. 6.6, pridaný je však kondenzátor s kapacitou Cg a zdroj s napätím Vg. Kondenzátor
modeluje kapacitné spojenie medzi centrálnymi hradlami a ostrovčekom, takže napätím Vg

je možné riadit’ potenciál ostrovčeka nezávisle na napätí Va.
Nasledujúca analýza ukáže, že pomocou tejto "tranzistorovej akcie"je možné nastavit’
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coulombovskú blokádu tak, že existuje nielen pre n = 0, ale v princípe pre l’ubovolné celé
číslo n. Tiež sa ukáže, že coulombovská blokáda v ohmickej limite (Va → 0) vymizne pre
určité kvázidiskrétne hodnoty Vg.

Postupuje sa podobne ako v predchádzajúcom odseku. Náboje na kondenzátoroch sú

Q1 = C1V1, Q2 = C2V2, Qg = CgV3 = Cg(Vg − V2). (6.42)

Pre napätia platí

Va = V1 + V2, Va − Vg = V1 − V3, V3 = Vg − V2. (6.43)

Náboj na ostrovčeku je Q = Q2−Q1−Qg. Ak sa neuplatňuje tunelovanie, tak Q = 0. Ak
na ostrovček pretunelovalo n elektrónov, potom

Q = Q2 −Q1 −Qg = −ne, (6.44)

kde n = n1 − n2. Z rovníc (6.42), (6.43) a (6.44) môžeme vyjadrit’ napätia na kondenzá-
toroch 1 a 2 ako

V1 =
1

Ceq
[C2Va − Cg(Vg − Va) + ne] , (6.45a)

V2 =
1

Ceq
[C1Va + CgVg − ne] , (6.45b)

kde Ceq = C1 + C2 + Cg je kapacita ostrovčeka. Pre celkovú elektrostatickú energiu

Es =
1
2

(
Q2

1

C1
+

Q2
2

C2
+

Q2
g

Cg

)
(6.46)

dostaneme využitím rovníc (6.42), (6.45), (6.43) a (6.44) po zdĺhavej úprave vzt’ah

Es =
1

2Ceq

[
Q2 + CgC2V

2
g + C1C2V

2
a + C1Cg(Va − Vg)2

]
. (6.47)

Taktiež potrebujeme vypočítat’ prácu, ktorú zdroj vykonal po pretunelovaní n1 resp. n2

elektrónov cez prechody 1 resp. 2.
Najprv uvažujme situáciu, že jeden elektrón pretuneluje cez prechod 2 von ostrovčeka.

Náboj a počet elektrónov na ostrovčeku sa zmenia na

Q′ = Q + e, (6.48a)

n′ = n− 1. (6.48b)

Napätia na kondenzátoroch sa preto zmenia na

V ′
1 = V1 − e

Ceq
, (6.49a)

V ′
2 = V2 +

e

Ceq
, (6.49b)

(Vg − V ′
2) ≡ V ′

3 = V3 − e

Ceq
≡ (Vg − V2)− e

Ceq
, (6.49c)
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V súlade so vzt’ahmi (6.42), nové náboje na kondenzátoroch sú

Q′
1 = Q1 − e

Ceq
C1 (6.50a)

Q′
2 = Q2 +

e

Ceq
C2 (6.50b)

Q′
g = Qg − e

Ceq
Cg (6.50c)

a príslušné zmeny nábojov na kondenzátoroch sú

∆Q1 = − e

Ceq
C1 (6.51a)

∆Q2 =
e

Ceq
C2 (6.51b)

∆Qg = − e

Ceq
Cg (6.51c)

Práca, ktorú vykonajú zdroje Va a Vg je

Ws(n2 = 1) =
∫

dt VaI(t) +
∫

dt VgI(t) = Va∆Q1 + Vg∆Qg, (6.52)

čiže po dosadení (6.51)

Ws(n2 = 1) = −
[
eVa

C1

Ceq
+ eVg

Cg

Ceq

]
. (6.53)

Ked’ ten istý postup použijeme pre všetkych n2 elektrónov, dostaneme prácu

Ws(n2) = −n2

[
eVa

C1

Ceq
+ eVg

Cg

Ceq

]
. (6.54)

Teraz vypočítame prácu, ktorú musia dodat’ zdroje, ked’ n1 elektrónov pretuneluje na
ostrovček cez prechod 1. Najprv zase predpokladáme, že pretuneluje jeden takýto elektrón.
Náboj a počet elektrónov na ostrovčeku sa zmení na

Q′ = Q− e, (6.55a)

n′ = n + 1. (6.55b)

Napätia na kondenzátoroch sa preto zmenia na

V ′
1 = V1 +

e

Ceq
, (6.56a)

V ′
2 = V2 − e

Ceq
, (6.56b)

(Vg − V ′
2) ≡ V ′

3 = V3 +
e

Ceq
≡ (Vg − V2) +

e

Ceq
. (6.56c)
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Konečne, podl’a (6.42) nové náboje na kondenzátoroch sú

Q′
1 = Q1 +

e

Ceq
C1 (6.57a)

Q′
2 = Q2 − e

Ceq
C2 (6.57b)

Q′
g = Qg +

e

Ceq
Cg. (6.57c)

Príslušné zmeny nábojov na jednotlivých kondenzátoroch sú

∆Q1 = +
e

Ceq
C1 (6.58a)

∆Q2 = − e

Ceq
C2 (6.58b)

∆Qg = +
e

Ceq
Cg (6.58c)

Zdroj Va musí teda vynaložit’ prácu, aby vykompenzoval polarizačný náboj ∆Q1 a jeden
pretunelovaný elektrón. Táto práca je

Va(∆Q1 − e) = Va

(
e

Ceq
C1 − e

)
= eVa

C2

Ceq
+ eVa

Cg

Ceq
(6.59)

Zdroj Vg musí zase vynaložit’ prácu, aby vykompenzoval polarizačný náboj ∆Qg. Táto
práca je

Vg∆Qg = eVg
Cg

Ceq
(6.60)

Potom

Ws(n1 = 1) = −
[

C2

Ceq
eVa +

Cg

Ceq
e(Va − Vg)

]
. (6.61)

Ked’ postup aplikujeme na všetkych n1 elektrónov, dostaneme

Ws(n1) = −n1

[
C1

Ceq
eVa +

Cg

Ceq
e(Va − Vg)

]
. (6.62)

Celková energia obvodu je

E(n1, n2) = Es −Ws(n1)−Ws(n2) (6.63)

Vyjadrime zmenu energie, ktorá nastane pri jednoelektrónových prechodoch:

∆E±
1 = E(n1, n2)−E(n1 ± 1, n2), (6.64)

∆E±
2 = E(n1, n2)−E(n1, n2 ± 1). (6.65)

Dostaneme
∆E±

1 =
e

Ceq

[
−e

2
∓ [en + (Cg + C2)Va − CgVg)]

]
, (6.66)

∆E±
2 =

e

Ceq

[
−e

2
± [en− C1Va − CgVg]

]
. (6.67)
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Podmienka ∆E±
1,2 > 0 teraz umožňuje coulombovskú blokádu aj pre n 6= 0, ak sa na hradlo

priloží vhodné napätie Vg.
Kvôli jednoduchosti teraz uvažujme prípad Cg = C2 = C, C1 = 2C.

−e

2
≥ ± [en + (Cg + C2)Va − CgVg)] , (6.68a)

−e

2
≥ ∓ [en− C1Va − CgVg] , (6.68b)

Pre n = 0 a s využitím Cg + C2 = 2C a Ceq = 4C sa vzt’ahy (6.68) zjednodušia na

−e

2
> ± (2CVa − CgVg)) , (6.69a)

−e

2
> ∓ (−2CVa − CgVg) , (6.69b)

čo sú vlastne 4 nerovnice

Va

(
4C

e

)
<

2
e

CgVg − 1, (6.70a)

Va

(
4C

e

)
>

2
e

CgVg + 1, (6.70b)

Va

(
4C

e

)
< − 2

e
CgVg − 1, (6.70c)

Va

(
4C

e

)
> − 2

e
CgVg + 1. (6.70d)

Podobne, napríklad pre n = 1 dostaneme sadu nerovníc
(

4C

e

)
Va <

2
e

CgVg − 3, (6.71a)

(
4C

e

)
Va >

2
e

CgVg − 1, (6.71b)

(
4C

e

)
Va < − 2

e
CgVg + 1, (6.71c)

(
4C

e

)
Va > − 2

e
CgVg + 3. (6.71d)

Riešenia týchto nerovníc sú graficky znázornené na obr.6.13 ako šedé oblasti. V týchto
oblastiach je tunelovanie zakázané. Každej z oblastí zodpovedá rôzne n a oblast’ sa nazý-
va oblast’ stability, pretože ostrovček je nabitý fixovaným celočíselným počtom elektrónov,
ktorý sa v rámci oblasti nemení s Va a Vg. Čiary reprezentujú hraničné hodnoty Vg a Va, pri
ktorých nastáva jednoelektrónové tunelovanie a n sa mení o jednotku. Napätie Vg umožňuje
prechádzat’ medzi rôznymi stabilnými režimami pričítaním alebo odčítaním jediného elek-
trónu.

Z obr. 6.13 tiež vidno, že ohmická vodivost’ (meraná pre vel’mi malé hodnoty Va) musí
pri určitých hodnotách Vg vykazovat’ ostré píky. Závislost’ vodivosti na Vg a zodpovedajúce
energetické diagramy dvojbariérovej štruktúry sú schématicky ukázané na obrázkoch 6.14
a 6.15. Všetky tieto výsledky sú v literatúre zdokumentované experimentálne.
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Obrázok 6.13: Diagram stability pre jednoelektrónový tranzistor v prípade Cg = C2 = C,
C1 = 2C. Tmavé oblasti zodpovedajú hodnotám Va a Vg, pre ktoré je tunelovanie na
ostrovček zakázané pri rôznych hodnotách n. Oblasti teda reprezentujú stabilné režimy pre
rôzne celočíselné počty elektrónov na ostrovčeku. Mimo týchto oblastí jednoeletrónové
tunelovanie funguje štandartným spôsobom.

Obrázok 6.14: Píky konduktancie a ener-
getický diagram dvojbariérovej štruktúry
pre Vg mimo rezonanciu.

Obrázok 6.15: Píky konduktancie a ener-
getický diagram dvojbariérovej štruktúry
pre Vg v rezonancii.



Kapitola 7

Dodatky

7.1 Dodatok A: Odvodenie jednoelektrónového prúdu (3.14)

Odvodíme vzt’ah (3.14). Ked’ dosadíme (3.12) do (3.13), máme

J = e
~

2im

∫ W

0
dy

(
Ψ∗ d

dx
Ψ−Ψ

d

dx
Ψ∗

)
. (7.1)

Do (7.1) dosadíme vlnovú funkciu

Ψ+
n =

∞∑

n,=1

√
kn

kn,
tnn,(kn)

1√
L

eikn,xχn,(y) . (7.2)

Dostaneme

J+
n =

e~
2imL

∞∑

n,=1

∞∑

n,,=1

(√
kn

kn,,

)∗
t∗nn,,

(
eikn,,x

)∗√
kn

kn,
tnn,

{
d

dx
eikn,x

}
δn,,,n,

− e~
2imL

∞∑

n,=1

∞∑

n,,=1

√
kn

kn,,
tnn,, eikn,,x

(√
kn

kn,

)∗
t∗nn,

{
d

dx

(
eikn,x

)∗}
δn,,,n, ,

(7.3)

kde

δn,,,n, ≡
∫ W

0
dy χn,,(y) χn,(y) (7.4)

je Kroneckerov symbol, pretože vlnové funkcie χn(y) sú ortogonálne. Vysumujeme cez n,,

a dostaneme

J+
n =

e~
2imL

∞∑

n,=1

|tnn, |2
∣∣∣∣∣

√
kn

kn,

∣∣∣∣∣
2[(

eikn,x
)∗ {

d

dx
eikn,x

}
− eikn,x

{
d

dx

(
eikn,x

)∗}]
.

(7.5)

Pripomenieme, že pre n, > N je kn, = iKn, kde Kn, je pozitívne reálne číslo. Preto je
na pravej strane posledného vzt’ahu člen v hranatej zátvorke nulový pre všetky n, > N . Po
malej úprave nám zostane výsledok

J+
n =

e

L

~kn

m

N∑

n,=1

| tn,n,(kn) |2 , (7.6)

kde kn je pozitívny reálny vlnový vektor. Výsledok (7.6) je totožný s (3.14).
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7.2 Dodatok B: Koherentný odpor neusporiadaného 1D vodiča
podl’a Landauera

Pomocou vzt’ahu (5.11) l’ahko získame vzt’ahy

1
|t|2 ≡

1
1−Rt

=
1 + R1R2 + 2(R1R2)1/2 cosφ

(1−R1)(1−R2)
(7.7)

a
1− |t|2
|t|2 ≡ Rt

1−Rt
=

R1 + R2 + 2(R1R2)1/2 cosφ

(1−R1)(1−R2)
, (7.8)

kde φ = arg(r′1r2) + 2ka, R1 = |r1|2, R2 = |r2|2 a symbol Rt označuje celkový reflexný
koeficient dvoch prekážok. Urobme nasledovné priradenie:

R1 ≡ Rn−1 nech je reflexný koeficient n− 1 prekážok,

R2 ≡ R nech je reflexný koeficient pridanej n-tej prekážky,

Rt ≡ Rn nech je reflexný koeficient všetkých n prekážok.

Rovnice (7.7) a (7.8) prepíšeme pomocou týchto označení a vystredujeme cez φ integrovaním
1
2π

∫ 2π
0 dφ ... obidvoch strán. Dostaneme

1
1−Rn

=
1 + RRn−1

(1−R)(1−Rn−1)
, (7.9)

a
Rn

1−Rn
=

R + Rn−1

(1−R)(1−Rn−1)
. (7.10)

Ciel’om je odvodit’ Rn
1−Rn

ako funkciu R a n. V hlavnom texte sme toto odvodenie zvládli
iba s využitím rovnice (7.9). Landauer vo svojom pionierskom článku postupoval zložite-
jším spôsobom, ktorý potrebuje rovnicu (7.9) aj rovnicu (7.10). S ohl’adom na historický
význam jeho odvodenia teraz jeho (stručne opísaný) postup podrobne prepočítame.

Zavedieme označenia

xn =
1

1−Rn
, x =

1
1−R

, yn =
Rn

1−Rn
, y =

R

1−R
, (7.11)

ktoré nám umožňujú prepísat’ rovnice (7.9) a (7.10) v tvare

xn = xxn−1 + yyn−1, yn = yxn−1 + xyn−1. (7.12)

Posledné dve rovnice možeme prepísat’ v maticovom tvare ako
(

xn

yn

)
=

(
x y
y x

)(
xn−1

yn−1

)
, (7.13)

resp. ako
zn = Azn−1, (7.14)

kde

zn =
(

xn

yn

)
, A =

(
x y
y x

)
. (7.15)
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Zo vzt’ahu (7.14) plynie

zn = AAzn−2 = AAAzn−3 = · · · = An−1z1, (7.16)

kde

z1 =
(

x1

y1

)
≡

(
x
y

)
. (7.17)

Rovnica pre vlastné hodnoty λ a vlastné vektory ζ matice A je

Aζ = λζ, ζ =
(

u1

u2

)
. (7.18)

Charakteristická rovnica pre vlastné hodnoty λ je

Det(A− λI) =
∣∣∣∣
x− λ y

y x− λ

∣∣∣∣ = (x− λ)2 − y2 = 0. (7.19)

Vlastné hodnoty sú teda λ± = x± y. Pre vlastné vektory teda máme

(A− λ±I)ζ =
(

x− λ± y
y x− λ±

) (
u1

u2

)
= y

(∓1 1
1 ∓1

)(
u1

u2

)

= y

(∓u1 + u2

u1 ∓ u2

)
=

(
0
0

)
. (7.20)

Teda

ζ+ = C

(
1
1

)
, ζ− = C

(
1
−1

)
, (7.21)

kde C je konštanta. Zvol’me C = 1. L’ubovolný vektor
(

v
w

)
môžeme vyjadrit’ ako lineárnu

kombináciu vlastných vektorov ζ+ a ζ−. Špeciálne

z1 =
(

x
y

)
= a+ζ+ + a−ζ− =

(
a+ + a−
a+ − a−

)
. (7.22)

Z toho a± = x±y
2 = λ±

2 , takže

zn =
(

xn

yn

)
= An−1z1 = a+An−1ζ+ + a−An−1ζ− = a+λn−1

+ ζ+ + a−λn−1
− ζ−

=
1
2

(λn
+ζ+ + λn

−ζ−) =
1
2

(
λn

+ + λn−
λn

+ − λn−

)
. (7.23)

Odtial’ a zo (7.11) dostávame

%n ≡ Rn

1−Rn
= yn =

λn
+ − λn−

2
=

(x + y)n − (x− y)n

2
=

1
2

[(1 + R

1−R

)n
− 1

]
, (7.24)

čo je výsledok totožný s (5.38).
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7.3 Dodatok C: Pomocné výpočty k odvodeniu DMPK rovnice

Ukážeme, že vzt’ah (5.46) môžeme upravit’ na vzt’ah (5.47). Priame integrovanie cez
premennú %2 vedie k značným technickým t’ažkostiam. Postupujme preto inak. Prepíšme
(5.46) ako

P(%) =
1
2π

∫ 2π

0
dφ · · · = 1

π

∫ π

0
dφ · · · = 1

π

∫ 1

−1

dt

(1− t2)1/2

∫ ∞

0
d%1

∫ ∞

0
d%2

×P1(%1)P(%2) δ
(
%− %1 − %2 − 2%1%2︸ ︷︷ ︸

=A

+2[%1%2(1 + %1)(1 + %2)]1/2

︸ ︷︷ ︸
=−B

t
)

=
∫ ∞

0
d%1

∫ ∞

0
d%2 P1(%1)P(%2)

∫ ∞

−∞

ϑ(B2 −A2) δ(A−Bt)
π(1− t2)1/2

dt

=
∫ ∞

0
d%1

∫ ∞

0
d%2 P1(%1)P(%2)

ϑ(B2 −A2)
π(B2 −A2)1/2

, (7.25)

kde ϑ(x) je skoková funkcia, t.j. ϑ(x) = 1 pre x > 0 a ϑ(x) = 0 pre x < 0. Argument
B2 −A2 upravíme takto:

B2(%1, %2)−A2(%; %1, %2) = 4%1%2(1 + %1)(1 + %2)− (%− %1 − %2 − 2%1%2)2

= 4%%1%2 + 2(%1%2 + %%1 + %%2)− (%2 + %2
1 + %2

2)︸ ︷︷ ︸
nemení sa zámenou % ↔ %2

= B2(%1, %)−A2(%2; %1, %) = [B(%1, %)−A(%2; %1, %)] [B(%1, %) + A(%2; %1, %)]

= {2[%1%(1 + %1)(1 + %)]1/2 − (%2 − %1 − %− 2%1%)}
× {2[%1%(1 + %1)(1 + %)]1/2 + %2 − %1 − %− 2%1%}

= (%+ − %2)(%2 − %−), (7.26)

kde %± = % + %1 + 2%%1 ± 2[%%1(1 + %)(1 + %1)]1/2. Pretože (%+ − %2)(%2 − %−) =
B2 −A2 ≥ 0, tak %− ≤ %2 ≤ %+. To umožňuje prepísat’ (7.25) ako

P(%) =
∫ ∞

0
d%1 P1(%1)

∫ %+

%−
d%2 P(%2)

1
π[(%+ − %2)(%2 − %−)]1/2

. (7.27)

Nakoniec ukážme, že vzt’ah (7.27) je totožný so vzt’ahom (5.47). Vyjdime z (5.47):

P(%) =
1
π

∫ π

0
dφ

∫ ∞

0
d%1 P1(%1)P2

(
% + %1 + 2%%1 + 2[%%1(1 + %)(1 + %1)]1/2 cosφ

)

=
∫ 1

−1

dt

π(1− t2)1/2

∫ ∞

0
d%1 P1(%1)P2

(
% + %1 + 2%%1 + 2[%%1(1 + %)(1 + %1)]1/2t︸ ︷︷ ︸

=%2

)

=
∫ ∞

0
d%1 P1(%1)

∫ %+

%−
d%2

1
π[(%+ − %2)(%2 − %−)]1/2

P(%2), (7.28)

čo je naozaj to isté ako vzt’ah (7.27).


