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Kapitola 1

Úvod

1.1 Pou£me sa kone£ne z dejín

V²etko, £o vieme, pochádza zo skúseností.
(Immanuel Kant)

Alexandrijská kniºnica, ktorá bola najvä£²ia a najslávnej²ia staroveká in-
²titúcia, o ktorú sa opierala tvorba a práca u£encov alexandrijského Muse-
ionu, vznikla okolo roku 305 p. n. l. v Alexandrii, hlavnom meste Egypta.
Zaloºil ju egyptský krá© Ptolemaios I. Sotér (Sotér znamená v preklade zá-
chranca), ktorý podporoval v Alexandrii rozvoj vedy a umenia. Demetrios
z Faléru, jeden z u£encov pôsobiacich na jeho dvore mu poradil zaloºi´ uni-
verzitu a s ¬ou aj kniºnicou. Kniºnica preºila stovky rokov a jej zánik sa
datuje v roku 415 n.l. , ke¤ rozzúrený dav ubil poslednú správky¬u kniºnice
Hypatiu, ako £arodejnicu. Dôvodom bol fakt, ºe in²titúcia kniºnice si za 700
rokov svojej existencie nena²la postavenie v spolo£nosti, tak aby ju akceptoval
okolitý ©ud, ako in²titúciu, ktorá priná²a v²eobecný pokrok a blahobyt. Ne-
existoval prenos poznatkov do praxe, ktorý by podporoval v²eobecný pokrok.
Koniec staroveku, ktorý je datovaný rokom 476 n.l., priniesol nové usporia-
danie Európy, ale aj nové formy vzdelania a poslania ²kôl. Univerzity, ktoré
za£ali vznika´ v Európe v 12. a 13. storo£í uº vychovávali ²tudentov v ob-
lasti teológie, práva, medicíny a umení. Absolventi ²kôl pôsobili v rozli£ných
oblastiach verejného ºivota, £ím ²írili slávu svojej alma mater, ale aj roz²i-
rovali poznatky v Európe. Univerzity sa tak stali in²titúciami na vytváranie,
zve©a¤ovanie a uchovávanie kultúrneho dedi£stva Európy. Osvietení panov-
níci sa obklopovali vzdelanými absolventmi univerzít, ktorí tak ¤alej ²írili
v²eobecné poznanie. Prenos poznatkov do praxe bol v²ak na¤alej limitovaný
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na pomerne úzky kruh u£encov. Ich poznanie a vedomosti pomerne málo
ovplyvnilo technologickú podstatu európskeho ºivota. V roku 1492, objave-
ním Ameriky, kon£í stredovek a za£ína novovek. Objav kompasu, pu²ného
prachu a kníhtla£e umoºnil ovládnutie nových území, cestovanie a rýchle ²í-
renie my²lienok v známom svete. Postupná ²pecializácia u£encov umoºnila
rýchly rozvoj prírodovedných a humanitných vied. Tým sa dosiahli predpo-
klady na rozvoj technických aplikácií a moºnosti hlb²ieho poznania sveta. Al-
chýmia, milujúca sestra chémie, postupne prerástla do výroby farbív. Astro-
lógia, nev¤a£ný príbuzný astronómie, prerástla do poznania nebeskej me-
chaniky. Na dvore Rudolfa II. sa za£iatkom 17. storo£ia sk¨bilo nové a staré
a podarilo sa vytvori´ novú kvalitu. Tento s©ubný vývoj zastavila v roku
1620 bitka pri Bielej hore. V iných £astiach Európy v²ak pokra£ovala príp-
rava na technologickú revolúciu dvadsiateho storo£ia. Rozhodujúcim krokom
bol vznik technických univerzít, ktorý systematicky prebiehal od polovice 19.
storo£ia. Práve technické univerzity bezprostredne stoja za technologickým
blahobytom, ktorý dnes preºívame. Aj ke¤ sa podstata technologického bla-
hobytu s £asom mení, na za£iatku bol zameraný na vy²²iu efektivitu práce
a poznávania, zatia© £o dnes je zameraný hlavne na zábavu, ni£ to nemení
na fakte, ºe za technologickým pokrokom stoja hlavne inºinieri. Výchova in-
ºinierov je náro£ná a drahá, pretoºe si musia osvoji´ poznatky z prírodných
a technických vied a popri tom si zachova´ fantáziu a nau£i´ sa inºinierskemu
odhadu. Inºiniersky odhad a znalos´ prírodných vied je to £o odlí²i inºiniera
od montéra. Fantázia je to £o umoºní inºinierovi uskuto£ni´ projekty, ktoré
nás posunú ¤alej. To kladie vysoké nároky na systém vzdelávania na tech-
nickej univerzite.

Slovenská technická univerzita v Bratislave vznikla pomerne neskoro vzh©a-
dom na okolité ²táty, ale od po£iatku dostala do vienka povinnos´ vychováva´
slovenskú technickú inteligenciu. Inºinierov, ktorí budú schopní a ochotní nie
len budova´ priemysel na Slovensku, ale aj ²íri´ technologické povedomie v slo-
venskom národe. Túto úlohu plnila STU (SV�T) ve©mi dobre a zodpovedne
mnoho rokov. Dnes sa v²ak zdá, ako by ²kole dochádzal dych a vzdelávanie sa
premenilo na sú´aº o najlep²ieho vedca na univerzite ke¤ sa viac zameriavame
na po£ítanie citácií v zahrani£ných £asopisoch, ako o úspechy na²ich ²tuden-
tov v projektoch. Pri príprave ú£asti Fakulty elektrotechniky a informatiky
na výstave ELOSYS 2012 som s úºasom zistil, ko©ko nesmierne zaujímavých
projektov pripravujú na²i ²tudenti v spolupráci s u£ite©mi na fakulte. Ich vy-
stavenie vzbudilo na výstave ve©ký záujem odbornej, ale aj laickej verejnosti.
O mnoho vä£²í, ako výpo£et úspechov v cita£ných indexoch. Samozrejme, ºe
nespochyb¬ujem potrebu publikova´ a uskuto£¬ova´ základný výskum, tento
v²ak nesmie by´ odtrhnutý od na²ich ²tudentov a potrieb priemyslu. Nikto
si predsa nevyberá chirurga pod©a po£tu publikácií a citácií, aj ke¤ je to dô-

10



leºitá £as´ jeho vzdelávania. Pre£o si teda myslíme, ºe ²tudenti si nás vyberú
na základe iba tohto ukazovate©a.

Závaºným problémom je celková kvalita ná²ho ²kolstva. Ignorovanie po-
trieb ²kolského systému, posledných 20 rokov, doviedlo ²kolstvo na pokraj
kolapsu. �kolstvo je taký zvlá²tny priemysel, do ktorého ke¤ prestanete in-
vestova´, prvé roky (mnoho rokov) to ani nespozorujete. To je dôsledok ve©-
kej zotrva£nosti ²kolstva, ako celku, na rozdiel od technologického priemyslu,
ktorý by uº dávno skolaboval a vlastne na Slovensku uº skolaboval. Mimo-
chodom, dovezený technologický priemysel nám ve©mi nepomôºe, pretoºe
uºívate©ský manuál nám presne povie £o robi´ manuálne, ale nepovie nám £o
robi´ hlavou. Na to si dávajú dobrý pozor. Po dlhom £ase zanedbávania ²kols-
tva príde prudký zlom (ktorého sme teraz pravdepodobne svedkami) a dlhý
£as potrebujeme investova´ �nan£né prostriedky a námahu do systému bez
vidite©ných výsledkov. �as, ktorý na to potrebujeme je porovnate©ný (prav-
depodobne dlh²í), ako £as po£as ktorého sme systém zanedbávali. Tento £as
ur£ite presahuje d¨ºku volebného obdobia vlády, a preto sa politikom do
takejto £innosti nechce, £o je pochopite©né. Otázka znie, ako sa dá z toho
dosta´ ? Nuº najhor²ie rie²enie je problém ignorova´ a jednoduchým sebaus-
pokojovaním ho odsúva´. Rovnováha v systéme nastane v kaºdom prípade.
Pri odsúvaní problémov nastane síce neskôr, ale s bolestivej²ími následkami
a môºe nasta´ doba, ºe nás da¬ový poplatník vyºenie zo ²kôl. Rovnako zlé
rie²enie je zva©ova´ vinu na nefunk£ný ²kolský systém, s ktorým sa nedá ni£
robi´. �aka´ na �nan£né injekcie je rovnaké, ako £aka´ na spasenie. Navy²e
rýchly prílev �nan£ných prostriedkov bez hlbokých zmien v systéme, by tento
systém ve©mi rýchlo destabilizoval a priviedol ku kolapsu. Hlavné poznanie
je, ºe neexistujú jednoduché a rýchle rie²enia. Treba postupova´ rozváºne
a postupne. Hlavne v²ak sa musíme nau£i´ o probléme diskutova´ a pre-
sta´ podozrieva´ spoludiskutérov zo zlého úmyslu a to e²te pred za£iatkom
rozhovoru. Vytvori´ prajné prostredie pre v²etkých, ktorým ide o h©adanie
pravdy a napravenia pokriveného ²tátneho systému vzdelávania. Musíme si
uvedomi´, ºe sme technická univerzita a ako technici to rie²enie aj musíme
h©ada´.

Rovnako je to aj s aplikovaním poznatkov prírodných vied do techniky.
Ak sa vyskytne rôznos´ názorov, máme tendenciu o probléme nediskutova´
a odsunú´ ho na ved©aj²iu kolaj. �o je hor²ie, snaºíme sa problémy zamas-
kova´ zadávaním nezmyselných prác (ako akreditácia fakulty), aby zú£asnení
nepri²li na to, ºe sú dlhodobo podvádzaní. Nie len spolo£ensky, ale aj ve-
decky a pracovne. Vymý²laním nezmyselných kritérií, ktoré vydávame za
svetový ²tandard, vyrábame opseudo vedeckú £innos´, ktorá nemá so serióz-
nou vedeckou prácou ni£ spolo£né. Cielom tejto práce je vyvola´ v £itate©ovi
potrebu nad vecami rozmý²©a´ a vytvára´ podmienky na dialóg - dôleºitú
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£as´ dialektiky.

1.2 Pre£o potrebujeme kvantovú mechaniku

Na konci 19. storo£ia preºívala klasická fyzika tvorená newtonovou mecha-
nikou, termodynamikou a elektrodynamikou obdobie najvä£²ieho rozmachu.
Výsledky zobecnené v teoretickej fyzike vznikali po£as dlhého obdobia po-
zorovania a zov²eobec¬ovania javov okolo nás. Autori klasickej fyziky boli
patri£ne hrdí na výsledky získané koncom storo£ia a nieko©ko nenápadných
experimentov zameraných na objasnenie podstaty svetla a elektrického prúdu
vo vákuu zo za£iatku nebral nik ve©mi váºne. Podrobnej²ím skúmaním vlast-
ností svetla, rádioaktivity alebo novo objavenej £astice elektrón fyzici narazili
na váºne nedostatky do vtedy tak dokonalej klasickej fyziky.

Postupným skladaním výsledkov experimentálnych faktov z mikrosveta
vzniká nový druh mechaniky pri ktorej sa energia ²íri v presne ur£ených
kvantách. Práve táto fascinujúca vlastnos´ "novej" fyziky dala teórii opisu-
júcej vlastnosti mikrosveta názov - "Kvantová mechanika". Dnes je zákla-
dom teórie tuhých látok, polovodi£ov, dielektrík, kovov, kvapalín pri nízkych
teplotách, teóriou chemickej väzby i chemických reakcií, základom teórie ató-
mových jadier a elementárnych £astíc. V sú£asnosti je sú£as´ou teoretického
základu mnohých technických disciplín, jadrovej energetiky, chémie, elektro-
niky, mikrovlnej techniky, optoelektroniky a laserovej techniky, nukleárnej
medicíny, celej palety diagnostických metód analýzy ²truktúry i chemizmu
materiálov a pod. Za tým ú£elom bolo napísaných mnoºstvo ve©mi kvalit-
ných u£ebníc vo v²etkých svetových jazykoch ako aj v sloven£ine. U£ebný
text je ur£ený nie len ²tudentom ²tudentom, ale aj u£ite©om ktorí budú vy-
uºíva´ výsledky a princípy kvantovej mechaniky v technických aplikáciách.
Preto som sa zameral hlavne na "priamo£iary" pohyb mikroskopických £as-
tíc, a ich interferenciu s potenciálovou bariérou a správanie sa kvantových
multistavových syystémov , pretoºe to je hlavná oblas´ aplikácie kvantovej
mechaniky v mikroelektronike. Verím, ºe my²lienky tu uvedené padnú na
úrodnú pôdu a v budúcnosti ich u£itelia úspe²ne rozvinú a pouºijú v ¤al²om
vzdelávaní.
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Kapitola 2

Úvod do kvantovej fyziky

2.1 Experimenty a ich dôsledky

Anjel môºe postupne opú²´a´ miesto, na ktorom bol skôr, delitelne a tak jeho
pohyb bude súvislý. Môºe zárove¬ opusti´ celé miesto a objavi´ sa naraz v
celku na druhom mieste, a tak jeho pohyb bude nesúvislý. A tak anjel v jednom
okamºiku môºe by´ na jednom mieste a v inom okamºiku na inom mieste, bez
toho aby bol nejaký £as v mieste prostrednom.

(Tomá² Akvinský 1268 )

Koncom 19. storo£ia bola vä£²ina prírodovedcov presved£ená, ºe pomo-
cou rozvinutých disciplín klasickej fyziky, predov²etkým teoretickej mecha-
niky, teórie elektromagnetického po©a a termodynamiky moºno opísa´ v²etky
známe fyzikálne deje. �al²í pokrok v teoretickej fyzike videli v spres¬ovaní
meraní a ich aplikácie do technickej praxe. Napriek tomuto presved£eniu, uº v
predchádzajúcich storo£iach existovali optické experimenty, ktoré nenápadne
budovali cestu novej fyzike, ktorá kra©ovala v 20. storo£í.

Isaac Newton v roku 1666 pomocou jednoduchého skleneného hranola roz-
loºil slne£né ºiarenie do farebných plôch, ktoré nazval spektrum. Tieto efekty
boli známe aj skôr, ale Newton ako prvý správne vysvetlil ich podstatu a
poloºil tak základy spektroskopie. Josef Fraunhofer - génius experimentu,
v roku 1823 zostrojil prvú optickú mrieºku, tvorenú sklenenou do²ti£kou s
ve©kým po£tom vrypov (nieko©ko sto na milimeter) vyrytých pomocou jem-
ného diamantového hrotu. Takto vytvorená optická mrieºka rozkladá slne£né
svetlo podobne ako sklenený hranol, av²ak s moºnos´ou presného ur£enia vl-
novej d¨ºky jednotlivých zloºiek spektra. Pozorovaním slne£ného ºiarenia
zistil, ºe vzniknuté spektrum nie je spojité, ale sa skladá z ve©kého po£tu
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izolovaných £iar navzájom oddelených tmavými plochami. Fraunhofer nemal
pochopite©ne predstavu o pôvode tmavých plôch medzi £iarami, a ke¤ aj ne-
jakú mal ur£ite sa s ¬ou nepochválil, pretoºe vtedaj²ia fyzika svetla, ºiadne
nespojitosti v spektre slne£ného ºiarenia nepripú²´ala. V druhej polovici 19.
storo£ia Johann Jakob Balmer, ²vaj£iarsky stredo²kolský profesor, robil po-
kusy s vyºarovaním rozhorú£eného plynného vodíku. Vo vidite©nom spektre
sa ukazovali ²tyri ve©mi presne ohrani£ené £iary, ktoré nazval Hα (jasne £er-
vená), Hβ (bledo modrá), Hγ (modrá) a Hδ (�alová). Podrobným skúmaním
celého spektra sa na²li ¤al²ie £iary v ultra�alovej (teda vo©ným okom nepo-
zorovate©nej) oblasti. Poloha £iar sa zahus´uje tak, ºe ºiadna nemá krat²iu
vlnovú d¨ºku ako 364,7nm. Tejto hodnote hovoríme hrana série. Polohu £iar
vo vidite©nej oblasti aj ultra�alovej oblasti moºno vidie´ na obrázku 2.1.

700    600    500   400   300   (nm)

hrana
s rieé

a b g dHHHH

Obr. 2.1: Poloha jednotlivých £iar v spektre Balmerovej série. Vo vidite©nej
oblasti spektra sa nachádzaju £iary Hα (jasne £ervená), Hβ (bledo modrá),
Hγ (modrá) a Hδ (�alová). Spektrálne £iary na ©avo od Hδ sa nachádzajú v
ultra�alovej oblasti a boli pozorované neskôr.

V roku 1885 sa Balmerovi podaril nájs´ vz´ah, ktorý ve©mi presne popi-
suje polohy £iar v spektre vodíkového plynu. Pod©a tohoto vz´ahu sa obrátené
vlnové d¨ºky (vlno£ty) prislúchajúce jednotlivým £iaram spektra, v Balme-
rovej sérii, dajú jednoducho vypo£íta´:

1

λ
= R∞(

1

22
− 1

n2
) (2.1)

kde: n = 3, 4, 5, . . .
Jasne £ervenej £iare Hα vlnovou d¨ºkou λ=656,28nm zodpovedá n =

3, bledo modrej £iare Hβ s vlnovou d¨ºkou λ=486,13nm zodpovedá n = 4
a tak ¤alej. Kon²tanta R∞ sa nazýva Rydbergova kon²tanta ktorej expe-
rimentálne zistená hodnota je 1, 09737316 × 107m−1. Krátko po uverejnení
Balmerovho vzorca na výpo£et vlnových d¨ºok na²iel Lyman podobnú sériu
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v ¤alekej ultra�alovej oblasti. �al²ie série boli objavené v infra£ervenej ob-
lasti. Spolo£ným znakom polôh spektrálnych £iar je ºe zodpovedajúce vlnové
d¨ºky sú ur£ené zobecneným Balmerovym vz´ahom:

1

λ
= R∞(

1

n2
2
− 1

n1
2
) (2.2)

kde n2 = 1 zodpovedá Lymanovej sérii, n2 = 2 zodpovedá Balmerovej
sérii (tvar pôvodne objaveného Balmeroveho vz´ahu), n2 = 3 zodpovedá
Paschenovej sérii a n2 = 4 zodpovedá Brackettovej sérii. Pre kaºdú objavenú
sériu sa n1 pohybuje od n2+1 (prvá £iara) aº do nekone£na (hrana série). Aj
ke¤ sa tieto výsledky nedali interpretova´ pomocou klasickej teórie elektro-
magnetického ºiarenia, nevzbudili z po£iatku ve©kú pozornos´. Na skuto£nú
katastrofu si bolo treba e²te nieko©ko rokov po£ka´. Ako v²etky revolúcie, aj
táto sa za£ala nenápadne.

Roku 1860 Gustav Robert Kirchho� postuloval zákon, pod©a ktorého po-
mer spektrálnej hustoty energie ºiarenia nezávisí od druhu ºiarenia. (Jed-
noducho povedané ak niektoré teleso pri teplote T viac ºiarenia vyºaruje
potom aj viac ºiarenie pohlcuje.) Roku 1879 Josef Stefan uverejnil výsledky
experimentov, pod©a ktorých intenzita ºiarenia z povrchu rôznych telies je
úmerná ²tvrtej mocnine rozdielu teplôt. Roku 1884 Ludwig Boltzmann te-
oreticky zdôvodnil tento výsledok aj pre absolútne £ierne teleso pouºitím
klasickej Maxwellovej teórie elektromagnetického po©a. Posledný krok v kla-
sickej teórii vyºarovania urobil Wilhelm Wien v roku 1893, ke¤ pouºitím te-
órie rovnováºnej termodynamiky odvodil vz´ah medzi teplotou T a vlnovou
d¨ºkou pri ktorej sa vyºaruje maximum energie. Pod©a tohto vz´ahu platí
medzi veli£inami jednoduchá relácia:

λT = b (2.3)

kde b je univerzálna kon²tanta, ktorú moºno ju experimentálne ur£i´ (b
= 2,897 x 10-3mK). Aº sem vyzeralo v²etko v úplnom poriadku £o len po-
tvrdzovalo my²lienku skon£enia pokroku vo fyzike.

Okolo roku 1890 sa podujala dvojica experimentátorov Lummer a Prings-
heim v sérii ve©mi presných experimentov potvrdi´ správnos´ klasickej fyziky
v oblasti vyºarovania. Za tým ú£elom vyrobili absolútne £ierne teleso (vyºa-
ruje len vlastné svetlo) tak, ºe povrch nahradili dutinou v tmavom materiály.
V ²irokom intervale teplôt merali spektrálnu hustotu vyºarovania energie z
dutiny - teda aké mnoºstvo energie sa vyºiari v intervale vlnových d¨ºok
<λ,λ+∆λ>. Experimentálne údaje ukázali, ºe tvar vyºarovacej krivky zá-
visí len od teploty. Na obrázku 2.2. sú nakreslené vyºarovacie krivky pre dve
rôzne teploty absolútne £ierneho telesa.
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Obr. 2.2: Výsledky experimentálneho merania spektrálnej závislosti vyºaro-
vania absolútne £ierneho telesa pre jednu teplotu - plná £iara. Preru²ovaná
£iara predstavuje teoretickú aproximáciu pod©a Wiena (v©avo od maxima) a
pod©a Rayleigho (vpravo od maxima).

Wien pokúsil vysvetli´ výsledok Lummer-Pringsheimovho experimentu
pouºitím klasickej teórie termodynamiky, v tom období ve©mi v²eobecného
zákona fyziky. Pouºitím konkrétnych termodynamických predstáv sa mu po-
darilo odvodi´ vz´ah, ktorý ve©mi presne aproximoval výsledky experimentu
v krátkovlnnej (ultra�alovej oblasti) oblasti. V oblasti experimentálneho
(kone£ného) maxima hustoty vyºarovania v²ak predpovedal nekone£ne ve©ku
hustotu vyºiarenej energie. Iné vysvetlenie ponúkol John William Strutt Lord
Rayleigh, ktorý predpokladal, ºe ºiarenie £ierneho telesa sa dá opísa´ ako
stojaté vlnenie v uzavretej dutine. Pouºijúc takýto model ur£il, aký po£et
rôznych v¨n pripadne na interval vlnových d¨ºok < λ,λ+∆λ> a kaºdej pri-
radil pod©a princípov ²tatistickej fyziky, vypracovanej Boltzmannom, energiu
je Boltzmannova kon²tanta. Takto ve©mi dobre aproximoval výsledky expe-
rimentu pre dlhovlnné priblíºenie. Rovnako ako v predchádzajúcom modeli,
v oblasti kone£ného maxima hustoty vyºarovania, predpovedaná hustota di-
vergovala do nekone£na. Okolo roku 1900 sa preto fyzici za£ali zamý²©a´, £i
skuto£ne je v klasickej teoretickej fyzike v²etko v poriadku. V tejto súvislosti
za£ali niektorí hovori´ o ultra�alovej katastrofe.

Na zasadnutí Nemeckej fyzikálnej spolo£nosti, ktoré sa konalo 14. decem-
bra 1900, (iba nieko©ko dní pred koncom 19. storo£ia) odznela predná²ka
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Max Plancka na tému "Radia£né vyºarovanie £ierneho telesa" na ktorej pr-
výkrát verejne postuloval vyºarovací zákon a vyslovil predpoklad (na tú dobu
nepochybne nesmierne odváºny), ºe energia existuje v nespojitej forme a ²íri
sa vo forme izolovaných kvant energie. Na svoje tvrdenie mal v²ak ve©mi
silný argument. Ke¤ pouºil "kvantovanie energie" pri výpo£te spektrálneho
rozdelenia hustoty vyºarovania absolútne £ierneho telesa, dospel k výbor-
nej zhode s experimentom v celom vyºarovacom spektre, £o sa do tej doby
nikomu nepodarilo. Zárove¬ ukázal, ºe zhodu s experimentom moºno dosiah-
nu´, len ak "nastavíme " hodnotu jedného kvanta energie na ur£itú hodnotu.
Tá je síce malá, ale presne ur£ená z experimentu a po mnohých spresne-
niach (nie ve©mi podstatných - v roku 1900 jej hodnotu Max Planck ur£il
na 6,55x10-27erg.s = 6,55x10-34J.s) ju dnes de�nujeme:

h = 6, 62606.10−34Js (2.4)

Túto kon²tantu voláme Planckova kon²tanta a tvorí fundamentálnu kon-
²tantu pouºívanú vo fyzike.

Koncom 19. storo£ia Heinrich Herz objavil efekt, pri ktorom sa v dô-
sledku dopadu svetla na povrch kovovej do²ti£ky emitujú elektróny. Herz
tento jav nazval fotoefekt, neskôr pribudol prívlastok vonkaj²í fotoefekt, aby
sa odlí²il od podobného javu v polovodi£och. Ve©mi starostlivým premeria-
vaním vonkaj²ieho fotoefektu sa ukázalo, ºe existuje istá hrani£ná frekven-
cia (farba) dopadajúceho svetla, pod ktorou uº efekt uvo©¬ovania elek-
trónov nenastáva. Hrani£ná frekvencia závisí od druhu osvet©ovaného ma-
teriálu. Ke¤ sa na osvetlenie povrchu kovovej do²ti£ky pouºije svetlo vy²-
²ej frekvencie, ako je hrani£ná potom rozdelenie energie vyletujúcich elek-
trónov závisí len od vlnovej d¨ºky pouºitého svetla a nezávisí od intenzity
svetla. Pod©a klasickej teórie elektromagnetického po©a (James Clerk Ma-
xwell - 1855) svetlo interaguje so v²etkými elektrónmi na povrchu ako spo-
jitá vlna a podmienky hrani£ného stavu musia závisie´ od intenzity a nie
od frekvencie - teda v úplnom rozpore s pozorovaním. Treba poznamena´,
ºe v iných experimentoch klasická teória elektromagnetického po©a ukazuje
výbornú zhodu s experimentom.

Vysvetlenie tohto javu podal Albert Eistein v roku 1905 pomocou Planc-
kovej hypotézy o kvantovaní energie. Pod©a Einsteinovej predstavy energia
dopadajúceho ºiarenia je priamoúmerná frekvencii:

E = hν (2.5)

kde h je Planckova kon²tanta a ν je frekvencia dopadajúceho ºiarenia.
Energiu vyletujúcich elektrónov treba zmen²i´ o energiu A potrebnú na uvol-
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nenie elektrónu z povrchu kovu (výstupná práca ). Kinetická energia vyle-
tujúcich elektrónov je potom rovná

Ek = hν − A (2.6)

Ak je frekvencia dopadajúceho ºiarenia men²ia ako hrani£ná, potom je
energia ºiarenie men²ia ako výstupná práca a elektróny nedokáºu opusti´
povrch kovu. Význam vysvetlenia fotoelektrického javu je v poznaní, ºe elek-
tromagnetické po©e sa ²íri v kvantách (fotónoch) a ºe tieto kvantá sú charak-
terizované energiou. V roku 1921 bola Albertovi Einsteinovi za toto vysvet-
lenie udelená Nobelova cena - nie za teóriu relativity, ako sa niekedy chybne
uvádza.

V roku 1920 Arthur Holly Compton v sérii ve©mi presných experimentov
s rozptylom röntgenového ºiarenia na kry²tále zistil, ºe rozptýlené ºiarenie
je absorbované viac ako by malo by´ pod©a klasických predstáv. Na vysvetle-
nie tohto javu si Compton urobil pracovnú hypotézu, ºe rozptýlené ºiarenie
má vä£²iu vlnovú d¨ºku ako ºiarenie dopadajúce. Táto hypotéza protire£ila
teórii pod©a ktorej sa pri rozptyle vlnová d¨ºka ºiarenia nemení. Compton
sa neuspokojil s pracovnou hypotézou, a ani ju nemohol ve©mi propagova´
vzh©adom na protire£enie s teóriou. Najskôr sa pokú²al uvies´ do súladu vý-
sledky experimentu s teóriou aplikovaním Dopplerovho efektu. Jednoduchý
výpo£et v²ak ukázal, ºe v takomto prípade bý sa museli elektróny pri rozptyle
kolektívne pohybovat jedným smerom polovi£nou rýchlos´ou svetla. Tým by
sa indukovali obrovské prúdy, ktoré by kry²tál roztavili. To sa samozrejme
nepozorovalo. Na základe vysvetlenia vonkaj²ieho fotoefektu, pri²iel Comp-
ton na my²lienku, ºe jednotlivý fotón prichádzajúceho ºiarenia interaguje
práve s jedným elektrónom v rozptylujúcom kry²táli. Potom uº len aplikoval
zákony zachovania energie a hybnosti a dostal výbornú zhodu s experimen-
tom. V dôsledku tejto my²lienky priradil fotónu popri energii aj hybnos´. V
roku 1927 bola priekopnícka my²lienka Arthura H. Comptona ocenená No-
belovou cenou. Tak po rokoch tápania medzi vlnovou a £asticovou podstatou
svetla bolo uzavreté, ºe pravdu majú obe strany - fotón je "£astica" aj "vlna"
zárove¬. Táto pozoruhodná vlastnos´ vlno-£astice v budúcnosti zkomplikuje
odvodenie pohybovej rovnice a zavedie do fyziky "nenázornos´". Ale to je
uº iné rozprávanie.
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Kapitola 3

Kvantový formalizmus

Princíp energie je záleºitost zkúsenosti. Ak by teda jedného d¬a mala by´ jeho
v²eobecná platnos´ zpochybnená, £o v kvantovej fyzike nie je vylú£ené, potom
by sa problém perpetua mobile stal náhle aktuálnym.

(Max Planck)

3.1 Pohybová rovnica vlno-£astice

V roku 1897 uverejnil Joseph John Thomson výsledky experimentov z kto-
rých vyplývala existencia ve©mi ©ahkej £astice nesúcej elektrický náboj. Pa-
radoxne meno pre túto £asticu uº existovalo, pretoºe v roku 1891 Johns-
tone Stoney navrhol pre elementárny nosi£ náboja v elektrickom prúde meno
elektrón. J.J.Thomson bol na svoj objav (za ktorý v roku 1906 dostal No-
belovu cenu) právom hrdý. V neskor²ích prácach sa preto pokú²al umiestni´
novo objavenú £asticu - elektrón do iných modelov. Ve©mi úspe²ným bol v
tom £ase "jeho" model atómu, ako najmen²ej stavebnej £astici sveta. Pod©a
tohto modelu je kladný náboj rovnomerne rozdelený v objeme gule s polo-
merom rádovo 10-10m. Elektróny volne plávajú v objeme gule ako hrozienka
v pudingu tak, aby celkový náboj atómu bol neutrálny. Aj ke¤ prvotná my²-
lienka patrí lordovi Kelvinovi, model sa úspe²ným stal práve v¤aka objavu
elektrónu a popularite J.J.Tomsona. Dnes, moºno tro²ku neprávom, hovo-
ríme o Thomsonovom modeli.

V období rokov 1906 aº 1908 vykonali mladí fyzici Hans Geiger a Ernest
Marsden pod vedením Ernsta Rutherforda (Rutherford sa preslávil e²te raz,
ke¤ sa stal starým otcom rovnako slávnej spevá£ky Olivia Newton John-ovej)
pokusy s rozptylom α -£astíc na tenkej zlatej fólii. Cie©om pokusov bolo po-
tvrdi´ (alebo sná¤ aj vyvráti´) pravdivos´ Thomsonovho modelu atómu. V
rámci predpokladov Thomsonovho modelu, experimentátori o£akávali malé
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rozptylové uhly. Na ve©ké prekvapenie, mnohé z dopadajúcich α -£astíc da
odráºali spä´. Po rokoch prekvapenie experimentátorov popísal Rutherford
na jednej predná²ke takto. "Efekt odrazenia α £astice na atóme kon²tru-
ovanom na základe Thomsonovho modelu bol asi tak pravdepodobný, ako
ºe sa podarí zachyti´ granát vystrelený z 15-palcového (asi 45 centimetrov)
lodného dela na tenkom cigaretovom papieriku. Napriek tomu sme ten efekt
pozorovali." Rutherfordovi trvalo e²te asi jeden a pol roku, aby pri²iel tej
záhade na kore¬. Na zlatú nedelu v roku 1910 pozval Rutherford a jeho man-
ºelka na ve£eru nieko©ko kolegov, aby im oznámil: "Teraz uº viem ako vyzerá
atóm." Na ve£eri sa dozvedeli, ºe výsledok experimentu moºno interpretova´
len v tom prípade ak je kladné, tvrdé ale ve©mi malé jadro umiestné v strede
atómu a elektróny sa pohybujú okolo. O kruhových dráhach sa e²te nehovo-
rilo. Vyplýval z toho neuverite©ný záver, ºe hmota okolo nás je neuverite©ne
prázdna.

Za£iatkom roku 1913 nav²tívil Nielsa Bohra vo fyzikálnom ústave Kodan-
skej univerzity dávny priate© zo ²túdií Hans Márius Hansen. Tento chcel so
svojim spoluºiakom prediskutova´ problém izolovaných £iar vo vyºarovacích
spektrách jednotlivých látok. Od pionierskych £ias Balmerových pokusov,
pokro£ila dopredu experimentálna technika, nik v²ak nemal ani potuchy ako
tie £iary vznikajú. Niels Bohr sa po nieko©ko rokov zamý²©al na tým, ako sa
pohybujú atómy okolo jadra v Rutherfordovom modeli. Jeho hypotéza v kto-
rej predpokladal, ºe elektróny sa pohybujú po uzavretých dráhach bez toho,
aby vyºarovali svoju energiu vo forme elektromagnetického ºiarenia, naráºala
na nedôveru, pretoºe odporovala teórii elektromagnetického ºiarenia. Ke¤
Hans Márius Hansen vytiahol Balmerov vz´ah, bolo Bohrovi zrazu v²etko
jasné. Bolo to ako ke¤ kamienky v sklada£ke zapadnú na správne miesto a
v hlave sa vynorí správny obraz. Jednotlivé £iary vo vyºarovacích spektrách
vznikajú pri prechode elektrónov z jednej hladiny na druhú. Na obrázku 3.1.
sú znázornené prechody pre jednotlivé série v prípade vodíku.

Teraz uº mohol Bohr de�nova´ svoje postuláty a pomocou nich vysvetli´
podstatu £iar v emisných spektrách.

Bohrove postuláty

1.Elektróny sa pohybujú okolo kladne nabitého jadra po stabil-
ných kruhových dráhach.
Z podmienky stability atómu musí plati´, predpoklad zachovania celkovej
energie, ktorá sa rozde©uje na kinetickú energiu K a potenciálnu energiu U:

H = K + U (3.1)
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Obr. 3.1: Dovolené prechody medzi jednotlivými hladinami v atóme vodíku.
Vlnové d¨ºky jednotlivých £iar ve©mi presne popisuje zobecnený Balmerov
vz´ah.

kde pre kinetickú energiu pohybujúceho sa telesa hmotnosti m (v tomto
prípade elektrónu) platí:

K =
1

2
mv (3.2)

ak predpokladáme, ºe elektrón sa pohybuje v coulombickom poli kladne
nabitého jadra po kruºnici polomeru r, pre potenciálnu energiu dostaneme:

U = −ke
2

r
(3.3)

kde k je kon²tanta. Prí´aºlivá coulombická sila fc medzi jadrom a elek-
trónom musí by´ kompenzovaná odstredivou silou fo rovnakej ve©kosti:

fc = fo (3.4)

po dosadení:

k
e2

r2
=
mv2

r
(3.5)
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a po úprave:

k
e2

2r
=

1

2
mv2 (3.6)

Teda z podmienky stability atómu dostaneme pre kinetickú energiu:

K = k
e2

2r
(3.7)

A pre celkovú (väzobnú) energiu:

E = −k e
2

2r
(3.8)

ktorá je záporná £o zaru£uje stabilitu atómu a dokazuje platnos´ prvého
postulátu.

2. Pri pohybe elektrónu okolo jadra sú dovolené len niektoré
dráhy. Mimo nich sa elektrón nemôºe vyskytova´.

Kaºdej dovolenej dráhe zodpovedá moment hybnosti L=mvr, ktorý na-
dobúda diskrétne (kvantované) hodnoty:

mvnrn = n
h

2π
(3.9)

kde n=1,2,3,....., h je Planckova kon²tanta, rn sú dovolené polomery or-
bitálnych dráh. Energetická "vzdialenos´" medzi dvomi dovolenými orbitál-
nymi dráhami je h/2 π. Ke¤ºe tento podiel Planckovej kon²tanty a dvojná-
sobku π sa bude £asto vyskytova´, zavedieme nové ozna£enie:

ℏ =
h

2π
(3.10)

Vo z´ahu (3.9) vystupujú dve neznáme veli£iny rn a vn, ktoré spolu sú-
visia. Aby sme dokázali ur£i´ polomery dovolených dráh, musíme eliminova´
rýchlos´:

m2v2nr
2
n = n2ℏ2 (3.11)

z rovnosti coulombickej a odstredivej sily (rovnica 3.4) dostaneme:

v2n = k
e2

rnm
(3.12)

Po dosadení do predposledného vz´ahu dostaneme:

rn =
n2ℏ2

ke2m
(3.13)
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kde n=1,2,3,..... a nazývame ich hlavné kvantové £ísla. Vidie´, ºe s
rastúcim hlavným kvantovým £íslom sa polomer dovolenej orbitálnej dráhy
zvä£²uje kvadraticky. Najmen²í polomer, ktorý je v stabilnom atóme dovo-
lený, vypo£ítame, ak poloºíme n=1 a tento polomer ozna£íme ako a0:

a0 =
ℏ2

ke2m
(3.14)

Po dosadení £íselných hodnôt dostaneme, ºe:

a0 = 0.529× 10−10m (3.15)

tento polomer nazývame Bohrov polomer. Hodnota Bohrovho polomeru
sa zdá by´ ve©mi malá, av²ak porovnaná k polomeru atómového jadra (�10-15m)
je obrovská. Aby sme získali predstavu o ve©kosti rozdielu medzi polomerom
jadra a polomerom prvej dráhy, predpokladajme "gigantický" model atómu
s jadrom o polomere 1 cm. V takomto modeli by sme museli umiestni´ elek-
trón na prvú dráhu vo vzdialenosti 100 metrov. Skuto£ne sa takto naplnil
predpoklad Ernsta Rutherforda o prázdnosti hmoty okolo nás.

Pomerne jednoducho vyjadríme energiu elektrónu a n-tej dráhe pouºi-
júc predchádzajúce vz´ahy (3.8) a (3.13):

En = −k
2e4m

2n2ℏ2
(3.16)

3. Pri prechode z energeticky vy²²ej hladiny na energeticky niº-
²iu hladinu sa rozdiel energie vyºiari vo forme elektromagnetického
ºiarenia, frekvencia ktorého je daná vz´ahom:

hν = Ei − Ej (3.17)

kde: ν je frekvencia vyºiarenej elektromagnetickej vlny, a Ei, Ej

sú energie hladín. Pri prechode z energeticky niº²ej hladiny na
energeticky vy²²iu hladinu sa rozdiel energie absorbuje vo forme
elektromagnetického ºiarenia zodpovedajúcej frekvencie.

Po dosadení do rovnice ( 3.17) z rovníc (3.16) a (3.14) dostaneme:

hν = − ke2

2a0n2
i

− (− ke2

2a0n2
j

) (3.18)

alebo po malej úprave:

ν =
ke2

2a0h
(
1

n2
j

− 1

n2
i

) (3.19)

23



Ke¤ºe poloha spektrálnych £iar sa udáva vo vlnovej d¨ºke (nie vo frek-
vencii), posledný vz´ah prepí²eme do tvaru pre vlnovú d¨ºku (pouºili sme pri
tom vz´ah λ ) :

1

λ
= RH(

1

n2
j

− 1

n2
i

) (3.20)

kde sme ozna£ili:

RH =
ke2

2a0hc
(3.21)

Po dosadení £íselných hodnôt do vz´ahu (3.21) dostaneme:

RH = 1097.3731m−1 (3.22)

Vypo£ítaná kon²tanta RH zodpovedá experimentálnej Rydbergovej kon-
²tante R∞ vystupujúcej v Balmerovom vz´ahu. Zlep²enie výsledku moºno
dosiahnu´ ak uvaºujeme o atóme ako sústave dvoch hmotných telies, ktoré
obiehajú okolo spolo£ného ´aºiska. Vo vz´ahu (2.14) pre výpo£et Bohrovho
polomeru potom namiesto hmotnosti elektrónu m bude vystupova´ redu-
kovaná hmotnos´ µ :

µ =
mmp

m+mp

(3.23)

kde mp je hmotnos´ protónu. Zavedenie tejto malej korekcie umoºnilo
zlep²i´ súhlas medzi teóriou a experimentom, tak ºe vzájomná odchýlka je
v medziach experimentálnych chýb pouºitých kon²tánt a vlastného me-
rania. Výborný súhlas experimentu s teóriou bol triumf bohrovej teórie a
znamenal vstup do novej mechaniky.

Aplikácie troch postulátov Nielsa Bohra priniesli významné výsledky pre
vysvetlenie vodíkových emisných spektier. Táto teória v²ak nebola schopná
vysvetli´ polohu £iar v emisných spektrách héliových a zloºitej²ích atómov.
V¤aka tomu, aj napriek nepochybným úspechom, mala táto teória v ro-
koch 1913 - 1926 mnohých odporcov. Hlavným argumentom bol neoby£ajne
vysoký po£et postulátov - tvrdení bez dôkazu. Hlavne prvý postulát o dovo-
lených dráhach vyvolával pochybnosti. Zdalo sa, ºe tieto postuláty moºno
odvodi´ z e²te elementárnej²ích princípov.

V roku 1923 mladý fyzik Louis de Broglie vyslovil revolu£nú my²lienku.
Ak je pravda, ºe elektromagnetické vlnenie sa prejavuje duálnym charakte-
rom (teda fotón je zárove¬ vlna aj £astica), potom podobný efekt moºno
predpoklada´ aj pre hmotné telesá. Ak teda pripustíme, ºe elektrón má po-
dobné duálne vlastnosti, ako fotón, pri svojom pohybe okolo jadra sa ²íri vo
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forme vlny, podstata ktorej de Brogiemu zostávala utajená. Na to aby nedo-
chádzalo k interferen£ným javom a následnému zániku vlno-£astice, musí sa
na obvod orbitálnej dráhy "zmesti´" celistvý po£et v¨n, ako je to schematicky
nazna£ené na obrázku 3.2. Nutnou podmienkou stacionárneho n-tého orbitu
s polomerom rn je:

2πrn = nλ (3.24)

kde: λ je vlnová d¨ºka hypotetickej vlny, prislúchajúcej obiehajúcemu elek-
trónu.

Obr. 3.2: Schématické znázornenie stojatej vlny na stacionárnom orbitáli
vodíkového atómu.

V prípade, ºe vlna má vlastnosti fotónu, tak energiu na stabilnom orbite
moºno vyjadri´ nasledovne (pomocou Einsteinovej teórie vonkaj²ieho foto-
efektu):

E = hν (3.25)

alebo tieº pouºijúc závery Einsteinovej ²peciálnej teórie relativity:

E = mc2 (3.26)

Spojením posledných dvoch rovníc dostaneme:

hν = mc2 (3.27)

Po malej úprave dostaneme:
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c

ν
=

h

mc
(3.28)

Ak uváºime, ºe relativistická hybnos´ p=mc a λ=c/f dostaneme funda-
mentálny (základný) vz´ah medzi vlnovou d¨ºkou a hybnos´ou £astice:

λ =
h

p
(3.29)

Ak za λ dosadíme podmienku pre stabilnú orbitálnu dráhu (3.24), potom
dostaneme:

mνrn =
nh

2π
(3.30)

£o nie je ni£ iné ako záhadný vz´ah vystupujúci v druhom Bohrovom
postuláte. Takto na základe neoby£ajnej my²lienky Louse de Broglieho bolo
moºné vysvetli´, pre£o sa elektróny pri pohybe okolo jadra pohybujú len po
presne vymedzených dráhach.

"Nová mechanika" ktorá tak výborne poslúºila pri vysvetlení experimen-
tálnych výsledkov získaných koncom 19. storo£ia, priniesla zárove¬ nepreko-
nate©né problémy pri formulovaní pohybovej rovnice. Kvantovo-mechanická
pohybová rovnica musela totiº v sebe spája´ vlnové a sú£astne aj korpusku-
lárne vlastnosti mikroskopických £astíc. V roku 1923 sa Erwin Schödinger
pokúsil spoji´ vlnové vlastnosti (popísané vlnovou rovnicou):

∂2u(x, t)

∂x2
=

1

v2
∂2u(x, t)

∂t2
(3.31)

kde: u(x,t) je funkcia popisujúca vlnenie v jednom rozmere a £ase (na-
príklad výchylku) a v je rýchlos´ vlnenia, a pohyb korpuskulárnej £astice
(popísané hamiltonovou rovnicou):

E =
p2

2m
+ U (3.32)

kde: E je celková energia, p je hybnos´ a U je potenciálna energia, do
jednej univerzálnej rovnice. Z poslednej rovnice, po úprave, dostaneme pre
hybnos´:

p =
√

2m(E − U) (3.33)

Za predpokladu, ºe platí de Broglieho hypotéza o priradení vlny pohy-
bujúcej sa £astici, pouºijúc vz´ah (3.29), moºno pre zodpovedajúcu vlnovú
d¨ºku λ písa´:
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λ = h
√
2m(E − U) (3.34)

Po malej úprave dostaneme:

v2

λ2
=

2mv2(E − U)

h2
(3.35)

Vlnovú rovnicu, pôvodne priestorovo-£asovú rovnicu moºno, pomocou
substitúcie:

u(x, t) = w(x) exp(−iωt) (3.36)

(kde: ω=2πf a nazýva sa kruhová frekvencia), rozdeli´ na priestorovú a
£asovú zloºku, (treba starostlivo urobi´ deriváciu pod©a £asu a dosadi´) takºe
dostaneme oby£ajnú diferenciálnu rovnicu:

d2w(x)

dx2
+
ω2

v2
w(x) = 0 (3.37)

Ak v poslednej rovnici upravíme podiel ω2/v2 pomocou vz´ahu ω=2πf a
p=h/λ dostaneme:

d2w(x)

dx2
+
p2

ℏ2
w(x) = 0 (3.38)

Po dosadení za hybnos´ z rovnice (3.33) dostaneme:

d2w(x)

dx2
+

1

ℏ2
2m(E − U)w(x) = 0 (3.39)

Po malej úprave a zamenením w(x) za φ(x), pretoºe tak oby£ajne ozna-
£ujeme amplitúdu hmotnej vlny dostaneme:(

− ℏ2

2m

d2

dx2
+ U(x)

)
φ(x) = Eφ(x) (3.40)

Výraz v zátvorke nazývame Hamiltonov operátor a ozna£ujeme Ĥ. Roz-
²írenie rovnice na tri rozmery nerobí ºiadne principiálne ´aºkosti. V uvedenej
rovnici nevystupuje £as, ktorý sme vylú£ili pouºitím substitúcie (3.36). Rie-
²ením bez£asovej rovnice dostaneme iba stacionárne rie²enia. Pohybovú rov-
nicu dostaneme po dosadení substitúcie a zamenením u(x,t) za ψ(x,t):

iℏ
∂Ψ(x, t)

∂t
= (− ℏ2

2m

∂2

∂x2
+ U(x, t))Ψ(x, t) (3.41)
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Táto rovnica v sebe spája vlnovú a klasickú pohybovú rovnicu a dnes ju
nazývame Schrödingerova rovnica na po£es´ Ervina Schrödingera. Pre zacho-
vanie historickej objektivity treba poznamena´, ºe nezávisle na Schrödinge-
rovi odvodil podobnú rovnicu Werner Heisenberg.

3.2 Poloha a hybnos´ kvantovo-mechanickej £as-
tice

Ke¤ sa Ervinovi Schödingerovi podarilo odvodi´ pohybovú rovnicu, ktorá
dokázala spoji´ vlnové a korpuskulárne vlastnosti mikro£astice, od²tartovala
sa tým diskusia ako súvisí makrosvet, v ktorom ºijeme a pozorujeme ho, s
nehmatate©ným a do istej miery abstraktným mikrosvetom vlno-£astíc. Bolo
sa treba opýta´ kde je hranica medzi mikrosvetom a makrosvetom a £i je
vôbec moºné nahliadnu´ za hranice kvantového mikrosveta. V roku 1926 sa
pokúsil Werner Heisenberg (vtedy len 25 ro£ný fyzik) na základe poznat-
kov z kvantovej teórie interpretova´ pozorovanie mikrosveta. V my²lienkovom
experimente pouºil nesmierne výkonný mikroskop, ktorý je schopný pozoro-
va´ jednotlivé elektróny. Na to aby to bolo moºné musí pozorovate©, v sú-
lade s klasickou fyzikou makrosveta, pozna´ polohu a hybnos´ pozorovaného
objektu. To sa dá urobi´ tak, ºe pozorovate© vy²le k skúmanému objektu
"sondu", ktorá sprostredkuje informáciu o pozorovanom objekte z mikros-
veta. Sonda, na to aby bola schopná poºadovanú informáciu sprostredkova´,
musí ma´ podobné rozmery ako skúmaný objekt.

V prípade elektrónu treba pouºi´ kvantum elektromagnetického ºiarenia -
fotón, ktorý je "dostato£ne zaostrený", aby pozorovate© bol schopný ur£i´
polohu. Nech je teda pouºitý fotón lokalizovaný v smere pohybu na úse£ke
d¨ºky ∆x. Takáto lokalizácia sa dá vytvori´ len pomocou vhodne skon-
²truovanej interferencie rovinných v¨n. To je dôvod, pre£o lokalizovanej vlne
hovoríme vlnový balík. Lokalizácia na úse£ke d¨ºky ∆x , znamená, ºe am-
plitúda vlny (ako neskôr uvidíme ide o komplexnú vlnu) mimo úse£ky je
nulová. Teda interferencia musí by´ taká, aby sa jednotlivé vlny mimo inter-
valu (-∆x/2,∆x/2) navzájom zru²ili. Aby to bolo moºné musia sa vo vlnovom
balíku vyskytova´ vlny s d¨ºkami λ a λ´ takými, ºe sú v protifáze (ru²ia sa)
pri okraji balíka a v strede balíka sú vo fáze (zosilujú sa). Ak teda na interval
∆x/2 pripadne n periód s vlnovou d¨ºkou λ a n+1 periód s vlnovou d¨ºkou
λ´ £o moºno zapísa´ nasledovne:

△x
2

= nλ (3.42)
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△x
2

= (n+ 1)λ′ (3.43)

Od£ítaním oboch rovníc a po vynásobení 4π dostaneme:

△x
(
2π

λ′
− 2π

λ

)
= 2π (3.44)

alebo ak uváºime, ºe vlno£et (po£et periód na jednotku d¨ºky) k=2π/λ
posledný vz´ah moºno prepísa´:

△x△k = 2π (3.45)

kde ∆k=(1/k´)-(1/k) a ozna£uje rozsah intervalu frekvencií rovinných
v¨n, potrebných na vytvorenie poºadovaného vlnového balíka lokalizovaného
na intervale ∆x .

Z poslednej rovnice vidno, ºe so skracovaním vzdialenosti ∆x na ktorej je
vlnový balík lokalizovaný, narastá po£et potrebných frekvencií. Pozorovate©
pri pozorovaní polohy, sa bude snaºi´ zlep²ova´ meranie polohy mikrosko-
pického objektu tak, ºe bude zaostrova´ (teda lokalizova´) vysielaný vlnový
balík. Tak môºe v podstate dosiahnu´ neobmedzenú presnos´ v ur£ení po-
lohy. Ak sa pozorovate© rozhodne zmera´ aj rýchlos´ £astice, musí pouºi´
dva vlnové balíky vyslané tesne za sebou aby priniesli informáciu o polohe
£astice v £ase t a t+∆t. Pod©a klasickej formule:

v =
x(t+△t)− x(t)

△t
(3.46)

kde v je rýchlos´ £astice, ur£í rýchlos´ £astice. Aby presne lokalizoval
polohu v potrebných dvoch bodoch, pouºije ve©mi zaostrené vlnové balíky.
Pod©a teórie Louse de Broglieho je v²ak pohybujúca sa mikroskopická £as-
tica charakterizovaná vlnou. V procese "zráºky" vlnového balíku s £asticou
tieto spolu interferujú a vznikne nový "stav" mikro£astice. Pod©a vysvetle-
nia Comptonovho javu, v procese interakcie odovzdá vlnový balík £as´ svojej
energie £astici, ktorá sa v istom £ase pohybuje zrýchlenie. Výraz (3.4) v²ak
predstavuje klasickú (makroskopickú) de�níciu rýchlosti a uvaºuje sa v ¬om,
ºe sa sledovaná £astica po£as £asového itervalu ∆t , pohybuje rovnomerne. V
na²om prípade, nasledujúci vlnový balík nájde £asticu v stave po urýchlení,
takºe rýchlos´ pod©a (3.4) nemoºno presne ur£i´. Tento jav moºno potla-
£i´ tak, ºe pozorovate© bude skracova´ £as medzi jednotlivými meraniami.
Musí v²ak pouºi´ viac lokalizované vlnové balíky, aby tieto neinteragovali
navzájom. Tým v²ak zvä£²uje ich energiu (na ich vytvorenie "pouºije" vä£²í
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po£et rovinných v¨n) a zárove¬ zvä£²uje aj urých©ovací efekt. Aby potla£il
urých©ovací efekt, môºe pouºi´ málo lokalizovaný vlnový balík - tvorený ma-
lým po£tom rovinných v¨n. V hrani£nom prípade pouºije len jednu rovinnú
vlnu, ktorá vytvorí úplne nelokalizovaný vlnový balík. Tak bude zvy²ova´
presnos´ ur£enia rýchlosti. So zvy²ovaním presnosti ur£enia rýchlosti £astice
v²ak bude klesa´ presnos´ ur£enia polohy a opa£ne. Zostáva uº len ur£i´ £i
existuje nejaká optimálna kombinácia polohy a rýchlosti, pri ktorej sa dá mi-
nimalizova´ vzájomná nepresnos´ merania. Tu sa musíme vráti´ k samotnej
podstate tvorenia vlnového balíku. Pouºijeme rovnicu (3.45):

△x△k = 2π (3.47)

Po dosadení z de Brogieho rovnice λ=h/p a uváºením ∆k=2π/∆λ po
malej úprave dostaneme:

△x△p = ℏ
2

(3.48)

£o je optimálny vz´ah medzi presnos´ou ur£enia polohy a hybnosti vlno-
£astice. Ke¤ºe v experimente nenastáva optimálny stav, poslednú rovnos´
oby£ajne uvádzame vo forme nerovnosti:

△x△p ≥ ℏ
2

(3.49)

Táto nerovnos´ vyjadruje slávny princíp neur£itosti formulovaný Werne-
rom Heisenbergom v roku 1926 a poukazuje na hranicu medzi mikro a makro
svetom.

Po uverejnení princípu neur£itosti - mimochodom známom z optiky uº
dávnej²ie - vo fyzikálnej obci sa rozpútala búrlivá diskusia. Tento princíp totiº
napáda samotnú podstatu deterministického ponímania sveta. V septembri
roku 1927 sa v luxusnom hoteli Métropole v Bruseli schádza vtedaj²í výkvet
fyzikálneho sveta. Vybranú spolo£nos´ tvorí 28 pánov a jedna dáma. Cie-
©om ich stretnutia je urobi´ poriadok v interpretácii výsledkov kvantovej me-
chaniky. Po£as stretnutia sa do sporu (samozrejme vedeckého) dostali Niels
Bohr, zástanca princípu neur£itosti a vlnovo-£asticovej interpretácie (kodan-
ská skupina fyzikov) a Albert Einstein, ktorý napriek tomu ºe, vysvetlením
vonkaj²ieho fotoelektrického javu otvoril dvere "novej fyzike", pri interpre-
tácii pravdepodobnostnej fyziky sa stal jej najvä£²ím odporcom. Výsledkom
týºdenných diskusií bolo ví´azstvo kodanskej skupiny fyzikov a formulovanie
základných postulátov kvantovej mechaniky. Ich znenie (pre jednorozmerný
prípad) je nasledujúce (pre lep²ie pochopenie ich uvádzame spolu s príkladom
elektrónu viazaného na úse£ku):
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Postulát I: Fyzikálny stav £astice je úplne popísaný komplex-
nou vlnovou funkciou Ψ(x,t). Hustota rozdelenia pravdepodobnosti
výskytu £astice je daná ako P(x,t)= Ψ∗(x,t) Ψ(x,t), (tento sú£in na-
zývame komplexný kvadrát).

Uvaºujme jednoduchý prípad, ke¤ je elektrón viazaný na interval d¨ºky
L. Ako neskôr uvidíme, to zodpovedá prípadu jednorozmernej nekone£ne hl-
bokej potenciálovej jame. Pod©a zadania vyºadujeme, aby sa elektrón vy-
skytoval na intervale <0,L>. Stav elektrónu (v istom okamihu) predpí²eme
vlnovou funkciou:

Ψ(x, t) = Ax(L− x) (3.50)

kde: £as je parameter a vo vlnovej funkcii explicitne nevystupuje. Tvar
funkcie sme zvolili do istej miery od oka a v ¤a©²om budeme zis´ova´, apli-
kovaním postulátov, nako©ko je tento tvar správny.

Pod©a prvého postulátu, kvadrát navrhovanej funkcie zodpovedá hustote
rozdelenia pravdepodobnosti v danom okamihu. Normaliza£nú kon²tantu A
ur£íme z predpokladu, ºe elektrón sa s pravdepodobnos´ou rovnej jedna vy-
skytuje na intervale <0,L>:

1 =

∫ L

0

Ψ2(x, t)dx (3.51)

alebo po dosadeni zo vz´ahu (3.50):

1 =

∫ L

0

{Ax(L− x)}2dx (3.52)

po "vyrie²ení" integrálu a malej úprave dostaneme:

A =

√
30

L
(3.53)

Navrhovaná vlnová funkcia teda existuje aj ke¤ to e²te nezaru£uje, ºe je
rie²ením zodpovedajúcej Schrödingerovej rovnice.

Postulát II: Vlnová funkcia Ψ(x,t) ako aj jej prvá a druhá de-
rivácia pod©a súradnice musí by´ spojitá a jednozna£ná pre v²etky
hodnoty x.

Navrhnutá vlnová funkcia je spojitá v£ítane prvej a druhej derivácie.

Postulát III: Kaºdá veli£ina, ktorú je moºné fyzikálne pozorova´,
je v kvantovej mechanike reprezentovaná hermitovským operáto-
rom Â .
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V klasickej mechanike potrebujeme na jednozna£né ur£enie pohybu hmot-
ného bodu ur£i´ polohu a hybnos´ hmotného bodu. Ke¤ºe toto pravidlo platí
aj v kvantovej mechanike (len veli£iny majú iný tvar), musíme nájs´ príslu²né
operátory polohy a hybnosti elektrónu viazaného na úse£ke d¨ºky L. V Sch-
rödingerovej rovnici (pripomíname ide o pohybovú rovnicu ) vystupuje po-
loha v potenciálnej energii, ktorá je reálna coulombovská. Operátor polohy
je teda totoºný s polohou:

x̂ = x (3.54)

Hybnos´ vystupuje v kinetickej energii:

Ek =
p2

2me

(3.55)

v kvantovomechanickej interpretácii vlno-£astice je kinetická energia daná:

Ek = − ℏ2

2m

d2

dx2
(3.56)

Porovnaním posledných dvoch rovníc pre operátor hybnosti dostaneme:

p̂ =
ℏ
i

d

dx
(3.57)

Postulát IV: Stredná, alebo o£akávaná hodnota <A> ©ubovolnej
pozorovate©nej veli£iny A, ktorá je reprezentovaná operátorom Â,
je daná vz´ahom:

< Â >=

∫ ∞

−∞
Ψ⋆(x, t)ÂΨ(x, t)dx (3.58)

Strednú hodnotu (o£akávanú hodnotu) polohy vypo£ítame teda nasle-
dovne:

< x̂ >=

∫ L

0

Ψ⋆(x, t)xΨ(x, t)dx (3.59)

po dosadení za Ψ(x,t) (£as vystupuje opä´, ako parameter):

< x̂ >=

∫ L

0

x
30

L5
x2(L− x)2dx (3.60)

Po vyrie²ení posledného integrálu pre o£akávanú hodnotu polohy elek-
trónu dostaneme:
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< x̂ >=
L

2
(3.61)

To znamená, ºe o£akávaná hodnota polohy elektrónu, teda to, £o budem
mera´ v experimente, je práve v strede úse£ky, na ktorej je lokalizovaný. V
tomto prípade je tam aj najvä£²ia amplitúda vlnovej funkcie.

Strednú (o£akávanú) hodnotu hybnosti vypo£ítame podobne:

< p̂ >=

∫ L

0

Ψ⋆(x, t)
ℏ
i

d

dx
Ψ(x, t)dx (3.62)

po dosadení za Ψ(x,t):

< p̂ >=

∫ L

0

x
30

L5
x(L− x)

ℏ
i
{(L− x)− x}dx (3.63)

Po vypo£ítaní posledného integrálu pre strednú hodnotu hybnosti dosta-
neme:

< p̂ >= 0 (3.64)

Tento výsledok sme o£akávali, pretoºe viazaný elektrón sa makroskopicky
nepohybuje. Na ur£enie nepresnosti merania potrebujeme ur£i´ strednú kvad-
ratickú odchylku merania (normálne ²tatistické spracovanie merania) polohy
a hybnosti. Teda po dosadení do základných vz´ahov:

< △x >2=< x2 > − < x >2 (3.65)

kde:

< x2 >=

∫ L

0

Ψ⋆x̂2Ψ(x, t)dx (3.66)

Po dosadení príslu²ných vz´ahov a vyrie²ení integrálu dostaneme:

< △x >2=
L2

28
(3.67)

Podobne pre strednú kvadratickú odchýlku merania hybnosti:

< △p >2=< p̂2 > − < p̂ >2 (3.68)

kde:

< p̂2 >=

∫ L

0

Ψ⋆(x, t)(
ℏ
i
)2Ψ(x, t)dx (3.69)
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Znovu po dosadené a vyrie²ení integrálu dostaneme:

< △p >2=
10ℏ2

L2
(3.70)

Sú£in strednej kvadratickej odchýlky merania polohy a hybnosti nám dá
celkovú neistotu merania polohy a hybnosti (pripomíname, ºe tieto dve veli-
£iny potrebujeme pod©a klasickej mechaniky na ur£enie stavu pohybujúceho
sa hmotného telesa) dostaneme:

< △x >2< △p >2=
10ℏ2

28
>

ℏ2

4
(3.71)

Posledná nerovnos´ sp¨¬a vz´ah neur£itosti. To má nesmierny význam,
pretoºe aplikovaním prvých ²tyroch postulátov moºno získa´ vz´ah neur£i-
tosti.

Postulát V: Prípustným výsledkom merania veli£iny A repre-
zentovanej operátorom Â je ktoráko©vek z vlastných hodnôt ai ope-
rátora Â.

To ºe elektrón je viazaný na úse£ku je £iste formálna úvaha. V reálnom
experimente to znamená elektrón "umiestnený" medzi dvomi paralelnými
kovovými doskami, ktoré sú nabité na vysoký záporný potenciál. Medzi do-
skami je potenciál nulový. Platí teda:

V (x) = 0 0 ≤ x ≤ L (3.72)
V (x) = ∞ x > 0, x > L (3.73)

Pre tento potenciál budeme rie²i´ bez£asovú Schrödingerovu rovnicu :(
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
φ(x) = Eφ(x) (3.74)

Rie²enie h©adáme intervale x=(0,L), pretoºe mimo intervalu (0,L) je rie-
²enie nulové. Ak je V(x)=0 moºno poslednú rovnicu prepísa´ do tvaru oby-
£ajnej diferenciálnej rovnice:

d2

dx2
φ(x) + k2φ(x) = 0 (3.75)

kde:

k =

√
2mE

ℏ
(3.76)
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Jej rie²enie je lahké - spome¬te si na rie²enie úlohy o harmonickom os-
cilátore - dostaneme ho vo forme sú£tu harmonických funkcií:

φ(x) = A sin(kx) +B cos(kx) (3.77)

kde A a B sú kon²tanty, ktoré treba ur£i´ z okrajových podmienok, v
na²om prípade:

φ(0) ≡ φ(L) = 0 (3.78)

Z okrajovej podmienky v bode x=0 vyplynie, ºe B=0. Z druhej okrajovej
podmienky (v bode x=L) dostaneme:

k ≡ kn =
nπ

L
(3.79)

kde n je celé £íslo.
Kon²tantu A ur£íme z normovacej podmienky:

1 =

∫ L

0

| A sin(knx) |2 dx (3.80)

Po vyrie²ení posledného integrálu dostaneme pre ©ubovo©né (prípustné)
kn

A =

√
2

L
(3.81)

Výsledný tvar "dovolenej" vlnovej funkcie φ(x) dostaneme po dosadení
"normovacej" kon²tanty A a B (B=0 len v na²om prípade, vo v²eobecnosti
to tak nemusí by´):

φn =

√
2

L
sin(

nπ

L
x) (3.82)

kvadrát tejto funkcie (vo v²eobecnosti komplexný sú£in φ*(x) φ(x) ) ur-
£uje hustotu rozdelenia pravdepodobnosti výskytu £astice v bode x. Pravde-
podobnos´, ºe £asticu nájdeme v intervale polôh <x,x+∆x> n-tej energetic-
kej hladine je daná:

Pn(x) =

∫ x+△x

x

φ⋆
n(x)φn(x)dx (3.83)

Prípustné hodnoty energie (vlastné £ísla operátora) sústavy elektrónu via-
zaného na úse£ku dostaneme, ak aplikujeme (zamená to,ºe urobíme operácie
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uvedené v operátore) operátor celkovej energie (v kvantovomechnickom vy-
jadrení je energia operátor):

Ê ≡ T̂ =
1

2m
p̂2 (3.84)

na funkciu φ(x) (pozri 3.77 a 3.81):

Êφn(x) = Enφn(x) (3.85)

Po starostlivom vykonaní dvojnásobnej derivácie (ukrytej v operátore
hybnosti) pre dovolené energie sústavy dostaneme:

En =
ℏ2

2m
k2n (3.86)

alebo po dosadení za kn (3.79):

En =
ℏ2π2

2mL
n2 (3.87)

Pod©a posledného výrazu, sú v sústave lokalizovaného elektrónu prípustné
len ur£ité energie. "Vzdialenos´" medzi jednotlivými energetickými hladinami
je nepriamo úmerná d¨ºke intervalu na ktorom je elektrón lokalizovaný. Ak
roz²írime interval do nekone£na dostaneme spojité spektrum energie, £o je
charakteristické pre vo©nu £asticu. Energetický rozdiel medzi dvomi hladi-
nami rastie kvadraticky s rastúcim n. Výsledok sa lí²i od závislosti odvode-
nej Balmerom pre energetickú vzdialenos´ dvoch hladín (orbitálov) v atóme
vodíku (∆E ≈ 1

n2 ), pretoºe tam sa elektrón pohybuje v trojrozmernom
coulombickom poli, £o je úplne iný problém.

Existenciu izolovaných energií (diskrétne energetické spektrum) moºno
pochopi´ tak, ºe v rie²ení vyºadujeme nulovú hodnotu vlnovej funkcie na
okrajoch intervalu, na ktorom je elektrón viazaný. Je to podobné ako ke¤
kmitá struna, upevnená v dvoch pevných bodoch, len na ur£itých (dovo-
lených) frekvenciách. Kaºdej frekvencii prislúcha stacionárne vlnenie také,
ktoré sp¨¬a okrajové podmienky. Na obrázku 3.3a sú zobrazené ²tyri prvé
vlastné funkcie, ktoré môºu v stacionárnom stave existova´ v nekone£ne hlbo-
kej potenciálovej jame. Hustota rozdelenia pravdepodobnosti existencie £as-
tice je nakreslená na obrázku 3.3b. Na najniº²ej energetickej hladine (prvá
vlnová funkcia) je hustota rozdelenia pravdepodobnosti najvä£²ia v strede
intervalu na ktorom je elektrón (vlno £astica) viazaný. Na druhej energetic-
kej hladine je hustota rozdelenia pravdepodobnosti v strede intervalu nulová.
Je potrebné si uvedomi´, ºe v tomto type okrajovej úlohy sa rie²enie sa
rozpadne na mnoºinu dovolených vlnových funkcií (3.82). Ak sa po£iato£ný
stav pribliºuje k niektorej z vlastných funkcií potom výsledný stav zahr¬uje
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Obr. 3.3: Tvar vlnovej funkcie (a) a hustoty rozdelenia pravdepodobnosti vý-
skytu (b) elektrónu "uzavretého" medzi nabitými doskami, ktoré predstavujú
"nekone£ne hlbokú potenciálovú jamu.

len malý po£et funkcií. V opa£nom prípade sa po£iato£ný stav rozpadne na
ve©ký po£et vlastných funkcií s nenulovou amplitúdou. V na²om prípade sme
za po£iato£ný stav zvolili kvadratickú funkciu, ktorá nie je vlastnou funkciou.
Jej priemet (realizáciu) na najniº²iu vlastnú funkciu vypo£ítame:

P =|
∫ L

0

√
2

L
sin(

π

L
x){x(L− x)}dx |2 (3.88)

Po vypo£ítaní posledného integrálu dostaneme P=0.999. To znamená, ºe
99,9 % vnúteného stavu sa realizuje na najniº²ej energetickej hladine. To
preto, lebo funkcia f(x) = Ax(L − x) je "podobná" na intervale <0,L>
prvej vlastnej funkcii funkcii φ1(x).
Na príklade sme videli ako pomocou postulátov prijatých v roku 1927 na
stretnutí fyzikov v hoteli Métropol v Bruseli dokáºeme vysvetli´ intuitívne
závery fyzikov v predchádzajúcich rokoch. Tu by sa dalo poveda´, ºe fyzika
opä´ raz dosiahla svoje maximum a uº nie je £o skúma´, pretoºe v²etko
uº bolo objavené. Vyvarujme sa v²ak podobných unáhlených záverov, ktoré
koncom 19. storo£ia priviedli fyzikálnu obec na pokraj vedeckej priepasti.
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�alej uvidíme, ºe vyrie²ením jednej záhady sa vynoria nové a nové, ktoré je
potrebné vyrie²i´.
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Kapitola 4

Kvantové tunelovanie

4.1 Interakcia vlno-£astice s potenciálom

Predstavme si jednoduché jednorozmerné zariadenie pozostávajúce z dvoch
kovových prstencov, z ktorých jeden je uzemnený a druhý má oproti prvému
záporný potenciál U=-100V tak ako je nakreslené na obrázku 5.1.a. Z ©avej
strany nech do experimentálneho zariadenia prichádza záporne nabitá mik-
roskopická £astica (napríklad elektrón so záporným nábojom) s kinetickou
energiou T=180eV. Pred príchodom do prvého prstenca sme jeho vlastnosti
"upravili" tak, ºe poznáme presne jeho hybnos´. Pod©a princípu neur£itosti
v takomto prípade bude jeho poloha "úplne" rozmazaná a je realizovaný len
jednou jedinou vlnou s frekvenciou f. Ke¤ºe druhý prstenec má záporný po-
tenciál vzh©adom na prvý, nemôºe sa ho tento priamo dotýka´ a musia by´
separované aj ke¤ malou ale kone£nou medzerou, ktorú ozna£íme dx. Na
obrázku 5.1.b je priebeh potenciálu na skuto£nej ²trbine znázornený £iarko-
vanou £iarou. Pri pohybe elektrónu pozd¨º ²trbiny pôsobí na tento sila:

F = −dU(x)
dx

(4.1)

Pôsobením tejto sily je elektrón je spomalovaný pod©a druhého Newto-
novho zákona. Treba poznamena´, ºe pravouhlý potenciál sa nedá vyrobi´ ani
pouºi´, pretoºe by "vyvolával" nekone£ne ve©ké zrýchlenie. Napriek tomu pri
na²om rozprávaní pouºijeme práve takéto priblíºenie, pretoºe kvalitatívne
výsledky sú správne. Na obrázku 6b je idealizovaný potenciál znázornený
plnou £iarou. Na "rie²enie" úlohy o pohybe je potrebné rie²i´ pohybovú rov-
nicu. Pre mikroskopickú £asticu sa pohybová rovnica nazýva Schrödingerova
rovnica (ke¤ºe opakovanie je matkou múdrosti napí²me ju znovu):
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Obr. 4.1: Zariadenie na "vytvorenie"potenciálu schodovitého tvaru (a). Prie-
beh potenciálu vytvoreného v zariadení (b).

(
− ℏ2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)
φ(x) = Eφ(x) (4.2)

kde φ(x) je tvar vlny, ktorý popisuje správanie sa delokalizovaného elek-
trónu v potenciáli V(x). Ten je v prvom prstenci nulový (taký prípad sme uº
rie²ili), a v druhom nadobúda nenulovú hodnotu - v na²om prípade zápornú
vzh©adom na prvý prstenec. Ak umiestnime ²trbinu do po£iatku súradnej
sústavy (vºdy to ide urobi´), potom pre potenciál platí:

V (x) = 0eV x ≤ 0 (4.3)
V (x) = −100eV x > 0 (4.4)

Rie²enie rovnice (4.2) pre x<0 ktoré ozna£íme ako φ1(x) sa bude sklada´
z dvoch £astí: vlny prichádzajúcej z ©ava φ1L(x) a z vlny odrazenej na
potenciáli, prichádzajúcej z prava φ1P (x) Pod©a rie²enia úlohy s nekone£ne
hlbokým potenciálom uº vieme, ºe kaºdá z v¨n ma dve zloºky:

φ(x) = A sin(x) +B cos(x) (4.5)
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kde koe�cienty A a B ur£íme z okrajových podmienok, pri£om nie vºdy
máme také ²tastie, ako pri úlohe s nekone£ne hlbokým potenciálom, kde
sa jeden koe�cient rovná nule. Aby sme nemuseli po£as rie²enia pamäta´
na mnoºstvo koe�cientov, pracu si tro²ku zjednodu²íme (len formálne). Ak
zavedieme komplexné £isla:

α = ar + iai (4.6)

a komplexný exponent:

eikx ≡ exp(ikx) = cos(kx) + i sin kx (4.7)

kde k je ©ubovolné reálne £íslo, potom celkové rie²enie φ1(x) (v©avo od
²trbiny) moºno elegantne napísa´ v tvare:

φ1 = aeikx + be−ikx (4.8)

kde a a b sú komplexné £ísla a:

k =

√
2mE

ℏ
(4.9)

Posledný vz´ah moºno overi´ dosadením do rovnice (4.2). Výsledná vlna
(pochopitelne komplexná funkcia φ1(x) ) bude výsledkom interferencie pri-
chádzajúcej a odrazenej vlny. Na druhej strane ²trbiny bude situácia po-
dobná, aº na to, ºe potenciál je nenulový a nevystupuje tam ºiadna odrazená
vlna - nemá sa na £om odrazi´. Teda celkové rie²enie vpravo od ²trbiny je:

φ2 = ceiqx (4.10)

kde c je komplexné £íslo a:

q =

√
2m(E − V0)

ℏ
(4.11)

kde V0 je hodnota potenciálu oproti uzemnenému prstencu. Koe�cienty
a,b a c vypo£ítame na základe poºiadavky druhého postulátu, pod©a ktorého
musí by´ vlnová funkcia spo�tá v£ítane svojich derivácií v celej oblasti. Teda
aj na rozhraní skokovej zmeny potenciálu v bode x=0.

φ1(0) = φ2(0) (4.12)
d

dx
φ1(x) |0 = d

dx
φ2(x) |0 (4.13)
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kolmá £iara za funkciou znamená, ºe po derivácii pod©a x dosadíme za
premennú nulu. Po starostlivom zderivovaní a dosadení dostaneme dve rov-
nice:

a+ b = c (4.14)
k(a− b) = qc (4.15)

kde vystupujú tri neznáme koe�cienty. Z tejto sústavy moºno vypo£íta´
dva koe�cienty, ktoré budú vystupova´ ako funkcie tretieho. Oby£ajne vyjad-
ríme koe�cienty b a c. Koe�cient a zostáva ako parameter, pretoºe ozna£uje
amplitúdu prichádzajúcej vlny.
V tejto £asti sa £itate© isto opýta, £o z toho £o sme v predchádzajúcej £asti
vyjadrili je matematická �kcia a £o moºno zmera´ v experimente. Komplexnú
funkciu ur£ite nie, pretoºe tú sme zaviedli len na "zníºenie" po£tu koe�cien-
tov. V reálnom experimente moºno meracím prístrojom "vidie´" intenzitu
I(x), ktorá (v istom pribíºení) zodpovedá hustote rozdelenia pravdepodob-
nosti:

P (x) = φ⋆(x)φ(x) (4.16)

ktorá je uº reálnou funkciou súradnice x. Ak nebude stá´ v ceste £astice
ºiadna prekáºka vo forme potenciálového skoku, bude hustota rozdelenia
pravdepodobnosti v²ade kon²tantá. Takýto pr�pad sme zobrazili na obrázku
4.2. Treba poznamena´, ºe v pr�pade vo©nej £astice nie je moºné normovanie
pod©a predpisu:

1 =

∫ ∞

−∞
P (ξ)dξ (4.17)

pretoºe tento integrál pre vo©nú £asticu diverguje. V obrázku 4.2 je normova-
nie na jednotku urobené umelo. Vidíme, ºe fáza reálnej a imaginárnej zloºky
je tak posunutá, aby ich komplexný kvadrát (4.16) dával kon²tantu.
Ak do cesty pôvodne v©nej £astice postavíme prekáºku vo forme potenciá-
lového rozdielu (pozri obrázok 4.1), £astica £iasto£ne vchádza do oblasti za
potenciálovým skokom a úlne sa odráºa spät, ak je potenciálový rozdiel U
vä£²í, ako energia £astice E. Pozri obrázok 4.3. Zvlnenie na ©avej strane
vzniká, ako interferencia medzi prichádzajúcou a odchádzajúcou vlnou.

σ(t) V prípade niº²ieho potenciálového rozdielu, ako je energia £astice,
táto prechádza za bariéru £iasto£ne zabrzdená. To sa prejaví zmenou vlnovej
d¨ºky zloºiek rozdelenia hustoty pravdepodobnosti, tak ako je to znázornené
na obrázku 4.4.

V reálnom experimente sa obvykle "meria" koe�cient odrazu na poten-
ciálovom skoku. Je to reálne £íslo R (zo slova re�exia) de�nované ako podiel
kvadrátov (komplexných) amplitúd odrazenej vlny b a dopadajúcej vlny a:
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Obr. 4.2: Tvar reálnej (preru²ovaná £iara) a imaginárnej (bodkovaná £irara)
zloºky vlnovej funkcie, ktorá charakterizuje (v na²ej �kcii komplexných v¨n)
stav vo©ného elektrónu pred bariérou a po prechode bariéry. Pre porovnanie
je v obrázku vynesený aj priebeh rozdelenia hustoty pravdepodobnosti (plná
£iara).

R =
| b |2

| a |2
(4.18)

Podobne je de�novaný koe�cient prechodu T (zo slova transmisia) ako
podiel kvadrátov amplitúd prejdenej vlny c a dopadajúcej vlny a:

T =
| c |2

| a |2
(4.19)

Samozrejme medzi R a T platí vz´ah:

1 = R + T (4.20)

Po dosadení "experimentálnych" hodnôt kinetickej energie prichádzajú-
ceho elektrónu (E=180eV) a vý²ky bariery (U= -100eV) moºno jednotlivé
koe�cienty R a T ©ahko vypo£íta´: 1

1Do vz´ahu (4.21) treba dosadi´ za potenciál U hodnotu +100V , pretoºe elektrón má
záporný náboj.
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Obr. 4.3: Funkcia rozdelenia hustoty pravdepodobnosti pred barérou a za ba-
riérou (plná £iara), ak jej vý²ka je vä£²ia, ako energia E dopadajúcej rovinnej
vlny. Zvlnenie funkcie P(x) v ©avej £asti experimentálneho zariadenia vzniká
ako dôsledok interferencie prichádzajúcej a odchádzajúcej vlny. V brzdnom
potenciáli hustota rozdelenia pravdepodobnosti rýchlo klesá k nule. �iarko-
vaná £iara znázor¬uje reálnu zloºku a bodkovaná imaginárnu zloºku. Plná
zvislá £iara pradstavuje hranicu potenciálového skoku.

R =
| k − q |2

| k + q |2
≡

(√
E −

√
E − U

)2

(√
E +

√
E − U

)2 = (0.2)2 (4.21)

Pri zadanom experimentálnom usporiadaní sa "odrazí" zhruba 4% do-
padnutých elektrónov. Zákonite vzniká otázka, ako je to s jednotlivým elek-
trónom. Odrazí sa len jeho jedna £as´, alebo výsledok treba "chápa´" v ²ta-
tistickom zmysle? Nuº toto je typický príklad hranice medzi mikrosvetom,
v ktorom sme danú úlohu o elektróne rie²ili, a makrosvetom v ktorom mô-
ºeme experiment realizova´. Je jasné ºe, experimentálny zmyse© majú len
reálne veli£iny, komplexné veli£iny sme "zaviedli" len na zníºenie po£tu pre-
mnenných. Ich interpretácia v²ak musí bý´ "makroskopická", pretoºe len taká
vystupuje v experimente a ako taká môºe by´ interpretovaná na²imi zmys-
lami. Nemá asi zmyse© uvaºova´ £o sa stane ak v experimentálnom zariadení
sa pohybuje len jeden elektrón s presne zadanou hybnos´ou - to je opä´ na²a
�kcia ktorú sme prijali na u©ah£enie rie²enia. Vºdy tam bude mnoho elek-
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Obr. 4.4: Funkcia rozdelenia hustoty pravdepodobnosti pred barérou a za bari-
érou (plná £iara), ak jej vý²ka je men²ia, ako energia E dopadajúcej rovinnej
vlny. Zvlnenie funkcie P(x) v ©avej £asti experimentálneho zariadenia vzniká
ako dôsledok interferencie prichádzajúcej a odchádzajúcej vlny. Rovinná vlna
prechádza do oblasti potenciálu so zmen²enou energiou. To sa prejaví, ako
pred¨ºenie vlnovej d¨zky rovinnej vlny. �iarkovaná £iara znázor¬uje reálnu
zloºku a bodkovaná imaginárnu zloºku. Plná zvislá £iara pradstavuje hranicu
potenciálového skoku.

trónov s "nepresne" zadanými hybnos´ami a výsledok akéhoko©vek merania
treba chápa´ v ²tatistickom zmysle.

V prípade ak pouºijeme urých©ujúci potenciál, koe�cient re�exie R bude:

R =
| k − q |2

| k + q |2
≡

(√
E −

√
E + U

)2

(√
E +

√
E + U

)2 = (0.11)2 (4.22)

Napriek tomu ºe, elektrón je na bariére urýchlený, odrazí sa asi 1% dopad-
nutých elektrónov. Zaujímavé je sa pozrie´ na výsledný tvar vlnovej funkcie z
matematického poh©adu, pretoºe ten nám môºe ozrejmi´ formalizmus, ktorý
pri rie²ení pouºívame. Tvar vlnovej funkcie φ2(x) elektrónu po prechode po-
tenciálovou bariérou je daná rie²ením Schrödingerovej rovnice pre nenulový
potenciál (rovnica 4.10). Frekvencia tu vystupuje vo forme koe�cientu q (rov-
nica 4.11), kde ako premenná vystupuje rozdiel energie E prichádzajúceho
elektrónu a potenciálnej energie V0 V prípade ak je E > V0 ich rozdiel je
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kladný a vplyv odpudivého potenciálu sa prejaví zmen²ením frekvencie vl-
novej funkcie. Pod©a Einsteinovej teórie vonkaj²ieho fotoelektrického javu
energia fotónu súvisí s jeho frekvenciou (vz´ah 3.25). Pri prechode elektrónu
cez odpudivý potenciál sa pod©a klasickej fyziky zmen²í kinetická energia a
pod©a vlnovej fyziky zmen²í frekvencia vlnovej funkcie, ktorá súvisí s ener-
giou. Dostali sme pekný príklad duality korpuskulárnej a vlnovej vlastnosti
mikroskopického objektu. Samozrejme podobnú úvahu moºno urobi´ aj pre
makroskopický oblekt - napríklad prelet nabitej sklenenej guli£ky hmotnosti
1x10-3kg cez odpudivé elektrické pole - nereálnos´ vypo£ítaných vlnových
d¨ºok nás rýchlo presved£í o nemoºnosti odmera´ kvantovo-mechanické vý-
sledky podobného pokusu.

Moºno sa opýta´, £o sa stane ak "vý²ka" brzdného potenciálu prevy²uje
energiu prichádzajúceho elektrónu. Potom rozdiel E−V0 , vystupujúci v rov-
nici 4.11 pod odmocninou, je záporný. Treba si pripomenú´, ºe v takomto prí-
pade je výsledok odmoc¬ovania imaginárne £íslo. V exponente funkcie φ2(x)
(rovnica 4.8) v²ak uº jedno existuje. Ich sú£in dá reálne £íslo a z komplex-
nej periodickej funkcie sa stáva oby£ajná klesajúca exponenciálna funkcia.
Na obrázku 9 je zobrazený priebeh pravdepodobnosti výskytu elektrónu po-
zd¨º x-ovej osi pre tento prípad. Exponenciálny pokles hustoty rozdelenia

Obr. 4.5: Priebeh hustoty rozdelenia pravdepodobnosti výskytu elektrónu po-
zd¨º x-ovej osi v experimentálnom zariadení. V oblasti odpudivého potenciálu
sa hustota rozdelenia pravdepodobnosti exponencionálne zniºuje.
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pravdepodobnosti v oblasti "brzdného" potenciálu (obrázok 4.5) nás môºe
privies´ na my²lienku, spravi´ oblas´ v ktorej je elektrón brzdený na krát-
kej vzdialenosti, tak aby po opustení tejto oblasti bola hustota rozdelenia
pravdepodobnosti nenulová. Návrh experimentálneho zariadenia a priebeh
potenciálu je na obrázku 4.6.

-100V

D

x

U(eV)

-100V

0 D

Obr. 4.6: Schematický návrh experimentálneho zariadenia s tenkou oblas´ou
brzdného potenciálu (a) idealizovaný priebeh potenciálu ako funkcie x-ovej
súradnice (b).

Tvar funkcie hustoty rozdelenia pravdepodobnosti výskytu elektrónu v
experimentálnom zariadení, ktoré vytvára potenciálový skok vy²²í, ako je
energia prichádzaj¢ej vlny, je na obrázku 4.7. Oscilácie funkcie P(x) v ©avej
£asti vznikajú ako dôsledok uº spomínanej interferencie medzi prichádzajú-
cou a odrazenou vlnou. V intervale <0,∆x> pozorujeme exponeciálny pokles.
Po prechode bariérou je funkcia rozdelenia hustoty rozdelenia pravdepodob-
nosti kon²tantná. Pre dostato£ne úzku bariéru má funkcia P(x) nenulovú
hodnotu, £o znamená ºe elektrón pre²iel cez bariéru (v ²tatistickom zmysle)
aj ke¤ pod©a klasickej mechaniky by sa mal úplne odrazi´. Koe�cient od-
razu R a prechodu T dostaneme rovnako ako v predchádzajúcom prípade z
rie²enia Schrödingerovej rovnice doplnenej o príslu²né okrajové podmienky.
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Obr. 4.7: Tvar reálnej (preru²ovaná £iara) a imaginárnej (bodkovaná £irara)
zloºky vlnovej funkcie, ktorá charakterizuje (v na²ej �kcii komplexných v¨n)
stav elektrónu pred bariérou a po prechode bariéry, ktorej vý²ka je vy²²ia,
ako je energia prichádzajúcej £astice. Elektrón je intenzívne v bariére brz-
dený a jeho hybnost klesá. Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti (plná £iara)
exponenciálne klesá.

Najskôr rozdelíme pouºité experimentálne zariadenie na tri oblasti - na ©avo
od bariéry, oblas´ bariéry (tenký prstenec v strede) a na pravo od bariéry.
V prvých dvoch oblastiach interferujú prichádzajúce a odchádzajúce vlny a
v poslednej oblasti existuje len odchádzajúca vlna, ktorá sa nemá od £oho
odrazi´. Podobne ako v predchádzajúcom experimente pre jednotlivé oblasti
navrhneme rie²enia nasledovne:

φ1(x) = eikx + ae−ikx x < 0 (4.23)
φ2(x) = beiqx + ce−iqx 0 ≤ x ≤ △ (4.24)
φ3(x) = deikx x < 0 (4.25)

kde:

k2 =
2mE

ℏ2
q2 =

2m(E − U0)

ℏ2
(4.26)

Amplitúdu prichádzajúcej vlny φ1(x) sme poloºili rovnú jednej. V predchá-
dzajúcom rie²ení sme videli ºe ostatné amplitúdy sú funkciou amplitúdy pri-
chádzajúcej vlny. Tento "trik" nám tro²ku zjednodu²í rie²enie. Z podmienky
spojitosti rie²enia na hraniciach x=0 a x=∆ dostaneme dve rovnice:
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Obr. 4.8: Tvar reálnej (preru²ovaná £iara) a imaginárnej (bodkovaná £irara)
zloºky vlnovej funkcie, ktorá charakterizuje (v na²ej �kcii komplexných v¨n)
stav elektrónu pred bariérou a po prechode bariéry, ktorej vý²ka je niº²ia, ako
je energia prichádzajúcej £astice. Po spomalení elektrónu klesne jeho hybnos´
a pred¨ºi sa vlnová d¨ºka. Pre porovnanie je v obrázku vynesený aj priebeh
rozdelenia hustoty pravdepodobnosti (plná £iara). Interferencia vzniká aj vo
vnútri bariéry, ako dôsledok odrazu na zadnej strane bariéry.

1 + a = b+ c beiq△ + ce−iq△ = deik△ (4.27)

a z podmienky spojitosti derivácií ¤a©²ie dve rovnice:

k(1− a) = q(b− c) q
(
beiq△ − ce−iq△) = kdeik△ (4.28)

Po tro²ke námahy pre jednotlivé koe�cienty dostaneme (odporú£ame
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£itate©ovi vz´ahy prekontrolova´):

a =
2i
[(

q
k

)2 − 1
]
sin(q△)(

q
k
+ 1

)2
e−iq△ −

(
q
k
− 1

)2
eiq△

(4.29)

b =
2
(
q
k
+ 1

)(
q
k
+ 1

)2 − (
q
k
− 1

)2
ei2q△

(4.30)

c =
2
(
q
k
− 1

)(
q
k
+ 1

)2
e−i2q△ −

(
q
k
− 1

)2 (4.31)

d =
4
(
q
k

)
e−ik△(

q
k
+ 1

)2
e−iq△ −

(
q
k
− 1

)2
eiq△

(4.32)

Pri po£ítaní s amplitúdami treba ma´ na pamäti ºe ide o komplexné £ísla. Po
dosadení do vlnových funkcií (4.23 - 4.25), moºno ©ahko vypo£íta´ potrebné
priebehy funkcií - typická úloha pre po£íta£. Isto teraz ©ahko vyjadríme ko-
e�cienty R a T pod©a de�nície (4.18) a (4.19) - treba ma´ na pamäti, ºe sme
pouºili iné ozna£enie amplitúd:

R ≡ |a|2

|1|2
=

(q2 − k2)
2
sin2 (q△)

4k2q2 + (q2 − k2)2 sin2 (q△)
(4.33)

T ≡ |d|2

|1|2
=

4k2q2

4k2q2 + (q2 − k2)2 sin2 (q△)
(4.34)

Zo vz´ahu 4.33 vidno, ºe v ²peciálnom prípade:

q△ =
2m(E + U)

ℏ
△ ≡ nπ (4.35)

kde n=1,2,3,..... dostaneme R=0 £o zodpovedá úplne priezra£nej bariére.
Teda pre isté kombinácie ²írky a vý²ky bariéry sa táto stáva pre prichádzajúci
elektrón bezodrazová. Pre iné ²írky a vý²ky bariéry sa elektrón "£iasto£ne"
dostáva na druhú stranu, aj ke¤ by sa mal pod©a klasickej mechaniky odrazi´.
Tento jav sa nazýva tunelovanie.

4.2 Pohybujúci sa vlnový balík

Na²im cie©om je skon²truova´ také rie²enie Schrödingerovej rovnice, ktoré
bude v sebe zahr¬ova´ £asovú zloºku pohybujúceho sa vlnového balíku. Naj-
skôr v²ak si musíme skon²truova´ predpis pre lokalizovanú vlno-£asticu. S
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pojmom lokalizácie sme sa uº stretli pri vysvetlovaní princípu neur£itosti
(vz´ahy 3.42 - 3.45). Pod©a úvah tam uvedených, potrebujeme takú sústavu
rovinných v¨n (harmonické vlny ²íriace sa celým priestorom) abu sa ¤aleko od
lokalizovanej vlno-£astice interferenciou ru²ili a v mieste lokalizácie naopak
kon²truktívnou interferenciou "vytvárali" nenulovú hodnotu. Na prvý poh©ad
je to nesplnite©ná úloha, ale ako za chví©u uvidíme dá sa to urobi´. Jednu
(delokalizovanú) rovinnú vlnu pre presne ur£enú hybnos´ napí²me:

φp(x) = ap exp(
i

ℏ
px) (4.36)

index p pri ozna£ení vlnovej funkcie a komplexnej amplitúdy zna£í v
oboch prípadoch "závislos´" od hybnosti. V exponente vystupuje "len" x-
ová zloºka hybnosti px. Pomocou takto de�novaných rovinných v¨n zostrojíme
lokalizovaný vlnový balík poºadovaného tvaru:

φ(x) =
∞∑
p=0

ap exp(
i

ℏ
px) (4.37)

predpokladáme, ºe hybnos´ nadobúda diskrétne hodnoty aº do nekone£na.
V praktickom po£ítaní pochopite©ne rad odreºeme pri nejakom vhodnom p.
Koe�cienty ap vypo£ítame pod©a zadaného tvaru vlnového balíku f(x):

ap =

∫ ∞

−∞
f(x)φp(x)dx (4.38)

Hustotu rozdelenia pravdepodobnosti P (x) vypo£ítame pod©a vz´ahu (4.16):

P (x) = φ⋆(x)φ(x) (4.39)

Na obrázku 4.9 je zobrazený priebeh rozdelenia hustoty pravdepodob-
nosti P (x) vypo£ítanej pouºit �m vz´ahov (4.36) aº (4.39). Preru²ované £iary
ozna£ujú priebehy reálnej a imaginárnej zloºky vlnového bal�ku. Po vykonaní
komplexného násobenia je P(x) reálnou a teda aj merate©nou veli£inou.

Ke¤ sa nám podarilo skon²truova´ statický vlnový balík, musíme e²te
vloºi´ do predpisu pre vlnovú funkciu £asovú zloºku. Na to sa musíme vrá-
ti´ spä´ k miestu kde sme rozdelili pôvodnú priestorovo-£asovú rovnicu na
priestorovú a £asovú zloºku. Urobili sme to pomocou substitúcie (3.36):

u(x, t) = w(x) exp(−iωt) (4.40)

ktorá po (formálnej) zámene premenných, na také ako obvykle pouºívame
v kvantovej mechanike, bude ma´ tvar:

Ψ(x, t) = φ(x) exp(−iωt) (4.41)
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Obr. 4.9: Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti pre vlnový balík vypo£ítanej
pod©a vz´ahov (4.36) aº (4.39) - plná £iara. Celkové rozdelenie P(x) je dané,
ako komplexný sú£in z reálnej zloºky - £iarkovaná £iara a imaginárnej zloºky
- bodkovaná £iara.

Po dosadení za φ(x) z rovnice (4.37) a ak uváºime, ºe platí vz´ah medzi frek-
venciou a energiou vlnenia (Einsteinovo vysvetlenie vonkaj²ieho fotoelektric-
kého javu):

ω =
E

ℏ
(4.42)

dostaneme (po malej úprave):

Ψ(x, t) =
∞∑
p=0

ap exp{
i

ℏ
(px− Ept)} (4.43)

kde Ep je energia prislúchajúca jednotlivej rovinnej vlne pouºitej v rozvoji.
Ak teda poznáme po£iato£ný tvar hustoty rozdelenia pravdepodobnosti, ho-
voríme tomu, ºe poznáme po£iato£ný stav £astice, potom vieme pouºitím
rovnice (5.6) - pripomíname, ºe je to rie²enie £asovej Schrödingerovej rovnice
- predpoveda´ v akom stave sa bude £astica nachádza´ v ©ubovolnom neskor-
²om £ase. To nám umoº¬uje zjednodu²i´ rie²enie £asovej Schrödingerovej
rovnice minimálne v niektorých ²peciálnych prípadoch. Skúsme sa pozrie´ £o
sa stane ak sa vlnový balík pohybuje v prostredí s nulovým potenciá-
lom. Vtedy £asový £len v rovnici (5.6) zabezpe£í takú zmenu fáze jednotli-
vých rovinných v¨n, ºe ich výsledok (sú£et) sa bude pohybova´ v nezmenenej
podobe pozd¨º x-ovej osi rýchlos´ou, ktorá zodpovedá hybnosti vlno-£astice.
Ke¤ºe tento pohyb je výsledkom spolupráce ve©kého po£tu rovinných v¨n,
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hovoríme o grupovej rýchlosti. Grupová rýchlos´ sa lí²i od rýchlosti vlny v
danom prostredí. Pohyb vlnového balíka v ideálnom prostredí je na obrázku
13a.
V reálnom prostredí závisí rýchlos´ pohybu vlny od jej frekvencie. Tomuto
javu hovoríme disperzia. V prípade pohybu vlnového balíka sa po£iato£ná
vyváºenos´ amplitúd a fáz naru²í, £o sa prejaví postupným rozplývaním vl-
nového balíku. Pohyb vlno-£astice v disperznom prostredí je na obrázku 4.10.
Po vykonaní komplexného násobenia je P(x) reálnou a teda aj merate©nou
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Obr. 4.10: Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti pre pohybujúci sa vlnový balík
v disperznom prostredí vypo£ítanej pod©a vz´ahu (4.43) - plná £iara. Vlnový
balík sa pohybuje z©ava do prava. Roz²irovanie vlnov�ho balíku spôsobuje dis-
perzné prostredie - rýchlos´ vlnenia závisí od frekvencie. Celkové rozdelenie
P(x) je dané, ako komplexný sú£in z reálnej zloºky - £iarkovaná £iara a ima-
ginárnej zloºky - bodkovaná £iara.

veli£inou. Moºnos´ rie²i´ £asovú Schrödingerovú rovnicu pomocou rozloºenia
do radu rovinných v¨n, nám dovo©uje relatívne jednoducho rie²i´ aj interakciu
vlnového baliku s potenciálom. Necháme totiº v kaºdom okamºiku interago-
va´ jednotlivé rovinné vlny s predpísaným potenciálom a vypo£ítame pre-
chádzajúcu a odrazenú £as´ spolu s príslu²nými interferenciami. Na záver ich
v²etky s príslu²nou fázou spo£ítame a dostaneme výsledok intekcie v kaºdom
£ase. Je to tro²ku zd¨havý postup, ale v dobe po£íta£ov ©ahko realizovate©ný.

Na obrázku 4.11 je nakreslený výsledok interakcie pohybujúceho sa vlno-
vého balíku s nekone£ne vyskou potenciálovou barierou. V tomto prípade
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nemôº prejs´ £astica na druhú stranu potenciálu, a preto sa kompletne od-
ráºa spä´. Zvlnenie vzniká, ako dôsledok interferencie medzi prichádzajú-
cimi a odchádzajúcimi vlnami. V tomto prípade sa vlnový balík pohybuje
vysokou rýchlos´ou, £o sa prejaví , ako vysoká frekvencia osciláci�pred ba-
rierou. V experimentálnom usporiadaní sa nekone£ne vysoký potenciálový
schod nedá realizova´ a výslednú realizáciu je moºné chápa´ len, ako ideali-
záciu. V prípade experimentálne realizovate©nej bariéry kone£nej vý²ky , teda

Obr. 4.11: Interakcia prichádzajúceho vlnového balíka s potenciálovou barie-
rou nekone£nej vý²ky. Zvlnenie funkcie rozdelenia hustoty pravdepodobnosti
vzniká, ako dôsledok interferencie prichádzajúcej a odchádzajúcej £asti vlno-
vého bal�ka. Preru²ovanou £iarou je nakreslený vlnov y balík, ktorý sa nachádza
vo vzdialenosti od bariery v ktorej e²te / uº neinteraguje s barierou. Bariera
je znázornená hrubou plnou £iarou.

kone+cn=eho potenciálového rozdielu medzi elektródami, moºno ovcak'ava´
£iasto£n'e preniknutie £astice (vlny) do bariéry. Na obrázku 4.12 je nakres-
lený výsledok interakcie vlnového balíku s potenciálovou bariérou kone£nej
vývsky. Pri výpo£te sme pouºili napä´ový rozdiel U = 10V . To, ºe hodnota
rozdelenia hustoty pravdepodobnosti v bariére klesá exponencionálne, nás
môºe privies´ na my²lienku, ºe v prípade dostato£ne tenkej bariéry môºe vl-
nov y balík preniknú´ cez bariéru. Na obrázku 4.13 je nakreslená interakcia
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Obr. 4.12: Interakcia prichádzajúceho vlnového balíka s potenciálovou ba-
rierou kone£nej vý²ky. Zvlnenie funkcie rozdelenia hustoty pravdepodobnosti
vzniká, (ako aj v predchádzajúcom prípade ) ako dôsledok interferencie pri-
chádzajúcej a odchádzajúcej £asti vlnového balíka. Vidie´, ºe hodnota rozde-
lenia hustoty pravdepodobnosti v bariere exponenciálne klesá. S bariérou v
tomto prípade interaguje menej lokalizovaný vlnový balík. Bariera je znázor-
nená plnou £iarou, ako obd¨ºnik.

vlnového balíku s bariérou desa´ krát krat²ej ²írky, ako v predchádzajúcom
prípade. Skuto£ne, prechod vlnového balíku je dobre pozorovate©ný.

4.3 Kvaziklasické priblíºenie - WKB aproximá-
cia

Interakcia s pravouhlým potenciálom je do istej miery idealizácia. Ako
sme videli pri na²om myslenom experimente s urýchlovacou trubicou, pra-
vouhlý potenciál sa ani nedá vyrobi´. Na druhej strane v reálnych výpo£toch
musíme £asto uvaºova´ iný ako (pribliºne) pravouhlý potenciál. Pochopite©ne
vºdy by sa mala vyrie²i´ Schrödingerova rovnica do ktorej "vloºíme" zodpo-
vedajúci tvar potenciálu. Pri jej rie²ení v²ak mnohokrát narazíme na nepre-
konate©né technické ´aºkosti. Preto boli vyvinuté pribliºné metódy rie²enia.
Ke¤ºe ide o pribliºné rie²enie treba ma´ vºdy na pamäti oblas´ ich pouºitia.
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Obr. 4.13: Interakcia prichádzajúceho vlnového balíka s potenciálovou barie-
rou kone£nej vý²ky. Vidie´, ºe cez tenkú bariéru £astica £iasto£ne prechádza.
Bariera je znázornená plnou £iarou, ako obd¨ºnik.

Predstavme si, ºe máme nejako de�novaný potenciál pre ktorý potrebu-
jeme ur£i´ koe�cienty R a T pre konkrétny vlnový balík a potenciál ur£ený
funkciou U(x). Ukazali sme, ºe vlnový balík sa dá rozloºi´ do radu rovinných
v¨n, a to dokonca v kaºdom prípade. Skúsme urobi´ nie£o podobné aj s po-
tenciálom U(x) tak, ºe ho rozdelíme na ve©ký po£et pravouhlých potenciálov:

U(x) =
∑
n

Un(xn,△x) (4.44)

kde xn znamená polohu n-tého pravouhlého potenciálu a ∆x jeho ²írku.
Na obrázku 4.14 je znázornená aproximácia pomocou postupného pridávania
pravouhlých potenciálov.

Technickú realizáciu tejto aproximácie si moºno predstavi´ ako postupné
urýchlovanie (prípadne brzdenie) £astice v sústave kovových prstencov ako
je nakreslené na obrázku 4.15. V kvaziklasickom priblíºení predpokladáme,
ºe £astica interaguje s potenciálom len v oblasti medzi bodmi obratu a a b
(pozri obrázok 4.14), tak ºe na vzdialenosti ∆x po prechode potenciálu Un

poklesne amplitúda vlnovej funkcie o:

δn = exp{−2m

ℏ2
[Un (xn,△x)− E]1/2} (4.45)

kde Un je vý²ka n-tej pravouhlej bariéry. Pokles amplitúdy na n bariérach je

56



x

V(x)

a bE

Obr. 4.14: Rozdelenie obecného potenciálu V(x) do radu pravouhlých potenciá-
lov pod©a vz´ahu (6.1). Vodorovná £iara ozna£uje energiu a smer interagujúcej
£astice. Body a a b ozna£ujú body v ktorých by sa klasická £astica odrazila -
hovoríme im body obratu.

potom daný sú£inom jednotlivých poklesov:

δ ≡
∏
n

δn =
∏
n

exp{−2m

ℏ2
[Un (xn,△x)− E]1/2} (4.46)

Posledný výraz pouºitím vz´ahu:∏
n

exp{−αn} = exp{−
∑
n

αn} (4.47)

upravíme:

δ = exp{−2m

ℏ2
∑
n

[Un (xn,△x)− E]1/2} (4.48)

V limitnom prípade ak xn → 0 prejde sumácia na integrovanie a vz´ah (4.48)
prepí²eme:

δ = exp{−2m

ℏ2

∫ b

a

[U (x)− E]1/2 dx} (4.49)

kde integrujeme v intervale medzi bodmi obratu. Nazna£ený postup rie²enia
Schrödingerovej rovnice je odvodený z výpo£tov, ktoré uskuto£nili P.Wentzel,
H.A.Kramers a L.Brillouin a názov metódy pochádza z po£iato£ných písmen
mien autorov - WKB priblíºenie. Toto priblíºenie je kváziklasické. Preto je
jeho platnos´ obmedzená na oblasti ¤aleko od bodov obratu, kde dáva dobré
výsledky. Vo vz´ahu (4.49) v²ak vystupuje integrál v hraniciach medzi bodmi
obratu. Priblíºenie sa dá pouºi´ v prípade ak okolia bodov obratu tvoria len
malú £as´ celého potenciálu. To je splnené pre potenciály ²iroké (vzh©adom
na vlnovú d¨ºku £astice) a málo strmé. Istú analógiu obmedzenia oblasti po-
uºitia moºno nájs´ na obrázku 4.15. Ak v na²om experimentálnom zariadení
chceme aproximova´ strmo sa meniaci potenciál, budeme zvy²ova´ napätie
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Obr. 4.15: Zariadenie na postupné urýchlovanie £astice v sústave prstencov
(a) tak aby sme aproximovali postupný nárast potenciálu U(x) (b).

medzi prstencami ∆U . Pri ur£itej hodnote napätia medzi prstencami nastane
výboj. Ak chceme ís´ s napätím nad túto hodnotu, musíme zvä£²i´ medzeru
∆(x) Tým v²ak deformujeme pôvodne "pravouhlý" potenciál a WKB apro-
ximácia nedá dobrý výsledok.

4.4 Presnej²ie odvodenie WKB priblíºenia

WKB metóda ja na rozdiel od metódy prenosových matíc analytická metóda,
ktorá sa pouºíva na rie²enie diferenciálnych rovníc. Ide v podstate o hl©ada-
nie oscilucúceho rie²enia, ktorého vlnová d¨ºka sa malo mení na vzdialenosti
jednej vlnovej d¨ºky. Matematicky moºno tento fakt vyjadri´ nasledovne:

δλ =
dλ

dx
δx→ δλ =

dλ

dx
λ (4.50)

WKB metódu je moºné pouºi´ v prípade ak:

|δλ
λ
| ≡ |δλ

δx
| ≪ 1 (4.51)

Schématicky je tento predpoklad zobrazený na obrázku 4.16. Z predchádza-
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Obr. 4.16: Schématické nazna£enie zmeny vlnovej d¨ºky vlny (horný obrázok)
na pomaly sa meniacom potenciáli (dolný obrázok).

júceho výkladu o princípoch kvantovej mechaniky je známe, ºe zmena vl-
novej d¨ºky vlnovej funkcie zúvisí od tvaru potenciálu s ktorým interaguje.
Na základe takéhoto poznania skúsme teraz odhadnú´ podmienku pre zmenu
potenciálu, pre ktorý je moºné WKB priblíºenie pouºi´. Pre hybnos´ p platí:

p =
h

λ
(4.52)

Po pový²ení oboch strán rovnice (4.52) na druhú:

p2 = (
h

λ
)2 ≡ 2m(E − U) (4.53)

Pouºijúc rovnicu (4.50) moºno napísa´ ak zmeníme λ za druhú mocninu λ:

d(λ2)

dx
= −h

2

p4
d(p2)

dx
= −h

2

p4
(−2m

dV (x)

dx
) (4.54)
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Alebo po úprave:
dλ

dx
=
mh

p3
dV (x)

dx
(4.55)

Takºe podmienka (4.50) pre pouºitie WKB priblíºenia v závislosti od tvaru
potenciálu má tvar:

|δλ
λ
| = |mh

p3
dV (x)

dx
| ≪ 1 (4.56)

Z podmienky (4.56) vidno, ºe WKB priblíºenie s naprostou istotou nefunguje
v blízkosti skokového potenciálu, kde |dV (x)

dx
| = ∞.

Ukáºme rie²enie pomocou WKB priblíºenia na prípade Schrödingerovej rov-
nice:

− ℏ2

2m

d2

dx2
Ψ(x) + V (x)ψ(x) = EΨ(x) (4.57)

ktorú budeme uvaºova´ v tvare (po malej úprave):

d2

dx2
Ψ(x) =

2m

ℏ2
(V (x)− E)Ψ(x) (4.58)

Ke¤ºe uvaºujeme len málo sa meniaci potenciál, moºno rie²enie h©ada´ v
tvare vo©nej £astice, ktoré neskôr rozvinieme do radu.

Ψ(x) = Ae
i
ℏΦ(x) (4.59)

kde Φ(x) = px. Po dosadení (4.59) do rovnice (4.58) dostaneme:

−iℏd
2Φ(x)

dx2
+ (

dΦ

dx
)2 = p2(x) (4.60)

kde:
p2 = 2m(E − V (x)) (4.61)

Rozvinieme teraz Φ(x) do radu, za predpokladu, ºe ℏ → 0 :

Φ(x) = Φ0(x) + ℏΦ1(x) +
ℏ2

2
Φ2(x) + · · · (4.62)

Po dosadení do rovnice (4.60) a malej úprave dostaneme:

0 = {(dΦ0(x)

dx
)2 − p(x)2}

+ 2ℏ{dΦ0(x)

dx

dΦ1(x)

dx
− i

2

d2Φ0(x)

dx2
}

+ ℏ2{dΦ0(x)

dx

dΦ2(x)

dx
+ (

Φ1(x)

dx
)2 − i

d2Φ1(x)

dx2
) +O(ℏ3} (4.63)
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Táto rovnica musí by´ splnená pre ©ubovolnú hodnotu ℏ. Toho vyplývajú
naslodujúce rovnice:

(
dΦ0(x)

dx
)2 = p2(x) (4.64)

dΦ0(x)

dx

dΦ1(x)

dx
=

i

2

d2Φ0(x)

dx2
(4.65)

Φ0(x)

dx

dΦ2(x)

dx
+ (

dΦ1(x)

dx
)2 = i

d2Φ1(x)

dx2
(4.66)

Integrovaním rovnice (4.64) dostaneme vz´ah pre Φ0(x):

Φ0(x) = ±
∫ x

x0

p(x′)dx′ (4.67)

Alebo vo vyjadrení pre vlnový vektor k(x) = p(x)/ℏ:

Φ0(x)

ℏ
= ±

∫ x

x0

k(x′)dx′ (4.68)

Po dosadení rovnice (4.68) do rovnice (4.65) dostaneme vz´ah pre Φ1(x):

Φ1(x) =
i

2
ln(

dΦ0(x)

dx
) (4.69)

alebo vo vyjadrení pre pre vlnový vektor k(x) = p(x)/ℏ:

Φ1(x) =
i

2
ln(ℏk) (4.70)

V exponenciálnom vyjadrení poslednú rovnicu napí²eme takto:

eiΦ1(x) =
1√
ℏk

(4.71)

Vyjadrenie pre Φ2(x) dostaneme integrovaním rovnice (4.66) tak, ºe postupne
pouºijeme rovnice (4.68) pre Φ0(x) a (4.71) pre Φ1(x):

Φ2(x) =
1

2

m

p(x)3
dV (x)

dx
− 1

4

∫
{ m2

p(x)5
(
dV

dx
)2}dx (4.72)

Vidíme, ºe druhý £len rozvoja (4.62) je vyjadrený, ako logaritmus derivácie
prvého £lena rozvoja a preto ho vo v²eobecnosti nemoºno zanedba´. Tretí
£len rozvoja Φ2(x) obsahuje deriváciu potenciálu V(x) a moºno ho zanedba´,
ak je splnená podmienka kvaziklasického priblíºenia (4.56). Ak teda vloºíme
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vyjadrenia pre Φ0(x) a Φ1(x) do substitúcie (4.59) dostaneme pre rie²enie
Schödingerovej rovnice Ψ(x) vo WKB priblíºení vz´ah:

Ψ(x) =
A√
k
e(i

∫
k(x′)dx′) +

B√
k
e(−i

∫
k(x′)dx′) (4.73)

Ke¤ºe druhý £len v poslednej rovnici pre integrovanie vo ve©kej vzdialenosti
od bodov obratu moºno zanedba´ dostaneme výsledný vz´ah:

Ψ(x) =
A√
k
e(i

∫
k(x′)dx′) (4.74)

Pre výpo£et koe�cientu transmisie vno£astice cez barieru z de�nície:

T = |ΨIII

ΨI

|2 (4.75)

kde ΨI je vlna ¤aleko pred bariérou a ΨIII je vlna ¤aleko za bariérou. Ak
e²te dosadíme správny výraz pre výpo£et vlnového vektora k:

k(x) =

√
2m

ℏ2
(V (x)− E) (4.76)

dostaneme pre koe�cient transmisie vo WKB priblíºení:

T = e
−2

∫ b
a {

√
2m
ℏ2

(V (x)−E)}dx (4.77)

kde a a b sú body obratu.

4.5 Porovnanie presného a pribliºného (WKB)
rie²enia

Predpokladajme existenciu jednorozmerného zariadenia v ktorom v smere
osi x napätia rovnomerne narastá od bodu a do bodu s. Od bodu s napätia
rovnomerne klesá, aº v bode b dosiahne nulovú hodnotu. Priebeh napätia
U(x) je schématicky nazna£ený na obrázku 4.17.

V prípade symetrického trojuholníkového priebehu si ¤al²í opis zjedno-
du²íme, ak posunieme x-sovú os tak, aby bola nula v strede bariery. Potom
lahko matematicky popí²eme priebeh potenciálu (napätia) takto:

U(x) = 0 x < −a (4.78)
U(x) = U0(1 +

x
a
) −a ≤ x < 0 (4.79)

U(x) = U0(1− x
a
) 0 ≤ x < a (4.80)

U(x) = 0 x ≥ a (4.81)
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Obr. 4.17: Schématické znázornenie priebehu brzdného napätia v jednoroz-
mernom zariadení, v ktorom tunelujú elektr«y. Zariadenie je rozdelené na
²tyri oblasti; I. oblas´ pred bariérou; II. oblas´ nárastu napätia; III. oblas´
poklesu napätia; IV. oblas´ za bariérou. Body -L a L ozna£ujú body obratu.
Ich poloha závisí od energie interagyjúcej £astice.

Pre ¤al²ie zjednodu²enie zave¤me nové premenné:

k20 =
2mE

hbar2
q20 =

2mU0

ℏ2
(4.82)

kde E je energia £astice. Teraz môºeme v jednotlivých oblastiach napísa´
Schödingerovu rovnicu v príslu²nom tvare:

d2Ψ(x)

dx2
+ k20Ψ(x) = 0 x < −a (4.83)

d2Ψ(x)

dx2
− (q20 − k20 + q20

x

a
)Ψ(x) = 0 −a ≤ x < 0 (4.84)

d2Ψ(x)

dx2
− (q20 − k20 − q20

x

a
)Ψ(x) = 0 0 ≤ x < a (4.85)

d2Ψ(x)

dx2
+ k20Ψ(x) = 0 x ≥ a (4.86)

Z dôvodu ¤al²ieho zjednodu²enia zave¤me v rovniciach (4.84) a (4.85) sub-
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Obr. 4.18: Priebeh Airy-ho funkcií Ai(x) a Bi(x).

stitúcie:

ζ = (
a

q20
)
2
3 (q20 − k20 + q20

x

a
) (4.87)

η = (
a

q20
)
2
3 (q20 − k20 − q20

x

a
) (4.88)

Pouºjúc tieto substitúcie môºeme rovnice (4.84) a (4.85) napísa´ v tvare:

d2Ψ(x)

dx2
− ζΨ(x) = 0 (4.89)

d2Ψ(x)

dx2
− ηΨ(x) = 0 (4.90)

Ide o dve rovnice, ktoré sú formálne podobné harmonickým rovniciam. Pod-
statný rozdiel je v znamienku - v harmonickej rovnici je plus a tu je mínus.
Rie²ením rovníc (4.89) a (4.90) sú Airyho funkcie Ai(x) a Bi(x). Ich prie-
beh je znázornený na obrázku 4.18. Rie¥nie budeme, tak ako v prípade po-
tenciálového skoku h©ada´ v rozli£nom tvare pod©a toho v ktorej oblasti sa
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nachádzame.

Ψ(x) = eik0x + αe−ik0x x < −a (4.91)
Ψ(x) = βAi(ζ) + γBi(ζ) −a ≤ x < 0 (4.92)
Ψ(x) = δAi(η) + ϵBi(η) 0 ≤ x < a (4.93)
Ψ(x) = ϑeik0x x ≥ a (4.94)

kde α, β, γ, ϵ, ϑ sú kon²tanty, ktoré treba ur£i´. Pri ich ur£ovaní budeme po-
stupova´ ²tandardne. Poloºíme do rovnosti rie²enia a ich derivácie v hrani-
ciach oblastí - v bodoch pre ktoré platí x = −a, x = 0 a x = a. Po dlh²om
výpo£te dostaneme ²es´ rovn¢ pre ²es´ premenných:

e−ik0a + αeik0a = βAi(−ϱ) + γBi(−ϱ) (4.95)
i
√
ϱ(e−k0a − αeik0a = βAi′(−ϱ) + γBi′(−ϱ) (4.96)
βAi(µ) + γBi(µ) = δAi(µ) + ϵBi(µ) (4.97)
βAi′(µ) + γBi′(µ) = −δAi′(µ)− ϵBi′(µ) (4.98)
δAi(−ϱ) + ϵBi(−ϱ) = ϑeik0a (4.99)
δAi′(−ϱ) + ϵBi′(−ϱ) = −i√ϱϑeik0a (4.100)

kde: Ai′(x) = dAi(x)
dx

a Bi′(x) = dBi(x)
dx

. Pre zjednodu²enie zápisu rovníc (4.95)
aº (4.100) sme zaviedli nasledujúce premenné:

ϱ ≡ k20a
2
3 q

− 4
3

0 = (q0a)
2
3 )(

k0
q0
)2 (4.101)

µ ≡ a
2
3 q

− 4
3

0 (q20 − k20) = (q0a)
2
3 (1− k20

q20
) (4.102)

Rovnice (4.95) aº (4.100) tvoria s±tavu rovn¢, kde po£et rovn¢ sa rovná po£tu
premenných a teda sú vo v²eobecnosti rie²itelné. Ak e²te pouºijeme identitu
platnú pre Airyho funkcie:

Ai′(x)Bi(x)− Ai(x)Bi′(x) = 1 (4.103)

(£o je nei£, ako sin2(x) + cos2(x) = 1 pre harmonické funkcie), môºeme
napísa´ závere£ný vz´ah pre pravdepodobnos´ tunelovania:

T ≡ |ϑ|2 = ϱ
{[Bi(µ)Ai′(−ϱ)−Ai(µ)Bi(−ϱ)]2+ϱ[Bi(µ)Ai(−ϱ)−Ai(µ)Bi(−ϱ)]2}

× 1
{[Bi′(µ)Ai′(−ϱ)−Ai′(µ)Bi(−ϱ)]2+ϱ[Bi′(µ)Ai(−ϱ)−Ai′(µ)Bi(−ϱ)]2} (4.104)

Tento vz´ah je pomerne komplikovaný, ale s pomocou po£íta£a pomerne
jednoducho rie²telný.
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Obr. 4.19: Pravdepodobnos´ tunelovania cez tenkú (1 nm) trojuholníkovú ba-
rieru. Plná £iara znázor¬uje presný výpo£et pod©a vz´ahu (4.104), £iarkovaná
£iara predstavuje WKB priblíºenie.

Teraz sa pozrime ako moºno rie²enie vyjadrené vz´ahom (4.104) zjedno-
du²i´, ak uvaºjeme s pomaly sa meniacim potenciálom, alebo (£o je ekviva-
lentné) s málo sa meniacou vlnovou d¹kou - kritérium (4.51). Vlnovú d¨ºku
v závislosti od energie vlno£astice E a potenciálu U(x) s ktorým interaguje
moºno napísa´ takto:

λ(x) =
ℏ√

2m[E − U(x)]
(4.105)

Za predpokladu málo sa meniacej vlnovej d¨ºy na vzdialenosti jednej vlnovej
d©ºky. To platí v oblastiach x < −a a x > a kde mo¹no pouº´ kváziklasické
priblíºenie. V tejto oblasti moºno prija´ tieto predpoklady:

λ(x) =
1

k0
→ dλ(x)

dx
= 0 (4.106)

v oblasti −a ≤ x ≤ a pre zmenu vlnovej d¨ºky platí:

λ(x) = (
a

q20
)
1
3

1

i
√
ζ

→ dλ

dx
≡ dλ

dζ

dζ

dx
= − 1

2iζ
3
2

(4.107)

λ(x) = (
a

q20
)
1
3

1

i
√
µ

→ dλ

dx
≡ dλ

dµ

dµ

dx
= − 1

2iµ
3
2

(4.108)
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Z podmienky kváziklasickosti |dλ
dx
| ≪ 1 dostaneme:

|ζ| ≫ 1

|η| ≫ 1 (4.109)

Pouºijúc podmienky (4.109) môºeme pre Airyho funkcie vystupujúce vo
vzº �ahu (4.104) pouºi´ asymptotické rozvoje (t≫ 1, x ≡ 2

3
t
3
2 ):

Ai(t) ≈ t−
1
4 ex Ai′(t) ≈ t

1
4 ex

Bi(t) ≈ 1
2
t−

1
4 e−x Bi′(t) ≈ −1

2
t−

1
4 e−x (4.110)

Ai(−t) ≈ t−
1
4 cos(x+ π

4
) Ai′(−t) ≈ t

1
4 sin(x+

π

4
)

Bi(−t) ≈ t−
1
4 sin(x+ π

4
) Bi′(−t) ≈ −t

1
4 cos(x+

π

4
) (4.111)

Po dosadení asymptotických rozvojov do (4.104) dostaneme:

T ≈ e−
8
3
µ

3
2 = e

− 8
3

a
√

2m
ℏU0

(U0−E)
3
2 (4.112)

Vz´ah (4.112) moºno upravi´ na známy tvar:

T ≈ e
−2

∫ L
−L

√
2m
ℏ2

|U(x)−E|dx (4.113)

Na obrázku 4.19 je priebeh pravdepodobnosti T ako funkcia energie vlno£as-
tice po£ítanej pod© vz´ahu (4.113) vynesený preru²ovanou £iarou. Pre úzky
potenciál vidíme podstatný rozdiel medzi presným rie²ením a WKB priblí-
ºením.
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Kapitola 5

Rozli£né reprezentácie v
kvantovej mechanike

V tejto £asti ve©mi stru£ne zhrniem niektoré £rty kvantovo-mechanického
formalizmu a pripomeniem hlavné vlastnosti kvantového systému. V na²om
prípade budeme predpoklada´ diskrétne spektrum, ktorému je priradený sa-
mozdruºený operátor Â . Vlastné hodnoty tohto operátora ur£ujú moºné
výsledky merania A. Predpokladajme, ºe na za£iatku merania máme kvan-
tový systém po prechode �ltrom, ktorý upravil sústavu do stavu popísanom
normalizovaným vektorom |an⟩. Stav sústavy je plne popísaný vlnovou fun-
kciou

|ψ⟩ =
∑
n

⟨an|ψ⟩|an⟩ (5.1)

Pripomínam ,ºe vektory |an⟩ tvoria ortonormálnu bázu Hilbertovho pries-
toru, ktorý charakterizuje daný systém. �alej, amplitúda pravdepodobnosti
najdenia stavu φ popísaného normalizovaným vektorom |φ⟩ v stave ψ je vy-
jadrená vektorovým sú£inom

⟨φ|ψ⟩ (5.2)

Podstatou kvantového formalizmu je priradenie operátora pozorovatelnej ve-
li£ine A → Â a normalizovanému vektoru priradit stav ψ → |ψ⟩. Samoz-
rejme, existuje nekone£ne mnoho moºností, ako posklada´ vlny a operátory,
tak aby sme dosiahli rovnaké predpovede vývoja a stavu systému. Sta£í ak si
uvedomíme, ºe kaºdý podobnostný operátor Û , ak k nemu existuje inverzný
operátor, aplikovaný na sústavu A , vytvorí sústavu A′ vedie na rovnaké
vlastné hodnoty.

Â′ = ÛÂÛ−1 (5.3)
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Dá sa ukáza´, ºe predpovede kvantovej teórie sa nezmenia ani po takejto
transformácii a platí:

A→ Â′ ≡ ÛÂÛ−1 (5.4)

a tieº
ψ → |ψ′⟩ ≡ Û|ψ⟩ (5.5)

a na záver z unitarity operátora Û vyplýva:

⟨φ′|ψ′⟩ = ⟨φ|ψ⟩ (5.6)

takºe dostávame rovnaké spektrum vlastných hodnôt a výsledkov meraní, ale
aj rovnaké predpovede vývoja sústavy. Tieto úvahy sú dôleºité na správne
pochopenie nasledujúceho výkladu.

5.1 Schrödingerova reprezentácia

Prira¤me ku konkrétnemu fyzikálnemu systému evolu£ný operátor Û, ktorý
je rie²ením evolu£nej rovnice:

iℏ
∂Û(t, t0)

∂t
= Ĥ(t)Û(t, t0) (5.7)

s príslu²nou okrajovou podmienkou

Û(t0, t0) = 0 (5.8)

Vývoj systému, ak v £asovom intervale ⟨t0, t⟩, ak nenastala zmena v samotnej
sústave, vyjadríme zmenou stavového vektoru:

|ψ⟩ = Û(t0, t)|ψ(t0⟩ (5.9)

Príslu²ná dynamika systému je daná zmenou stavových vektorov. Operátory,
ktoré zodpovedajú pozorovanej veli£ine sú síce tieº funkciami £asu, ale ich
£asový vývoj je dopredu daný a nezávisí na dynamike systému.

5.2 Heisenbergova reprezentácia

V Heisenbergovej reprezentácii je £asový vývoj sústavy popísaný zmenou
operátora, ktorý vyhovuje diferenciálnej rovnici:

dÂH(t)

dt
=
∂Û(t, t1)

+(t, t1)

∂t
ÂÛ(t, t1) + Û+(t, t1)Â

∂Û(t, t1)

∂t
(5.10)
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alebo v skrátenej forme, ktorú budem pouºiva´:

dÂH(t)

dt
=

1

iℏ
[ÂH(t), ĤH(t)] (5.11)

s po£iato£nou podmienkou
ÂH(t1) = Â (5.12)

5.3 Diracova - interak£ná reprezentácia

V prípade, ak máme do£inenia so sústavou, ktorá sa skladá s nieko©kých pod-
sústav, ktoré spolu interagujú, je výhodné pouºi´ interak£nú reprezentáciu.
V tejto reprezentácii vyjadríme hamiltonov operátor, ako sú£et dvoch £lenov:

Ĥ = Ĥ0 + V̂ (5.13)

kde Ĥ0 je hamiltonov operátor v ktorom nie je zapo£ítaná interakcia a V̂ je
operátor vzájomného pôsobenia. To je obvykle prípad interakcie medzi kvan-
tovými sústavami. Prechod od Schrödingerovej reprezentácie k interak£nej
reprezentácii vztiahnutej na vlnovú funkciu ψSch → ψInt zabezpe£í unitárny
operátor závisiaci na £ase, ktorý vyjadríme v tvare:

Ŝ(t) = exp{ i
ℏ
Ĥ0t} (5.14)

potom pre transformáciu vlnovej funkcie platí:

ψSch(r, t) = Ŝ(t)ψInt(r, t) (5.15)

po dosadení tejto funkcie do Schrödingerovej rovnice dostaneme rovnicu v
interak£nej reprezentácii:

iℏ
∂ψInt(r, t)

∂t
= V̂Int(t)ψInt(r, t) (5.16)

kde

V̂Int(t) = Ŝ(t)V̂IntŜ
+(t) ≡ exp{ i

ℏ
Ĥ0t}V̂exp{−

i

ℏ
Ĥ0t} (5.17)

Tu je treba poznamena´, ºe v interak£nej reprezentácii sa v²etky operátory
menia s £asom a teda pre ©ubovolný operátor Â v interak£nej reprezentácii
platí:

ÂInt = exp{ i
ℏ
Ĥ0t}Âexp{−

i

ℏ
Ĥ0t} (5.18)
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Ostatnú rovnicu vyjadrujeme obvykle v skrátenej forme takto:

dÂInt

dt
=

1

iℏ
[ÂInt, Ĥ0] (5.19)

Interak£ná reprezentácia tvorí istý medzistupe¬ medzi Schrödingerovou a He-
insenbergovou reprezentáciou, ke¤ £asová zmena stavového vektora je ovplyv-
¬ovaná len operátorom vzájomného pôsobenia.

5.4 Diferenciálna rovnica operátora rozdelenia
hustoty pravdepodobnosti ϱ̂

Diferenciálna rovnica popisujúca £asový vývoj operátora rozdelenia hustoty
pravdepodovnosti ϱ̂ v interak£nej reprezentácii má tvar:

iℏ
dϱ̂

dt
= [V̂, ϱ̂] (5.20)

kde: V̂ je porucha Hamiltonovho operátora závislá na £ase, vyjadrena v inte-
rak£nej reprezentácii. £asový vývoj operátora rozdelenia hustoty pravdepo-
dobnosti je dôleºitý z poh©adu vyjadrenia strednej hodnoty pozorovate©ného
operátora ⟨Ô⟩ . Ide o veli£inu, ktorú dokáºeme pozorova´ v makroskopickom
meraní. Matematicky moºno túto veli£inu ur£i´ z nasledujúceho vz´ahu:

⟨Ô⟩ = Tr(ϱ̂Ô) (5.21)

V ¤al²om výklade sa sústredíme na metódy, ktoré nám umoºnia vypo£íta´
tieto hodnoty.

5.5 Rozbor kvantovej sústavy,
ktorá obsahuje rozli£né podsústavy

V tejto chvíli sme pripravení urobit kvalitatívne úvahy a kvantitatívne vý-
po£ty vývoja sústavy, ktorá obsahuje sústavu fermiónov, bozónov a pôsobí
na sústavu vonkaj²ie elektrické pole. Sústava samotná navy²e stvorí disipa-
tívny systém, s ktorým musíme pri výpo£toch po£íta´. Zamyslime sa najskôr,
ako moºno rozvinú´ do radu £asový vývoj operátora rozdelenia hustoty prav-
depodobnosti ϱ̂, ktorý je výsledkom rie²enia diferenciálnej rovnice (5.20). V
¤al²om budeme predpoklada´, ºe porucha vyjadrená operátorom V̂ je málá a
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moºno ju vyjadri´, ako poruchu prvého rádu. Prislúchajúci operátor ϱ̂ moºno
vyjadri´ v tvare:

ϱ̂ =
∑
k

ϱ̂(k) (5.22)

kde ϱ̂(k) je malá veli£ina k-teho rádu v porovnaní k hodnote V̂. Po dosadení
do rovnice (5.20) dostaneme:

iℏ
∑
k

dϱ̂(k)

dt
=

∑
k

[V̂, ϱ̂(k)] (5.23)

Porovnaním pravej a ©avej strany predchádzajúcej rovnice pod©a rádu ve©-
kosti poruchy dostaneme:

iℏ
dϱ̂(k)

dt
= [V̂, ϱ̂(k−1)] (5.24)

ako nulté priblíºenie pre operátor rozdelenia hustory pravdepodobnosti ob-
vykle berieme operátor ϱ̂ v £ase t. Rovnicu (5.24) rie²ime formou postupných
aproximácii:

ϱ̂(t+ τ) = ϱ̂(0)(t) + ϱ̂(1)(t+ τ) + . . . (5.25)

túto rovnicu ¤alej rozpí²eme takto:

ϱ̂(t+ τ) = ϱ̂(0)(t)− i

ℏ

∫ τ

0

[V̂(t+ τ ′), ϱ̂(t)]dτ ′ −

− 1

ℏ2

∫ τ

0

dτ ′
∫ τ ′

0

[V̂(t+ τ ′, [V̂(t+ τ ′′), ϱ̂(t)]]dτ ′′ · · · (5.26)

Treba pripomenú´, ºe týmto vz´ahom je ur£ená £asová závislos´ operátora
rozdelenia hustoty pravdepodobnosti s presnos´ou po£tu £lenov rozvoja. Ak
na pravej strane uváºime len dva £leny, tak máme rozvoj s presnos´ou do
druhého rádu. Rovnicu (5.26) pouºijeme ako zjednodu²ené rie²enie vo v²e-
obecnosti nelineárnej rovnice (5.20) prevedením bu¤ na linearizovaný tvar,
alebo na sústavu diferenciálnych rovníc s kon²tantnými koe�cientami.
De�nujme, ºe sústavu skladajúcu sa z nieko©kých podsústav moºno charak-
terizova´ v ur£itom kvantovom stave pomocou ketvektora |n⟩. Zamerajme sa
teraz na konkrétnu sústavu, ktorá sa skladá z aktívnych £astíc (zatia© bo-
zónov), ktoré interagujú s disipatívnou sústavou. Na opis pouºijeme rozvoj
(5.26) a pojdeme do druhého priblíºenia. Je to tro²ku pracné, ale výsledok
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bude stá´ za to:

ϱ̂(t+ τ) = ϱ̂(0)(t)− i

ℏ

∫ τ

0

[V̂(t+ τ ′), ϱ̂(t)]dτ ′ −

− 1

ℏ2

∫ τ

0

dτ ′
∫ τ ′

0

V̂(t+ τ ′)V̂(t+ τ ′′)ϱ̂(t)dτ ′′ +

+
1

ℏ2

∫ τ

0

dτ ′
∫ τ ′

0

V̂(t+ τ ′)ϱ̂(t)V̂(t+ τ ′′)dτ ′′ +

+
1

ℏ2

∫ τ

0

dτ ′
∫ τ ′

0

V̂(t+ τ ′′)ϱ̂(t)V̂(t+ τ ′)dτ ′′ +

+
1

ℏ2

∫ τ

0

dτ ′
∫ τ ′

0

ϱ̂(t)V̂(t+ τ ′′)V̂(t+ τ ′)dτ ′′+ (5.27)

Pripomíname, ºe operátor V̂(t) je v tejto reprezentácii závislý na £ase a preto
ho moºno rozloºi´ do Fourierovho radu:

V̂(t) =
∑
r

Vrexp[i(ωr)F
(r)(t)] (5.28)

kde F(r)(t) je £as´ väzobného operátoru, ktorý prislúcha disipatívnej podsú-
stave. Po dosadení (5.28) do rozvoja (5.27) a rozdelení na aktívnu a disipa-
tívnu podsústavu,

ϱ(t) = σ(t)ϱB (5.29)

kde ϱB je £as´ operátora rozdelenia hustoty vztiahnutého na disipatívnu pod-
sústavu, dostaneme (znovu dos´ komplikovaný) nasledujúci rozvoj:

σ(t+ τ) = σ(t) + TrB

{
− i

ℏ
∑
r

∫ τ

0

exp[iωr(t+ τ ′)][V(r)F(r)(t+ τ ′), ϱ(t)]dτ ′

− 1

ℏ2
∑
r

∑
s

∫ τ

0

dτ ′
∫ τ ′

0

dτ ′′exp[iωr(t+ τ ′)]×

{ + V(r)F(r)(t+ τ ′)V(r)F(r)(t+ τ ′′)ϱ(t)

− V(r)F(r)(t+ τ ′)ϱ(t)V(r)F(r)(t+ τ ′′)

− V(r)F(r)(t+ τ ′′)ϱ(t)V(r)F(r)(t+ τ ′)

+ ϱ(t)V(r)F(r)(t+ τ ′′)V(r)F(r)(t+ τ ′)}
}

(5.30)

Tento nesmierne dlhý výraz vznikol postupným aplikovaním pravidiel pre
[· , · ] notáciu a obsahuje pä´ £lenov, ktoré ozna£íme I1 aº I5. V ¤al²om bu-
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deme postupne upravova´ a analyzova´ tieto £leny:

I1 = TrB
∑
r

{
V(r)F(r)(t+ τ ′′)ϱ(t)− ϱ(t)V(r)F(r)(t+ τ ′′)

}
exp[iωr(t+ τ ′)]

=
∑
r

{
exp[iωr(t+ τ ′)]V(r)σ(t) TrB[F

(r)(t+ τ ′)ϱB]−

− exp[iωr(t+ τ ′)]σ(t)V(r)TrB[ϱBF
(r)(t+ τ ′)]

}
(5.31)

V tomto vz´ahu môºeme urobi´ e²te jednu úpravu:

TrB[F
(r)(t+ τ ′)ϱB] = TrB

[
exp

(
i(t+ τ ′)

F

ℏ
)
F(r)(0)exp

(
i(t+ τ ′)

F

ℏ
)
ϱB

]
=

=
∑

α,β,γ,δ

{
⟨α|exp

(
i(t+ τ ′)

F

ℏ
)
|β⟩⟨β|F(r)|γ⟩⟨γ|exp

(
i(t+ τ ′)

F

ℏ
)
|δ⟩⟨δ|ϱB|α⟩

=
∑
α

exp
(
i(t+ τ ′)

Fα

ℏ

)
F (r)
αα exp

(
− i(t+ τ ′)

Fα

ℏ

) gαexp(−Fα/kBT )∑
β gβexp(−Fβ/kBT )

=
∑
α

F (r)
αα

gαexp(−Fα/kBT )∑
β gβexp(−Fβ/kBT )

(5.32)

Tu sme predpokladali, ºe disipatívna podsústava je termostatická a teda platí:

ϱB;αα =
gαexp(−Fα/kBT )∑
β gβexp(−Fβ/kBT )

(5.33)

kde Fα je vlastné £íslo operátora F̂ v stave α. Toto £íslo zodpovedá energii
v danom stave. Teda prvý £len rozvoja (5.30) I1 moºno napísa´ v pomerne
kompaktnom tvare:

I1 =
∑
α

∑
r

exp[iωr(t+ τ ′)]Fr;αα
gαexp(−Fα/kBT )∑
β gβexp(−Fβ/kBT )

[V(r), σ(t)] (5.34)

Pozrime sa teraz na druhý £len rozvoja (5.30) I2:

I2 = TrB

(∑
r

∑
s

exp[iωr(t+ τ ′)]exp[iωs(t+ τ ′′)]V(r)F(r)(t+ τ ′)V(s)F(s)(t+ τ ′′)ϱ(t)
)
=

=
∑
r

∑
s

exp[iωr(t+ τ ′)]V(r)V(s)exp[iωs(t+ τ ′′)]σ(t) TrB

[
F(r)(t+ τ ′)F(s)(t+ τ ′′)ϱB

]
(5.35)

75



Zamerajme sa teraz na poslednú cas´ TrB[F(r)(t+ τ ′)F(s)(t+ τ ′′)ϱB] druhého
£lena I2 rozvoja (5.30):

TrB

[
F(r)(t+ τ ′)F(s)(t+ τ ′′)ϱB

]
=

= TrB

[
exp

(
i(t+ τ ′)

F

ℏ

)
F(r)(0)exp

(
− i(t+ τ ′)

F

ℏ

)
×

exp
(
i(t+ τ ′′)

F

ℏ

)
F(s)(0)exp

(
− i(t+ τ ′′)

F

ℏ

)]
=

∑
α

∑
α′

exp(iΩαα′(t′ − t′′)Fr;αα′Fs;α′α
gαexp(−Fα/kBT )∑
β gβexp(−Fβ/kBT )

(5.36)

V ostatnom vz´ahu (5.36) sme pre preh©adnos´ pouºili ozna£enie :

Ωαα′ =
(Fα − Fα′)

ℏ
(5.37)

Na záver, po dosadení výrazu (5.36) do vz´ahu (5.35) dostaneme vyjadrenie
pre druhý £len I2:

I2 =
∑
r,s

∑
α,α′

exp
[
i(ωr + ωs)t

]
exp

[
i(ωr + Ωαα′)τ ′

]
exp

[
i(ωr + Ωα′α)τ

′′
]
×

Fr;αα′Fs;α′α
gαexp(−Fα/kBT )∑
β gβexp(−Fβ/kBT )

V(r)V(s)σ(t) (5.38)

Podobne moºno ukáza´, ºe pre ¤al²ie £leny I3 aº I5 platí:

I3 = TrB

(∑
r

∑
s

exp[iωr(t+ τ ′)]exp[iωs(t+ τ ′′)]V(r)F(r)(t+ τ ′)ϱ(t)V(s)F(s)(t+ τ ′′)
)
=

=
∑
r,s

∑
α,α′

exp
[
i(ωr + ωs)t

]
exp

[
i(ωr + Ωαα′)τ ′

]
exp

[
i(ωr + Ωα′α)τ

′′
]
×

Fr;αα′Fs;α′α
gαexp(−Fα/kBT )∑
β gβexp(−Fβ/kBT )

V(r)σ(t)V(s) (5.39)

I4 = TrB

(∑
r

∑
s

exp[iωr(t+ τ ′′)]exp[iωs(t+ τ ′)]V(r)F(r)(t+ τ ′′)ϱ(t)V(s)F(s)(t+ τ ′)
)
=

=
∑
r,s

∑
α,α′

exp
[
i(ωr + ωs)t

]
exp

[
i(ωr + Ωα′α)τ

′′
]
exp

[
i(ωr + Ωαα′)τ ′

]
×

Fs;α′αFr;αα′
gαexp(−Fα/kBT )∑
β gβexp(−Fβ/kBT )

V(s)σ(t)V(r) (5.40)
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I5 = TrB

(∑
r

∑
s

exp[iωr(t+ τ ′′)]exp[iωs(t+ τ ′)]ϱ(t)V(r)F(r)(t+ τ ′′)V(s)F(s)(t+ τ ′)
)
=

=
∑
r,s

∑
α,α′

exp
[
i(ωr + ωs)t

]
exp

[
i(ωr + Ωα′α)τ

′′
]
exp

[
i(ωr + Ωαα′)τ ′

]
×

Fs;α′αFr;αα′
gαexp(−Fα/kBT )∑
β gβexp(−Fβ/kBT )

σ(t)V(s)V(r) (5.41)

Nuº, celkom dobrá kláda. Treba da´ ve©mi dobrý pozor na poradie £le-
nov,pretoºe pri krea£ných anihila£ných operátorov budú niektoré £leny ob-
sahova´ derivácie. Na záver dosadíme v²etky £leny I1 aº I5 do rovnice (5.30)
a po integrácii jednotlivých £lenov pre limitu τ → ∞ dostaneme upravený
rozvoj pre σ(t+ τ)

σ(t+ τ) = σ(t) +
iτ

ℏ
∑
r,α

Fr;ααΞα[Vωr→0(ωr, σ(t)]

− iτ

ℏ
∑
r,α

Fr;ααΞα[V(ωr), σ(t)]ζωr ̸=0(ωr)

− τ

ℏ2
∑
r

∑
αα′

{
Fr;αα′F−r;α′αΞα[V(ωr)V(−ωr)σ(t)−V(−ωr)σ(t)V(ωr)]

+ Fr;αα′F−r;α′αΞα′ [σ(t)V(−ωr)σ(t)V(ωr)−V(−ωr)V(ωr)]
}

×
{ iτ

−ωr − Ωαα′
+ 2πτδ(−ωr + Ωαα′)

i sin{τ(ωr + Ωαα′)

(−ωr + Ωαα′)2

− 1

ωs + Ωα′α
ζ(ωr + ωs) +

1

ωs + Ωα′α
ζ(ωr + Ωαα′)

}
(5.42)

kde: ωr + ωs ̸= 0 a Ξα = gαexp(−Fα/kBT )∑
β gβexp(−Fβ/kBT )

zodpovedá pôsobeniu disipatívnej

sústavy. �alej budeme zanedbáva´ £leny , ktoré obsahujú singulárnu funkciu
ζ. Tu treba poznamena´, ºe funkcia ζ(x) je de�novaná takýmto vz´ahom:

ζ(x) = i lim
K→∞

∫ K

0

exp(iωx)dω ≡ lim
K→∞

1− eiKx

x
(5.43)

a pre sú£in funkcie ζ(x) s ©ubovolnou funkciou f(x), ktorá sp¨¬a Jordanovu
podmienku na polkruºnici s nekone£ným polomerom, dostaneme:∫ +∞

−∞
f(x)ζ(x)dx =

∫
⊎

f(x)

x
dx (5.44)
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kde ⊎ ozna£uje, ºe integra£ná cesta krivkového integrálu sa vyhýba pólu pre
x → 0. V ¤al²om prejdime k limite τ → 0 a dostaneme pre rozvoj (5.30)
pomerne povzbudivý tvar:

dσ

dt
= − i

ℏ
∑
r

∑
α

Fr;ααΞα[V(ωr), σ(t)]

− 1

ℏ2
∑
r

∑
αα′

ΞαF−r;αα′Fr;α′α[V(ωr),V(−ωr)σ(t)]2πδ(−ωr + Ωαα′)

− 1

ℏ2
∑
r

∑
αα′

ΞαFr;αα′F−r;α′α[σ(t)V(ωr),V(−ωr)]2πδ(−ωr + Ωαα′)

(5.45)

ozna£me teraz pre lep²iu prehladnos´:

K
(1)
r;αα′ =

2π

ℏ2
Fr;αα′F−r;α′α

K
(2)
r;αα′ =

2π

ℏ2
F−r;αα′Fr;α′α

Disipatívna sústava je sústava s vysokým stup¬om vo©nosti, £o nám umoº¬uje
prechod od sumácie k integrovaniu:∑

α

∑
α′

K
(1)
r;αα′Ξαδ(−ωr + Ωαα′) →

→
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
K(1)

r (Fα, Fα′)Ξαδ(−ωr + Ωαα′)dFα′dFα

=

∫ ∞

−∞
K(1)

r (Fα, Fα + ℏωr)ΞαdFα = A
(r)
1 (5.46)

a ve©mi podobne odvodíme ¤al²í koe�cient, treba si v²ak da´ pozor na zmenu
hladín v disipatívnej sústave:∑

α

∑
α′

K
(2)
r;αα′Ξαδ(−ωr + Ωαα′) →

→
∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
K(2)

r (Fα, Fα′)Ξαδ(−ωr + Ωα′α)dFαdFα′

=

∫ ∞

−∞
K(2)

r (Fα, Fα + ℏωr)
g(Fα′ + ℏωr)exp{−(Fα′/kBT ) + (ℏωr/kBT )}∑

β gβexp(−Fβ/kBT )
dFα′

= exp
( ℏωr

kBT

)∫ ∞

−∞
K(2)

r (Fα, Fα + ℏωr)
g(Fα′ + ℏωr)exp{−(Fα′/kBT )}∑

β gβexp(−Fβ/kBT )
dFα′

= exp
( ℏωr

kBT

)
A

(r)
2 (5.47)
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Takºe teraz môºeme napísa´ rovnicu (5.45) v kompaktnom tvare:

dσ

dt
= −

∞∑
r=1

A
(r)
1

(
[Vr,V

+
r σ] + [σVr,V

+
r ]
)

−
∞∑
r=1

A
(r)
2

( ℏωr

kBT

)(
[V+

r ,Vrσ] + [σV+
r ,Vr]

)
(5.48)

kde V(−ωr) = V+(ωr) = V+
r . Takºe sme dostali kone£ný tvar diferenciálnej

rovnice (5.45), ktorá ur£uje £asový vývoj operátora rozdelenia hustoty prav-
depodobnosti vztiahnutého na dynamickú podsústavu, ktorá je sú£as´ou inej
disipatívnej podsústavy. Tu treba zdôraznit, ºe uvedená rovnica platí len, ak
disipatívna podsústava je termostatická.
Rovnicu (5.48) prevedieme na rovnicu, ktorá obsahuje maticové £leny σnm:

dσnm
dt

= −
∞∑
r=1

∑
j

{
σnm[(Vr;njV

∗
r;jn + V ∗

r;mjVr;jm)]A
(r)
1

+ (V ∗
r;njVr;jn + V ∗

r;mjVr;jm)]A
(r)
2 exp(ℏωr/kBT )]

− σjj[n=m(Vr;njV
∗
r;jn + V ∗

r;mjVr;jm)]A
(r)
1

+ n=m(V
∗
r;njVr;jn + V ∗

r;mjVr;jm)]A
(r)
2 exp(ℏωr/kBT )]

}
(5.49)

Teraz môºeme napísa´ v kompaktnom tvare maticové elementy operátora
hustoty pravdepodobnosti vz´iahnutého na dynamickú podsústavu v inte-
rakcii s termostatickou disipatívnou podsústavou. Najskôr napí²me vz´ah pre
diagonálne £leny.

dσnn
dt

=
∑
j

(wjnσnn − wnjσnn) (5.50)

kde:

wjn =
∞∑
r=1

{
(Vr;njV

∗
r;jn + V ∗

r;njVr;jn)]A
(r)
1

+ (V ∗
r;njVr;jn + V ∗

r;njVr;jn)]A
(r)
2 exp(ℏωr/kBT )]

}
(5.51)

wnj =
∞∑
r=1

{
(Vr;njV

∗
r;jn + V ∗

r;njVr;jn)]A
(r)
1

+ (V ∗
r;njVr;jn + V ∗

r;njVr;jn)]A
(r)
2 exp(ℏωr/kBT )]

}
(5.52)

Veli£iny wjn a wnj nazývane pravdepodobnos´ prechodu z energetickej hla-
diny n na hladinu j a obrátene vztiahnuté na £asovú jednotku. V¤aka prin-
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cípu mikroskopickej rovnováhy platí:

wjn = w∗
nj (5.53)

Pre nediagonálne £leny platí rovnica:

dσnm
dt

= − 1

Tnm

σnm (5.54)

kde:

1

Tnm

=
∞∑
r=1

∑
j

{
(Vr;njV

∗
r;jn + V ∗

r;mjVr;jm)]A
(r)
1

+ (V ∗
r;njVr;jn + V ∗

r;mjVr;jm)]A
(r)
2 exp(ℏωr/kBT )]

}
(5.55)

Veli£ina 1/Tnm zodpovedá prevrátenej relaxa£nej dobe vyplývajúcej z nedia-
gonálnych £lenov matice σnm.
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Kapitola 6

Multy-stavové kvantové sústavy

V tejto £asti pouºijeme výsledky z predchádzajúcej kapitoly, ktoré apliku-
jeme na konkrétne podsústavy, ktoré obsahujú fotóny, fonóny alebo fermióny.
Skôr, ako to urobíme, musíme si objasni´ jednu zvá²tnu metódu nazývanú
druhé kvantovanie. Pomocou tejto metódy nám bude umoºnené ²tudova´ sú-
stavy pozostávajúce z rovnakých £astí (fotónov, fonónov a fermiónov), ktoré
sú v interakcii s disipatívnou sústavou. Podstata tejto metódy spo£íva v
tom , ºe na popis sústavy identických £astíc sa nevolí úplný súbor (kvan-
tovo)mechanických veli£ín, tak ako sme navyknutí z jedno£asticového opisu
kvantovej sústavy, ale popisuje sa po£et £astíc v jednotlivých stavoch. V
¤al²om výklade si postupne priblíºime princíp a vlastnosti fotónov - kvanto-
vaním vlnovej rovnice, fonónov - kvantovaním harmonického oscilátora a ná-
sledne elektrónov - kvantovaním Schödingerovho po©a. Je to pomerne z¨havý
postup, ale pre dobré pochopenie interakcie jednotlivých podsústav s disipa-
tívnou podsústavou, sa ukazuje ako ve©mi vhodným.

6.1 Kvantovanie vlnovej rovnice

V tejto £asti sa pozrieme, ako moºno matematicky opísa´ kvantum elektro-
magnetického po©a - fotón a tieº, ako musíme s daným formalizmom krea£-
ných a anihila£ných operátorov pracova´. Na základe istých úvah , ktoré je
treba urobi´ vrámci opisu elektromagnetického po©a je jasné, ºe na objasnenie
kvantovania po©a musíme pouºi´ vektorový potenciál A. Tento potenciál vy-
stupuje v de�nícii intenzít po©a (nasledujúce úvahy sú urobené v Gaussových
jednotkách):

E = −c−1∂A

∂t
−▽φ (6.1)

H = ▽×A (6.2)
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Vlnová rovnica pre vektorový potenciál A

▽2A = ε0µ0
∂2

∂t2
A (6.3)

opisuje trojicu vlnových rovníc pre jednotlivé zloºky vektorového potenciálu.
(pripomínam, ºe ε0µ0 = 1/c2) Na túto rovnicu v ¤al²om aplikujeme recepty
kvantovania. Najskôr v²ak potrebujeme ur£i´ Lagrangeovu funkciu v tvare:

L =

∫
L(A(x, t)d3x (6.4)

kde L ozna£uje hustotu lagrangiánu, ktorú pre tento prípad vyjadríme v
tvare:

L =
ε0
2
Ȧ2 − 1

µ0

((▽Ax)
2 + (▽Ay)

2 + (▽Az)
2) (6.5)

V ¤al²om vyjadríme kanonicky zdruºené (podotýkam klasické) hybnosti:

Πx(x) =
δL

δȦx(x)
= ε0Ȧx(x) (6.6)

Πy(x) =
δL

δȦy(x)
= ε0Ȧy(x) (6.7)

Πz(x) =
δL

δȦz(x)
= ε0Ȧz(x) (6.8)

�al²ím krokom v na²om odvodzovaní je rozloºenie vektorového potenciálu
A(x, t) pod©a rovinných v¨n:

A(x, t) =
∑
w,j

√
ℏ

2ωwε0
(ew,j

1√
V
eiwxbw,j + ew,j

1√
V
e−iwxb+w,j) (6.9)

kde sme zaviedli bezrozmernú amplitúdu bw,j (pre b+w,j je vz´ah podobný)
podla transforma£ného vz´ahu:

Aw,j =

√
ℏ

2ωwε0

1

V
ew,jbw,j (6.10)

kde: pribudol index j = 1, 2 z dôvodu polarizácie a ew,j je jednotkový vektor.
Z dôvodu preh©adnosti sme vynechali £as t. Stále sa nachádzame v klasickej
oblasti takºe bw,j a b+w,j zodpovedajú klasickým amplitúdam. Vzh©adom na
tranzverzálnos´ vektorového potenciálu ▽ ·A = 0 platí:

ew,j ·w = 0 (6.11)
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kde j = 1, 2. Predpokladajme ¤Tu sme pouºili rovnos´ alej, ºe smery polari-
zácie sú na seba kolmé a teda platí:

ew,1 · ew,2 = 0 (6.12)

Pouºijúc tento rozvoj dostaneme pre kanonicky zdruºené hybnosti nasledu-
júci vz´ah:

Π(x) ≡ ε0Ȧ = i
∑
w,j

√
ℏωwε0

2
(ew,j

1√
V
eiwxbw,j + ew,j

1√
V
e−iwxb+w,j) (6.13)

Teraz máme urobenú dobrú prípravu na kvantovanie po©a. Za£neme komu-
tátormi medzi zloºkami vektorového potenciálu a kanonicky zdruºenej hyb-
nosti. Na základe kolmosti polarizácie moºno ukáza´ bez újmy na v²eobec-
nosti, ºe platia nasledujúce komuta£né vz´ahy:

[Ak(x), Aj(x
′)] = 0

[Πk(x), Πj(x
′)] = 0 (6.14)

kde k = x, y, z a j = x, y, z. Zamyslime sa teraz, ako vyzerajú komuta£né
vz´ahy i-tej zloºky kanonicky zdruºenej hybnosti Π a j-tej zloºky amplitúdy
po©a A. Pokusne navrhnime tvar komutacie, tak ako by sme ho o£akávali:

[Πk(x), Aj(x
′)] =

ℏ
i
δkjδ(x− x′) (6.15)

Teraz je potrebné vyskú²a´, £i vz´ah (6.15) je v sú©ade s predpokladom di-
vergencie po©a rovnej nule:

▽x′ · [Πk(x),A(x′)] ≡ [Πk(x),▽x′ ·A(x′)] = 0 (6.16)

Operáciu divergencie aplikujeme na pravú stranu rovnice (6.15) a dostaneme
vz´ah:

3∑
j=1

∂

∂x′j
δkjδ(x− x′) =

∂

∂x′k
δ(x− x′) ̸= 0 (6.17)

Tento výraz je rôzny od nuly, £o je v rozpore s predpokladom (6.16). Aby
sme dostali �správny�vz´ah pre komutáciu, musíme upravi´ komuta£ný vz´ah
(6.15). Skúsme teda preskúma´ dôvod divergencie výrazu:

δkjδ(x− x′) =
1

(2π)3

∫
weiw(x−x′)d3w (6.18)
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Urobme za týmto ú£elom nasledujúcu matematickú operáciu:
3∑

j=1

∂

∂x′j
δkjδ(x− x′) =

1

(2π)3

∫
−iwke

iw(x−x′)d3w (6.19)

Teraz sa pozrime na to, ako treba pozmeni´ δ-funkciu, aby sme na pravej
strane komuta£ného vz´ahu (6.15) dostali nulovú divergenciu, ktorú poºadu-
jeme vo vz´ahu (6.16). Ke¤ºe okrem δkj máme uº len jeden tenzor druhého
rádu (vyjadrený diádou wkwj), potom treba výraz δkjδ(x−x′) zmeni´ takto:

δkjδ(x−x′) → Fkj(x−x′) =
1

(2π)3

∫
weiw(x−x′)(δkj−wkwjf(w))d

3w (6.20)

kde f(w) je zatia© neznáma funkcia, ktorá závisí len od w. Túto funkciu
budeme h©ada´ tak, ºe urobíme divergenciu z upravenej funkcie Fkj(x− x′):

3∑
j=1

∂

∂x′j
Fkj(x−x′) =

1

(2π)3

∫
eiw(x−x′)(−iwk+iwk(w

2
1+w

2
2+w

2
3)f(w) (6.21)

Dosta£ujúcim dôvodom na to, aby sa pravá strana rovnala nule je:

f(w) =
1

w2
(6.22)

Tento výsledok nás vedie k tomu, aby sme pravú stranu komuta£ného vz´ahu
(6.15) pozmenili tak, ºe nahradíme δkjδ(x− x′) �tranzverzálnou δ-funkciou�:

δ′′kj(x− x′) =
1

(2π)3

∫
eiw(x−x′)(δkj −

wkwj

w2
) (6.23)

Integral (6.23) sa dá pomerne ©ahko vypo£íta´, ke¤ wk a wj vyjadríme po-
mocou derivácie exponenciálnej funkcie pod©a xk a xk. Potom moºno (6.15)
vyjadri´ v tvare:

δ′′kj(x− x′) = δkj(x− x′)) +
δ

δxk

δ

δxj

(
1

(2π)3

∫
eiw(x−x′) 1

w2
d3w

)
(6.24)

Integrál v zátvorkách sa dá vypo£íta´ a tak po istej námahe dostaneme:∫
eiw(x−x′) 1

w2
d3w = − 1

4π

1

|x− x′|
(6.25)

Nakoniec dosa¤me výraz (6.25) do výrazu (6.24) a ten pouºime na pravej
strane komuta£ného výrazu (6.15) a dostaneme vz´ah medzi kanonicky zdru-
ºenou hybnos´ou Π a po©om A v poºadovanom tvare:

[Πk(x), Aj(x
′)] ≡ ℏ

i
δ′′kj(x− x′) =

ℏ
i

(
δkjδ(x− x′)− 1

4π

δ2

δxkδxj

1

|x− x′|

)
(6.26)
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Po istej námahe dostaneme komuta£né vz´ahy:

[bw,j, b
+
w′,j′ ] = δjj′δww′

[bw,j, bw′,j′ ] = 0

[b+w,j, b
+
w′,j′ ] = 0 (6.27)

V ¤al²om sa pokúsime napísa´ Hamiltonov operátor pomocou rozvojov pre
A (6.9) a Π (6.13) vychádzajúc z klasickeho vyjadrenia energie elektromag-
netického po©a:

U =
1

2

∫
(ε0E

2 + µ0H
2)d3x (6.28)

Po dosadení z rovníc pre intenzitu elektrického po©a E (poznamenávam, ºe
je uvedená v Gaussových jednotkách)

E = −▽ φ− c−1∂A

∂t
(6.29)

a intenzitu magnetického po©a H

H = ▽×A (6.30)

dostaneme:
U =

1

2
ε0

∫
Ȧ2d3x+

1

2µ0

∫
(▽×A)2d3x (6.31)

Ak teraz rozpí²eme výraz (▽×A)2 po jednotlivých zloºkách a uváºime, ºe
▽ ·A = 0 a následne pouºijeme integráciu per partes dostaneme vyjadrenie
pre U , ktoré je zhodné s vyjadrením pre Hamiltonovu funkciu:

U ≡ H =

∫
ε0
2
Ȧ2d3x−

∫
1

µ0

((▽Ax)
2 + (▽Ay)

2 + (▽Az)
2)d3x (6.32)

Po tomto malom odbo£ení dosa¤me do ostatnej rovnice (6.32) rozvoje A
(6.9) a Π (6.13), tak ako sme si to naplánovali na za£iatku vyjadrenia pre
energiu. Takto moºno prejs´ od Hamiltonovej funkcie v klasickom vyjadrení
ku Hamiltonovmu operátoru v kvantovo-mechanickom vyjadrení:

Ĥ =
∑
w,j

ℏωw

(
b̂+w,j b̂w,j +

1

2

)
(6.33)

Dostali sme úplne identické vyjadrenie pre Hamiltonov operátor, ako sme
zvyknutí pre bozóny. výraz

∑
w,j(1/2)ℏωw predstavuje energiu nulových kmi-

tov. V tomto vyjadrení frekvencie s narastajúcim w rastú a suma vo vyjad-
rení (6.33) prebieha bez ohrani£enia do nekone£na, ostatný vyraz diverguje.
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V¤aka tejto vlastnosti sa niekedy energia nulových kmitov zanedbáva, £o
nemusí by´ vo v²eobecnosti moºné. Po£et £astíc moºno vyjadri´ pomocou
operátora po£tu £astíc, ktorý je v tomto formalizme vyjadrený nasledovne:

n̂w,j = b̂+w,j b̂w,j (6.34)

Pripomíname, ºe pre tento operátor platí nasledujúca operátorová rovnica:

n̂w,j|ϕw,j >= nw,j|ϕw,j > (6.35)

kde nw,j vyjadruje vlastné £islo operátora n̂w,j , ktoré ur£uje po£et jedno-
módových (�ktívnych) £astíc v sústave. V pripade skalárneho elektromagne-
tického po©a tieto £astice nazývame fotóny. Index w, j je v tomto prípade
jednozna£ne daný vlnovým vektorom w a indexom polarizácie j. Pre úplnos´
e²te uve¤me tvar mnohomódovej vlnovej funkcie ϕ:

ϕ =
∏
w,j

1√
nw,j!

(b̂+w,j)
nw,jϕ0 (6.36)

kde ϕ0 ozna£uje vákuový stav. Celková energia ºiarenia elektromagnetického
po©a sa rovná sú£tu elektrickej a magnetickej energie (6.28).

6.2 Kvantovo-mechanické kmity

Teraz sa pozrime, ako podliehajú kvantovomechanickým zákonom kmity jed-
notlivých atómov, uväznených v kry²tálovej mrieºke. Na za£iatok si pred-
stavme jeden atóm, ako malé závaºie umiestnené medzi dvojicou strún. Struny
sú lineárne, £o znamená, ºe výchylka atómu je priamoúmerná pôsobiacej sile.
V mechanike ozna£ujeme takúto sústavu za harmonickú (obrázok 6.1). V

Obr. 6.1: Závaºie umiestnené medzi dvojicou lineárnych pruºín
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na²om prípade pouºijeme tento príklad, ako model jedného atómu umiest-
neného medzi dvojocou susedov, kde interakciu spôsobenú medziatómovými
silami nahradíme dvojicou pruºín. Z klasického poh©adu, dokáºeme túto sú-
stavu opísa´ pomocou kinetickej T = p2

2m
a potenciálnej U = 1

2
mω2x2 energie.

Kompletný opis sústavy je daný Hamiltonovou funkciou:

H ≡ T + U =
p2

2m
+

1

2
mω2x2 (6.37)

Ku kvantovo-mechanickému formalizmu prejdeme tak, ºe hybnos´ a polohu
nahradíme prislúchajúcimi operátormi pod©a nasledujúceho pravidla:

p → p̂ =
ℏ
i

d

dx
x → x̂ = x

pripomínam, ºe tieto operátory sp¨¬ajú komuta£ný vz´ah:

[p̂, x̂] ≡ p̂x̂− x̂p̂ =
ℏ
i

(6.38)

Tento komuta£ný vz´ah treba samozrejme chápa´ tak, ºe vysledok dosta-
neme, ke¤ operátory aplikujeme na lubovolnú (prípustnú) funkciu ψ(x).

ℏ
i

d

dx

(
xψ

)
− x

(ℏ
i

d

dx
ψ
)
=

ℏ
i
ψ

Po dosadení operátorových vyjadrení do rovnice (6.37) dostaneme:{
− ℏ2

2m

d2

dx2
+
m

2
ω2x2

}
ψ(x) = Eψ(x) (6.39)

Ostatnú rovnicu treba chápa´ v operátorovom tvare a tak bola aj odvo-
dená. O tom sme uº, ale hovorili v predchádzajúcej £asti venovanej úvodu
do kvantovej mechaniky. Z h©adiska zjednodu²enia zápisu rovnice a ¤al²ích
manipulácií zavádzame bezrozmernú veli£inu ξ, ktorú de�nujeme takto:

x =

√
ℏ
mω

ξ (6.40)

a pomocou tejto bezrozmernej veli£iny nadobudne rovnica (6.39) tvar:

ℏω
2

{
− d2

dξ2
+ ξ2

}
ψ(ξ) = Eψ(ξ) (6.41)
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Teraz budeme predpok©ada´, ºe s operátormi ξ a d
dξ

môºeme manipu©ova´,
ako s £islami, takºe výraz v ostatnej rovnici budeme chápa´, ako dvoj£len:

− d2

dξ2
+ ξ2 → (−a2 + b2) = (−a+ b)× (a+ b) (6.42)

Teraz pokusne dosadíme namiesto ©avej strany rovnice (6.41) výraz:

ℏω
1√
2

(
− d

dξ
+ ξ

)
×

( d

dξ
+ ξ

) 1√
2
ψ (6.43)

Teraz nás £aká roznásobenie zátvoriek , ale musíme si dáva´ pozor na to,
aby sme dodrºali správne poradie operátorov, ke¤ºe tieto sa správajú ako
derivácie.

ℏω
2

{
− d2

dξ2
+ ξ2

}
ψ(ξ)︸ ︷︷ ︸

I.

− ℏω
2

{ d

dξ
ξ − ξ

d

dξ

}
ψ(ξ)︸ ︷︷ ︸

II.

(6.44)

Vidíme, ze prvý výraz sa zhoduje s ©avou stranou rovnice (6.41) . Druhý
výraz sa vzh©adom na vlastnos´ operácie derivácie (komuta£ný vz´ah):

d

dξ
ξ − ξ

d

dξ
= 1 (6.45)

upravíme na tvar:

II = −ℏω
2
ψ (6.46)

Teraz si pripome¬me, ºe výrazy vystupujúce v rovnici (6.43) sú operátory.
Pre úplnos´ si ich vypí²me znovu:

1√
2

(
− d

dξ
+ ξ

)
= b̂+

1√
2

( d

dξ
+ ξ

)
= b̂

kde sme ozna£ili b̂+ krea£ný operátor a b̂ anihila£ný operátor. Ich algebraické
vlastnosti sú rovnaké, ako v prípade operátorov pre vznik a zánik kvanta elek-
tromagnetického po©a (fotónu), ktoré sme odvodili v predchádzajúcej £asti.
Malým problémom je energia sústavy, ktorá vychádza posunutá vzh©adom
na pôvodnú rovnicu (6.41) o ℏω

2
, takºe je potrebné zavies´ novú (posunutú)

energiu:

E ′ = E − ℏω
2

(6.47)

pripomínam, ºe posunutie energie súvisí s existenciou nulových kmitov. Tento
výsledok síce vznikol na základe matematickej ²pekulácie, ale perfektne sedí s
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experimentálnym faktom existencie nulových kmitov. To je aj hlavný rozdiel
oproti predchádzajúcej £asti, kde sme hovorili o fotónoch, kde nedochádza
ku vzniku nulových kmitov.
Aplikovaním krea£ných a anihila£ných operátorov moºno napísa´ rovnicu
(6.41) (Schrödingerovu) vo ve©mi elegantnom (matematicky korektnom) tvare:

ℏωb̂+b̂ψ = E ′ψ (6.48)

Správny komuta£ný vz´ah medzi operátormi b̂+ a b̂ dostaneme pouºitím
vz´ahu (6.45) v nasledujúcom tvare:

b̂b̂+ − b̂+b̂ = 1 (6.49)

Pripomínam, ºe operátory, ktoré sp¨¬ajú ostatný komuta£ný vz´ah nazývame
Boseho operátory. Tieº treba ma´ na pamäti, ºe ostatný vz´ah vznikol tak,
ºe sme operátory aplikovali na ©ubovo©nú prípustnú funkciu. (Odporú£am
vyskú²a´).
Operátory b̂+ a b̂majú vi aímv'vlstnos´. Moºno pomocou nich vytvori´ vlastné
stavy harmonického operátora. Pripominam, ºe vznikli z rovnice opisujúcej
vlasnosti kvantovomechanického oscilátora. Takºe pri odvádzaní vlastných
stavov kvantovomechanického oscilátora budeme vychádza´ z tejto rovnice a
príslu²ných vlastných energií. Ozna£me stav prislúchajúci najniº²ej energii
E ′

0 ako ψ0 a dosa¤me túto funkciu do rovnice (6.48):

ℏωb̂+b̂ψ0 = E ′
0ψ0 (6.50)

Ostatnú rovnicu vynásobme (²tandardný krok pouºívaní pri rie²ení rovníc,
len tu treba ma´ na pamäti, ºe sa jedná o derivácie a teda poradie je ve©mi
dôleºité) z©ava operátorom b̂, takºe dostaneme:

ℏω(b̂b̂+b̂)ψ0 = E ′
0b̂ψ0 (6.51)

Pouºitím komuta£ného vz´ahu (6.49) moºno ostatnú rovnicu upravi´ nasle-
dovne (taktieº odporú£am vyskú²a´):

ℏω(1 + b̂+b̂)b̂ψ0 = E ′
0b̂ψ0 (6.52)

a po malej úprave dostaneme:

ℏω(b̂+b̂)b̂ψ0 = (E ′
0 − ℏω)b̂ψ0 (6.53)

Ostatná rovnica v²ak hovorí, ºe energia prislúChajúca vlastnému stavu b̂ψ0

sa rovná E ′
0−ℏω , £o je menej ako energia základného stavu. Samozrejme, ºe

enegia nejakého stavu nemôºe by´ niº²ia, ako energia základného stavu. Tento
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rozpor odstránime de�novaním , ºe stav s energiou niº²ou, ako základnou ,
je rovný nule. Teda:

b̂ψ0 ≡ ψ−1 = 0 (6.54)

Táto rovnica slúºi , ko de�nícia základného stavu. Po dosadení derivácií,
ktoré sa skrývajú v operátore b̂ , dostaneme diferenciálnu rovnicu:( d

dξ
+ ξ

)
ψ0 = 0 (6.55)

Táto rovnica má rie²enie v tvare:

ψ0(ξ) = Ce−ξ/2 (6.56)

Vlnovú funkciu v n-tom exitovanom stave dostaneme n-násobným aplikova-
ním krea£ného operátora na základný stav. Matematicky vyjadrené to napí-
²eme takto:

ψn(ξ) =
1√
n!
(b̂+)nψ0 (6.57)

Normovaciu podmienku 1√
n!

sme dostali z podmienky rozdelenia hustoty
pravdepodobnosti: ∫ ∞

−∞
ψ∗
n(ξ)ψn(ξ)dξ = 1 (6.58)

V predchádzajúcich £astiach sme videli, £o sa dá matematicky s Boseho ope-
rátormi robi´ a hlavne, ako vznikli. Tieto poznatky pouºijeme v nasledujúcej
£asti.

6.3 Pohybová rovnica operátora σ̂ vztiahnutého
na podsústavu elektromagnetického po©a

V tejto £asti pouºijeme formalizmus kvantovania vlnovej rovnice (6.3), vlast-
nosti operátorov b̂+w,j a b̂w,j ktoré dosadíme do rovnice (5.48). Budeme to
robi´ s cie©om napísania pohybovej rovnice operátora σ̂ vztiahnutého na
podsústavu elektromagnetického po©a. V tejto rovnici pouºijeme nasledujúcu
zámenu:

Vr → b̂r

V+
r → b̂+r
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poznamenávam, ºe nebudeme uvaºova´ polarizáciu. Takºe po dosadení a
správnom usporiadaní dostaneme:

dσ

dt
= −

∞∑
r=1

A
(r)
1

(
[b̂r, b̂

+
r σ] + [σb̂r, b̂

+
r ]
)

−
∞∑
r=1

A
(r)
2

( ℏωr

kBT

)(
[b̂+r , b̂rσ] + [σb̂+r , b̂r]

)
(6.59)

kde A
(r)
1 a A

(r)
2 sú ur£ené vz´ahmi (5.46) a (5.47). Diferenciálna rovnica

(6.59) predstavuje pohybovú rovnicu operátora rozdelenia hustoty pravde-
podobnosti σ vztiahnutého na podsústavu elektromagnetického po©a. Pomo-
cou tohto operétora môºeme ur£i´ strednú hodnotu operátora b̂+r a strednú
hodnotu operátora po£tu fotónov b̂+r b̂r. Na výpo£et pouºijeme známy vz´ah
(5.21), ktorý prepí²eme pre σ:

⟨O⟩ = Tr(σO) (6.60)

z ktorého vyplýva nasledujúca diferenciálna rovnica:

d⟨O⟩
dt

= Tr
(
O
dσ

dt

)
(6.61)

V ¤al²ích úvahách budeme uvaºova´ jednovidovú sústavu a teda v rovnici
(6.61) po rozpísaní pre o → b̂+ dostaneme

d⟨b̂+⟩
dt

= −A1Tr(b̂
+[b̂, b̂+σ] + b̂+[σb̂, b̂+])

− A2exp(−ℏω/kBT ) Tr(b̂+[b̂+, b̂σ] + b̂+[σb̂+, b̂]) (6.62)

Postupne upravíme jednotlivé £leny rovnice (6.62) takto:

Tr(b̂+[b̂, b̂+σ]) = Tr(b̂+b̂b̂+σ)− Tr(b̂b̂+b̂+σ)

= Tr(b̂+b̂b̂+σ)− Tr(b̂+σ)− Tr(b̂+b̂b̂+σ)

= Tr(b̂+σ) = −⟨b̂⟩ (6.63)

v predchádzajúcej rovnici sme pouºili komuta£ný vz´ah b̂b̂+ − b̂+b̂ = 1.

Tr(b̂+[σb̂, b̂+]) = Tr(b̂+σb̂b̂+)− Tr(b̂+b̂+σb̂)

= Tr(b̂+σb̂b̂+)− Tr(b̂+b̂+σb̂)

= Tr(b̂+b̂+σb̂)− Tr(b̂b̂+b̂+σ)

= Tr(b̂b̂+b̂+σ)− Tr(b̂b̂+b̂+σ) = 0 (6.64)
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Tr(b̂+[b̂+, b̂σ]) = Tr(b̂+b̂+b̂σ)− Tr(b̂+b̂σb̂+)

= Tr(b̂+b̂+b̂σ)− Tr(b̂+b̂+b̂σ) = 0 (6.65)

Tr(b̂+[σb̂+, b̂]) = Tr(b̂+σb̂+b̂)− Tr(b̂+b̂σb̂+)

= Tr(b̂b̂+σb̂+)− Tr(b̂+b̂+b̂σ)

= Tr(b̂+b̂b̂+σ)− Tr b̂+b̂+b̂σ)

= Tr(b̂+b̂b̂+σ)− Tr(b̂+b̂b̂+σ) + Tr(b̂+σ) = ⟨b̂+⟩
(6.66)

Ostatné ²tyri rozvoje dosadíme do rovnice (6.62) a dostaneme pomerne jed-
noduchú diferenciálnu rovnicu pre vyjadrenie £asovej zmeny operátora b̂+:

d⟨b̂+⟩
dt

=
[
A2exp(

ℏω
kBT

)− A1

]
⟨b̂+⟩ (6.67)

Rie²ením diferenciálnej rovnice (6.67) je exponencionálna funkcia

⟨b̂+⟩ = ⟨b̂+⟩0exp(−κt) (6.68)

kde sme ozna£ili :
A2exp(

ℏω
kBT

)− A1 = κ (6.69)

a kde je ⟨b̂+⟩0 stredná hodnota operátora b̂+ v dobe t = 0. V ¤al²om ur£íme
ve©mi dôleºitú £asovú zmenu strednej hodnoty po£tu fotónov v jednovidovej
sústave, pre ktorú platí O = b̂+b̂:

⟨b̂+b̂⟩
dt

= Tr
(
b̂+b̂

dσ

dt

)
(6.70)

Budeme postupova´ podobne, ako v rovnici (6.62), kde dosadíme namiesto
⟨b̂+⟩ výraz ⟨b̂+b̂⟩:

d⟨b̂+b̂⟩
dt

= −A1 Tr(b̂
+b̂[b̂, b̂+σ] + b̂+b̂[σb̂, b̂+])

− A2exp(−ℏω/kBT ) Tr(b̂+b̂[b̂+, b̂σ] + b̂+b̂[σb̂+, b̂]) (6.71)

Po vzore rovnice (6.62) upravíme jednotlivé £leny:

Tr(b̂+b̂[b̂, b̂+σ]) = −1− ⟨b̂+b̂⟩ (6.72)
Tr(b̂+b̂[σb̂, b̂+]) = −⟨b̂+b̂⟩ − 1 (6.73)
Tr(b̂+b̂[b̂+, b̂σ]) = ⟨b̂+b̂⟩ (6.74)
Tr(b̂+b̂[σb̂+, b̂]) = ⟨b̂+b̂⟩ (6.75)
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Tak, ako v predchádzajúcom prípade, dosadíme ostatné rovnice do rovnice
(6.71) a dostaneme:

⟨b̂+b̂⟩
dt

= 2A1 − 2
[
A2exp(

ℏω
kBT

)− A1

]
⟨b̂+b̂⟩ (6.76)
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Kapitola 7

Záver

V na²om rozprávaní o princípoch kvantovej mechaniky sme pre²li síce krátke
£asové ale z poh©adu ©udského ducha nesmierne dôleºité obdobie objavovania
a vysvetlovania ve©mi podstatných vlastností sveta v ktorom ºijeme. Ukázalo
sa, ºe matematický aparát a výsledky experimentov pripravených v 19. sto-
ro£í boli schopné poda´ vy£erpávajúce vysvetlenie hlbokých zákonitostí mik-
rosveta, sveta ktorý je vzdialený na²im kaºdodenným skúsenostiam. Formo-
vanie predstáv kvantovej mechaniky sa lí²i od formovania predstáv klasickej
mechaniky. Klasická mechanika je deterministická a kauzálna teória. Determi-
nistická preto, lebo pri danom stave sústavy vieme jednozna£ne ur£i´ hodnotu
©ubovo©nej veli£iny, bez toho aby sme menili v procese skúmania stav sústavy
(ak samozrejme v procese merania neopatrnos´ou nespôsobíme poºiar alebo
výbuch - ale za to klasická teória nemôºe). Kauzálna je v tom, ºe z presnej a
úplnej informácie o stave sústavy vieme ur£i´ jej vývoj do budúcnosti ale aj
jej chovanie sa v minulosti. Známy je výrok d´Alemberta, ktorý v nad²ení
s vývojom teoretickej mechaniky, povedal "Dajte mi polohy a hybnosti v²et-
kých atómov vo vesmíre a ja vám vypo£ítam dejiny sveta od jeho stvorenia
aº do chvíle ke¤ na hore Golgota postavia kríº (súdny de¬)". Na dobu v kto-
rej d´Alembert ºil to bolo do istej miery odôvodnené vyhlásenie. Ale aj do
istej £asti pesimistický, pretoºe predpovedal ºe osud kaºdého z nás je ur£ený
£iste mechanickými princípmi a v budúcnosti ho bude moºné "vypo£íta´".
Neskor²í vývoj vo fyzike ukázal na obrovskú variabilitu pravdepodobností,
ktorá "riadi" svet okolo nás.

V na²om rozprávaní sme sa zamerali na pohyb mikroskopickej £astice v
jednom rozmere. Je to tak ako by sme mechaniku telesa obmedzili len na rov-
nomerný pohyb po priamke. Vôbec sme nespomenuli pohyb po kruºnici (aº
na pár argumentov o stabilnej dráhe elektrónu pri jeho pohybe po atómovom
orbitáli), moment hybnosti a spin elektrónu. To ani nebolo na²ím cie©om.
Zamerali sme sa na niektoré súvislosti medzi optikou a kvantovou mechani-
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kou a £iasto£nou inerpretáciou výsledkov. Hlavne sme spomenuli tunelovanie
- fascinujúcu vlastnos´ mikrosveta, ktorá v²ak práve pouºitím matematic-
kých (Fourierova transformácia) a optických (Kirchho�ových) objavov 19.
storo£ia môºe by´ dobre pochopená a akceptovaná.
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