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Kapitola 1

Uvod

1.1 Poucme sa konecne z dejin

Vsetko, co vieme, pochddza zo skiusenosti.
(Immanuel Kant)

Alexandrijska kniznica, ktora bola najvicsia a najslavnejsia staroveka in-
Stitacia, o ktord sa opierala tvorba a praca ucencov alexandrijského Muse-
ionu, vznikla okolo roku 305 p. n. 1. v Alexandrii, hlavhom meste Egypta.
Zalozil ju egyptsky kral Ptolemaios I. Sotér (Sotér znamena v preklade za-
chranca), ktory podporoval v Alexandrii rozvoj vedy a umenia. Demetrios
z Faléru, jeden z ucencov posobiacich na jeho dvore mu poradil zalozit uni-
verzitu a s nou aj kniznicou. Kniznica prezila stovky rokov a jej zanik sa
datuje v roku 415 n.l. , ked rozzireny dav ubil poslednu spravkyinu kniZnice
Hypatiu, ako ¢arodejnicu. Dévodom bol fakt, 7e institticia kniznice si za 700
rokov svojej existencie nenasla postavenie v spolocnosti, tak aby ju akceptoval
okolity Tud, ako in§tittciu, ktord prinaSa v8eobecny pokrok a blahobyt. Ne-
existoval prenos poznatkov do praxe, ktory by podporoval vSeobecny pokrok.
Koniec staroveku, ktory je datovany rokom 476 n.l., priniesol nové usporia-
danie Eurdpy, ale aj nové formy vzdelania a poslania §kol. Univerzity, ktoré
zacali vznikat v Eurépe v 12. a 13. storo¢i uz vychovévali studentov v ob-
lasti teologie, prava, mediciny a umeni. Absolventi §kol posobili v rozli¢nych
oblastiach verejného zivota, ¢im §irili slavu svojej alma mater, ale aj rozsi-
rovali poznatky v Eurépe. Univerzity sa tak stali inStitticiami na vytvaranie,
zveladovanie a uchovavanie kultirneho dedi¢stva Eurépy. Osvieteni panov-
nici sa obklopovali vzdelanymi absolventmi univerzit, ktori tak dalej Sirili
vSeobecné poznanie. Prenos poznatkov do praxe bol vSak nadalej limitovany



na pomerne uzky kruh ucencov. Ich poznanie a vedomosti pomerne mélo
ovplyvnilo technologickii podstatu eurépskeho zivota. V roku 1492, objave-
nim Ameriky, kon¢i stredovek a zac¢ina novovek. Objav kompasu, pusného
prachu a knihtlace umoznil ovladnutie novych tzemi, cestovanie a rychle si-
renie myslienok v zndmom svete. Postupna Specializacia u¢encov umoznila
rychly rozvoj prirodovednych a humanitnych vied. Tym sa dosiahli predpo-
klady na rozvoj technickych aplikacii a moznosti hlbsieho poznania sveta. Al-
chymia, milujtca sestra chémie, postupne prerastla do vyroby farbiv. Astro-
logia, nevdacny pribuzny astronomie, prerastla do poznania nebeskej me-
chaniky. Na dvore Rudolfa II. sa zaciatkom 17. storoéia skibilo nové a staré
a podarilo sa vytvorit nova kvalitu. Tento slubny vyvoj zastavila v roku
1620 bitka pri Bielej hore. V inych castiach Eur6opy vsak pokracovala prip-
rava na technologickt revoliciu dvadsiateho storocia. Rozhodujicim krokom
bol vznik technickych univerzit, ktory systematicky prebiehal od polovice 19.
storocia. Prave technické univerzity bezprostredne stoja za technologickym
blahobytom, ktory dnes prezivame. Aj ked sa podstata technologického bla-
hobytu s ¢asom meni, na zaciatku bol zamerany na vyssiu efektivitu préace
a poznavania, zatial ¢o dnes je zamerany hlavne na zabavu, ni¢ to nemeni
na fakte, ze za technologickym pokrokom stoja hlavne inzinieri. Vychova in-
Zinierov je naro¢na a draha, pretoze si musia osvojit poznatky z prirodnych
a technickych vied a popri tom si zachovat fantaziu a naucit sa inzinierskemu
odhadu. Inziniersky odhad a znalost prirodnych vied je to ¢o odliSi inziniera
od montéra. Fantazia je to ¢o umozni inzinierovi uskuto¢nit projekty, ktoré
nas posunu dalej. To kladie vysoké naroky na systém vzdelavania na tech-
nickej univerzite.

Slovenska technické univerzita v Bratislave vznikla pomerne neskoro vzhla-
dom na okolité Staty, ale od poc¢iatku dostala do vienka povinnost vychovavat
slovenskt technicki inteligenciu. Inzinierov, ktori bud schopni a ochotni nie
len budovat priemysel na Slovensku, ale aj sirit technologické povedomie v slo-
venskom narode. Tito tlohu plnila STU (SVST) velmi dobre a zodpovedne
mnoho rokov. Dnes sa vSak zda, ako by Skole dochédzal dych a vzdelavanie sa
premenilo na sutaz o najlepSieho vedca na univerzite ked sa viac zameriavame
na pocitanie citacii v zahrani¢nych c¢asopisoch, ako o tspechy naSich Studen-
tov v projektoch. Pri priprave tcasti Fakulty elektrotechniky a informatiky
na vystave ELOSYS 2012 som s tzasom zistil, ko[ko nesmierne zaujimavych
projektov pripravuju na$i Studenti v spolupréci s uc¢itelmi na fakulte. Ich vy-
stavenie vzbudilo na vystave velky zaujem odbornej, ale aj laickej verejnosti.
O mnoho vacsi, ako vypocet tspechov v cita¢nych indexoch. Samozrejme, ze
nespochybnujem potrebu publikovat a uskuto¢novat zakladny vyskum, tento
vSak nesmie byt odtrhnuty od naSich $tudentov a potrieb priemyslu. Nikto
si predsa nevybera chirurga podla poc¢tu publikacii a citacii, aj ked je to do-
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lezita cast jeho vzdelavania. Preco si teda myslime, Ze Studenti si nas vyberu
na zaklade iba tohto ukazovatela.

Zavaznym problémom je celkova kvalita nasho Skolstva. Ignorovanie po-
trieb skolského systému, poslednych 20 rokov, doviedlo skolstvo na pokraj
kolapsu. Skolstvo je taky zvlastny priemysel, do ktorého ked prestanete in-
vestovat, prvé roky (mnoho rokov) to ani nespozorujete. To je dosledok vel-
kej zotrvacnosti Skolstva, ako celku, na rozdiel od technologického priemyslu,
ktory by uz déavno skolaboval a vlastne na Slovensku uz skolaboval. Mimo-
chodom, dovezeny technologicky priemysel nam velmi nepomoze, pretoze
uzivatel'sky manuél nam presne povie ¢o robit manuélne, ale nepovie nam ¢o
robit hlavou. Na to si davaji dobry pozor. Po dlhom ¢ase zanedbavania skols-
tva pride prudky zlom (ktorého sme teraz pravdepodobne svedkami) a dlhy
¢as potrebujeme investovat finan¢né prostriedky a namahu do systému bez
viditelnych vysledkov. Cas, ktory na to potrebujeme je porovnatelny (prav-
depodobne dlhsi), ako ¢as pocas ktorého sme systém zanedbavali. Tento ¢as
ur¢ite presahuje dlzku volebného obdobia vlady, a preto sa politikom do
takejto ¢innosti nechce, ¢o je pochopitelné. Otazka znie, ako sa d& z toho
dostat ? Nuz najhorsie rieSenie je problém ignorovat a jednoduchym sebaus-
pokojovanim ho odsuvat. Rovnovaha v systéme nastane v kazdom pripade.
Pri odstvani problémov nastane sice neskor, ale s bolestivejsimi nasledkami
a moze nastat doba, ze nas danovy poplatnik vyzenie zo §kol. Rovnako zlé
rieSenie je zvalovat vinu na nefunkény Skolsky systém, s ktorym sa neda ni¢
robit. Cakat na finan¢né injekcie je rovnaké, ako cakat na spasenie. NavySe
rychly prilev finan¢nych prostriedkov bez hlbokych zmien v systéme, by tento
systém velmi rychlo destabilizoval a priviedol ku kolapsu. Hlavné poznanie
je, ze neexistuju jednoduché a rychle riesenia. Treba postupovat rozvazne
a postupne. Hlavne vSak sa musime naucit o probléme diskutovat a pre-
stat podozrievat spoludiskutérov zo zlého tmyslu a to eSte pred zaciatkom
rozhovoru. Vytvorit prajné prostredie pre vSetkych, ktorym ide o hTadanie
pravdy a napravenia pokriveného Statneho systému vzdelavania. Musime si
uvedomit, Ze sme technicka univerzita a ako technici to rieSenie aj musime
hladat.

Rovnako je to aj s aplikovanim poznatkov prirodnych vied do techniky.
Ak sa vyskytne roznost nazorov, mame tendenciu o probléme nediskutovat
a odsuntt ho na vedl'ajsiu kolaj. Co je horSie, snazime sa problémy zamas-
kovat zadavanim nezmyselnych prac (ako akreditacia fakulty), aby zac¢asneni
neprisli na to, ze st dlhodobo podvadzani. Nie len spoloc¢ensky, ale aj ve-
decky a pracovne. Vymyslanim nezmyselnych kritérii, ktoré vydavame za
svetovy Standard, vyrabame opseudo vedeckt ¢innost, ktord nemé so seriz-
nou vedeckou pracou ni¢ spolo¢né. Cielom tejto préace je vyvolat v ¢itatelovi
potrebu nad vecami rozmyslat a vytvarat podmienky na dialog - dolezita
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cast dialektiky:.

1.2 Preco potrebujeme kvantovii mechaniku

Na konci 19. storocia prezivala klasicka fyzika tvorena newtonovou mecha-
nikou, termodynamikou a elektrodynamikou obdobie najvac¢sieho rozmachu.
Vysledky zobecnené v teoretickej fyzike vznikali pocas dlhého obdobia po-
zorovania a zovSeobechovania javov okolo nas. Autori klasickej fyziky boli
patri¢ne hrdi na vysledky ziskané koncom storocia a niekolko nenapadnych
experimentov zameranych na objasnenie podstaty svetla a elektrického pridu
vo vakuu zo zaciatku nebral nik velmi vaZne. Podrobnej$im skimanim vlast-
nosti svetla, radioaktivity alebo novo objavenej Castice elektron fyzici narazili
na vazne nedostatky do vtedy tak dokonalej klasickej fyziky.

Postupnym skladanim vysledkov experimentalnych faktov z mikrosveta
vznikd novy druh mechaniky pri ktorej sa energia $iri v presne urcenych
kvantach. Prave tato fascinujica vlastnost "novej" fyziky dala teoérii opisu-
jucej vlastnosti mikrosveta nazov - "Kvantova mechanika". Dnes je zakla-
dom teorie tuhych latok, polovodicov, dielektrik, kovov, kvapalin pri nizkych
teplotach, teoriou chemickej vazby i chemickych reakcii, zakladom tedrie ato-
movych jadier a elementarnych ¢astic. V stuc¢asnosti je sicastou teoretického
zdkladu mnohych technickych disciplin, jadrovej energetiky, chémie, elektro-
niky, mikrovlnej techniky, optoelektroniky a laserovej techniky, nukleirnej
mediciny, celej palety diagnostickych metéd analyzy Struktiry i chemizmu
materidlov a pod. Za tym tucelom bolo napisanych mnozstvo velmi kvalit-
nych ucebnic vo vSetkych svetovych jazykoch ako aj v slovencine. Ucebny
text je ur¢eny nie len Studentom Studentom, ale aj ucitelom ktori buda vy-
uzivat vysledky a principy kvantovej mechaniky v technickych aplikaciach.
Preto som sa zameral hlavne na "priamociary" pohyb mikroskopickych c¢as-
tic, a ich interferenciu s potencialovou bariérou a spravanie sa kvantovych
multistavovych syystémov , pretoze to je hlavna oblast aplikacie kvantovej
mechaniky v mikroelektronike. Verim, ze myslienky tu uvedené padni na
urodni péodu a v budicnosti ich uditelia uspesne rozvind a pouziju v dalsom
vzdelavani.
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Kapitola 2

Uvod do kvantovej fyziky

2.1 Experimenty a ich dosledky

Angel moze postupne opustat miesto, na ktorom bol skor, delitelne a tak jeho
pohyb bude suvisly. MézZe zdroven opustit celé miesto a objavit sa naraz v
celku na druhom mieste, a tak jeho pohyb bude nesivisly. A tak anjel v jednom
okamZiku mozZe byt na jednom mieste a v inom okamziku na inom mieste, bez
toho aby bol nejaky cas v mieste prostrednom.

(Tomds Akvinsky 1268 )

Koncom 19. storocia bola vacsina prirodovedcov presvedcend, ze pomo-
cou rozvinutych disciplin klasickej fyziky, predovsetkym teoretickej mecha-
niky, tedrie elektromagnetického pola a termodynamiky mozno opisat vSetky
zname fyzikilne deje. Dalsi pokrok v teoretickej fyzike videli v spresiiovani
merani a ich aplikacie do technickej praxe. Napriek tomuto presvedceniu, uz v
predchadzajucich storociach existovali optické experimenty, ktoré nenapadne
budovali cestu novej fyzike, ktora kralovala v 20. storodi.

Isaac Newton v roku 1666 pomocou jednoduchého skleneného hranola roz-
lozil slne¢né ziarenie do farebnych ploch, ktoré nazval spektrum. Tieto efekty
boli zname aj skor, ale Newton ako prvy spravne vysvetlil ich podstatu a
polozil tak zaklady spektroskopie. Josef Fraunhofer - génius experimentu,
v roku 1823 zostrojil prva optickt mriezku, tvorent sklenenou dostickou s
velkym poc¢tom vrypov (niekol'ko sto na milimeter) vyrytych pomocou jem-
ného diamantového hrotu. Takto vytvorend optickd mriezka rozkladé slnec¢né
svetlo podobne ako skleneny hranol, avSak s moznostou presného urcenia vl-
novej dizky jednotlivych zloziek spektra. Pozorovanim slne¢ného Ziarenia
zistil, ze vzniknuté spektrum nie je spojité, ale sa sklada z velkého poctu
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izolovanych ¢iar navzajom oddelenych tmavymi plochami. Fraunhofer nemal
pochopitelne predstavu o povode tmavych ploch medzi ¢iarami, a ked aj ne-
jaku mal urcite sa s nou nepochvélil, pretoze vtedajsia fyzika svetla, ziadne
nespojitosti v spektre slne¢ného ziarenia nepripustala. V druhej polovici 19.
storoc¢ia Johann Jakob Balmer, svajc¢iarsky stredoskolsky profesor, robil po-
kusy s vyzarovanim rozhoruc¢eného plynného vodiku. Vo viditelnom spektre
sa ukazovali $tyri velmi presne ohranic¢ené Ciary, ktoré nazval H, (jasne Cer-
vend), Hg (bledo modra), H, (modrd) a Hs (fialova). Podrobnym skiimanim
celého spektra sa nasli dalsie ¢ary v ultrafialovej (teda volnym okom nepo-
zorovatelnej) oblasti. Poloha ¢iar sa zahustuje tak, Ze Ziadna nemé kratsiu
vlnovi dizku ako 364,7nm. Tejto hodnote hovorime hrana série. Polohu ¢iar
vo viditeInej oblasti aj ultrafialovej oblasti moZno vidiet na obrazku 2.1.

H. H: H.H:

hrana
série

700 600 500 400 300 (nm)

Obr. 2.1: Poloha jednotlivijch ¢iar v spektre Balmerovej série. Vo viditelnej
oblasti spektra sa nachddzaju ¢iary H, (jasne cervend), Hg (bledo modrd),
H., (modra) a Hs (fialovd). Spektrdlne ciary na lavo od Hs sa nachddzaji v
ultrafialovej oblasti a boli pozorované neskor.

V roku 1885 sa Balmerovi podaril néjst vztah, ktory velmi presne popi-
suje polohy ¢iar v spektre vodikového plynu. Podla tohoto vztahu sa obratené
vlnové dlzky (vlnoéty) prislichajice jednotlivym ¢iaram spektra, v Balme-
rovej sérii, daju jednoducho vypocitat:

1 1 1
Y= Roo(22 n2) (2.1)
kde: n = 3,4,5,...
Jasne Cervenej ¢iare H, vlnovou dlzkou A=656,28nm zodpoveda n =
3, bledo modrej ¢iare Hg s vinovou dlzkou A=486,13nm zodpoveda n = 4
a tak dalej. KonStanta R, sa nazyva Rydbergova konstanta ktorej expe-
rimentalne zistend hodnota je 1,09737316 x 10"m~!. Kratko po uverejneni

Balmerovho vzorca na vypocet vlnovych dlzok nasiel Lyman podobni sériu
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v dalekej ultrafialovej oblasti. Dalsie série boli objavené v infracervenej ob-
lasti. Spolo¢nym znakom poldh spektralnych ¢iar je ze zodpovedajice vinové
dlzky st urcené zobecnenym Balmerovym vztahom:

1 1 1
Y= Roo(n22 n12) (2.2)
kde ny = 1 zodpovedd Lymanovej sérii, ny = 2 zodpoveda Balmerovej
sérii (tvar povodne objaveného Balmeroveho vztahu), no = 3 zodpoveda
Paschenovej sérii a ny = 4 zodpoveda Brackettovej sérii. Pre kazdu objavent
sériu sa n; pohybuje od ny+1 (prva ¢iara) az do nekonecna (hrana série). Aj
ked sa tieto vysledky nedali interpretovat pomocou klasickej teérie elektro-
magnetického ziarenia, nevzbudili z pociatku velku pozornost. Na skutoc¢ni
katastrofu si bolo treba este niekolko rokov pockat. Ako vSetky revolicie, aj
tato sa zacala nenapadne.

Roku 1860 Gustav Robert Kirchhoff postuloval zakon, podla ktorého po-
mer spektralnej hustoty energie Ziarenia nezéavisi od druhu Ziarenia. (Jed-
noducho povedané ak niektoré teleso pri teplote T viac Ziarenia vyzaruje
potom aj viac ziarenie pohlcuje.) Roku 1879 Josef Stefan uverejnil vysledky
experimentov, podla ktorych intenzita Ziarenia z povrchu roznych telies je
umernda Stvrtej mocnine rozdielu teplot. Roku 1884 Ludwig Boltzmann te-
oreticky zdovodnil tento vysledok aj pre absoltatne cierne teleso pouzitim
klasickej Maxwellovej teorie elektromagnetického pola. Posledny krok v kla-
sickej teorii vyzarovania urobil Wilhelm Wien v roku 1893, ked pouzitim te-
6rie rovnovaznej termodynamiky odvodil vztah medzi teplotou T a vlnovou
dlzkou pri ktorej sa vyzaruje maximum energie. Podla tohto vztahu plati
medzi veli¢inami jednoduché relacia:

AT = b (2.3)

kde b je univerzalna konstanta, ktortt mozno ju experimentalne urcit (b
= 2,897 x 10°mK). AZ sem vyzeralo vSetko v uplnom poriadku ¢o len po-
tvrdzovalo myslienku skoncenia pokroku vo fyzike.

Okolo roku 1890 sa podujala dvojica experimentatorov Lummer a Prings-
heim v sérii velmi presnych experimentov potvrdit spravnost klasickej fyziky
v oblasti vyzarovania. Za tym ucelom vyrobili absolitne ¢ierne teleso (vyza-
ruje len vlastné svetlo) tak, Ze povrch nahradili dutinou v tmavom materialy.
V Sirokom intervale teplot merali spektralnu hustotu vyzarovania energie z
dutiny - teda aké mnoZstvo energie sa vyziari v intervale vinovych dizok
<MA+HAX>. Experimentalne tdaje ukézali, ze tvar vyzarovacej krivky za-
visi len od teploty. Na obrazku 2.2. su nakreslené vyzarovacie krivky pre dve
rozne teploty absolitne ¢ierneho telesa.
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Obr. 2.2: Vysledky experimentdlneho merania spektrdlnej zavislosti vyZaro-
vania absolitne cierneho telesa pre jednu teplotu - plnd ciara. PreruSovand
¢iara predstavuje teoreticki aprorimdciu podla Wiena (vlavo od mazima) a
podla Rayleigho (vpravo od mazima,).

Wien pokisil vysvetlit vysledok Lummer-Pringsheimovho experimentu
pouzitim klasickej teorie termodynamiky, v tom obdobi velmi v8eobecného
zékona fyziky. Pouzitim konkrétnych termodynamickych predstav sa mu po-
darilo odvodit vztah, ktory velmi presne aproximoval vysledky experimentu
v kratkovinnej (ultrafialovej oblasti) oblasti. V oblasti experimentéalneho
(kone¢ného) maxima hustoty vyZzarovania vSak predpovedal nekonec¢ne velku
hustotu vyziarenej energie. Iné vysvetlenie pontikol John William Strutt Lord
Rayleigh, ktory predpokladal, Ze Ziarenie ¢ierneho telesa sa da opisat ako
stojaté vinenie v uzavretej dutine. Pouzijuc takyto model urcil, aky pocet
roznych vin pripadne na interval vlnovych dlzok < AA+AX> a kazdej pri-
radil podla principov Statistickej fyziky, vypracovanej Boltzmannom, energiu
je Boltzmannova konstanta. Takto velmi dobre aproximoval vysledky expe-
rimentu pre dlhovinné priblizenie. Rovnako ako v predchadzajicom modeli,
v oblasti kone¢ného maxima hustoty vyzarovania, predpovedané hustota di-
vergovala do nekone¢na. Okolo roku 1900 sa preto fyzici zacali zamyslat, ¢i
skutocne je v klasickej teoretickej fyzike vSetko v poriadku. V tejto suvislosti
zacali niektori hovorit o ultrafialovej katastrofe.

Na zasadnuti Nemeckej fyzikalnej spolo¢nosti, ktoré sa konalo 14. decem-
bra 1900, (iba niekolko dni pred koncom 19. storo¢ia) odznela prednaska
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Max Plancka na tému "Radia¢né vyzarovanie ¢ierneho telesa" na ktorej pr-
vykrat verejne postuloval vyzarovaci zédkon a vyslovil predpoklad (na ta dobu
nepochybne nesmierne odvéazny), Ze energia existuje v nespojitej forme a 8iri
sa vo forme izolovanych kvant energie. Na svoje tvrdenie mal vSak velmi
silny argument. Ked pouzil "kvantovanie energie" pri vypocte spektralneho
rozdelenia hustoty vyzarovania absolitne cCierneho telesa, dospel k vybor-
nej zhode s experimentom v celom vyzarovacom spektre, ¢o sa do tej doby
nikomu nepodarilo. Zaroven ukazal, ze zhodu s experimentom mozno dosiah-
nut, len ak "nastavime " hodnotu jedného kvanta energie na urc¢iti hodnotu.
Ta je sice mala, ale presne urCend z experimentu a po mnohych spresne-
niach (nie velmi podstatnych - v roku 1900 jej hodnotu Max Planck urcil
na 6,55x10%7erg.s = 6,55x10734J.s) ju dnes definujeme:

h = 6,62606.107** Js (2.4)

Tato konstantu volame Planckova konstanta a tvori fundamentalnu kon-
Stantu pouzivanu vo fyzike.

Koncom 19. storoc¢ia Heinrich Herz objavil efekt, pri ktorom sa v do-
sledku dopadu svetla na povrch kovovej dosticky emituju elektrony. Herz
tento jav nazval fotoefekt, neskor pribudol privlastok vonkajsi fotoefekt, aby
sa odlisil od podobného javu v polovodi¢och. Velmi starostlivym premeria-
vanim vonkajSieho fotoefektu sa ukazalo, Ze existuje istd hrani¢né frekven-
cia (farba) dopadajiceho svetla, pod ktorou uz efekt uvolfiovania elek-
tronov nenastava. Hrani¢na frekvencia zavisi od druhu osvetlovaného ma-
teridlu. Ked sa na osvetlenie povrchu kovovej dosticky pouzije svetlo vys-
Sej frekvencie, ako je hrani¢na potom rozdelenie energie vyletujicich elek-
tronov zavisi len od vlnovej dizky pouzitého svetla a nezavisi od intenzity
svetla. Podla klasickej teorie elektromagnetického pola (James Clerk Ma-
xwell - 1855) svetlo interaguje so vSetkymi elektronmi na povrchu ako spo-
jitd vina a podmienky hrani¢ného stavu musia zavisiet od intenzity a nie
od frekvencie - teda v tplnom rozpore s pozorovanim. Treba poznamenat,
ze v inych experimentoch klasické tedria elektromagnetického pola ukazuje
vybornu zhodu s experimentom.

Vysvetlenie tohto javu podal Albert Eistein v roku 1905 pomocou Planc-
kovej hypotézy o kvantovani energie. Podla Einsteinovej predstavy energia
dopadajuceho ziarenia je priamotumernd frekvencii:

E=hv (2.5)

kde h je Planckova konStanta a v je frekvencia dopadajuceho Ziarenia.
Energiu vyletujicich elektronov treba zmensit o energiu A potrebni na uvol-
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nenie elektronu z povrchu kovu (vystupna praca ). Kineticka energia vyle-
tujucich elektréonov je potom rovna

Ak je frekvencia dopadajiceho ziarenia mensia ako hrani¢na, potom je
energia ziarenie mensia ako vystupnd praca a elektrony nedokdzu opustit
povrch kovu. Vyznam vysvetlenia fotoelektrického javu je v poznani, ze elek-
tromagnetické pole sa Siri v kvantach (foténoch) a 7ze tieto kvanta st charak-
terizované energiou. V roku 1921 bola Albertovi Einsteinovi za toto vysvet-
lenie udelend Nobelova cena - nie za teoériu relativity, ako sa niekedy chybne
uvadza.

V roku 1920 Arthur Holly Compton v sérii velmi presnych experimentov
s rozptylom rontgenového ziarenia na kryStale zistil, Ze rozptylené Ziarenie
je absorbované viac ako by malo byt podla klasickych predstav. Na vysvetle-
nie tohto javu si Compton urobil pracovnu hypotézu, ze rozptylené Zziarenie
mé viacsiu vinovi dlzku ako Ziarenie dopadajice. Tato hypotéza protirecila
teorii podla ktorej sa pri rozptyle vlnova dlzka Ziarenia nemeni. Compton
sa neuspokojil s pracovnou hypotézou, a ani ju nemohol vel'mi propagovat
vzhladom na protirecenie s teériou. Najskor sa pokusal uviest do suladu vy-
sledky experimentu s teoriou aplikovanim Dopplerovho efektu. Jednoduchy
vypocet vSak ukazal, ze v takomto pripade by sa museli elektrony pri rozptyle
kolektivne pohybovat jednym smerom polovi¢nou rychlostou svetla. Tym by
sa indukovali obrovské prudy, ktoré by krystal roztavili. To sa samozrejme
nepozorovalo. Na zaklade vysvetlenia vonkajsieho fotoefektu, prisiel Comp-
ton na myslienku, Ze jednotlivy foton prichddzajiceho ziarenia interaguje
prave s jednym elektronom v rozptylujucom krystali. Potom uz len aplikoval
zdkony zachovania energie a hybnosti a dostal vybornu zhodu s experimen-
tom. V dosledku tejto myslienky priradil fotonu popri energii aj hybnost. V
roku 1927 bola priekopnicka myslienka Arthura H. Comptona ocenena No-
belovou cenou. Tak po rokoch tdpania medzi vinovou a ¢asticovou podstatou
svetla bolo uzavreté, ze pravdu maja obe strany - fotén je "Castica" aj "vlna"
zaroven. Téato pozoruhodné vlastnost vlno-Castice v budicnosti zkomplikuje
odvodenie pohybovej rovnice a zavedie do fyziky "nenazornost". Ale to je
uz iné rozpravanie.
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Kapitola 3

Kvantovy formalizmus

Princip energie je zdleZitost zkisenosti. Ak by teda jedného dna mala byt jeho
vseobecnd platnost zpochybnend, ¢o v kvantovej fyzike nie je vylicené, potom
by sa problém perpetua mobile stal ndhle aktudlnym.

(Maz Planck)

3.1 Pohybova rovnica vlno-castice

V roku 1897 uverejnil Joseph John Thomson vysledky experimentov z kto-
rych vyplyvala existencia velmi Tahkej Castice nestcej elektricky naboj. Pa-
radoxne meno pre tiuto Casticu uz existovalo, pretoze v roku 1891 Johns-
tone Stoney navrhol pre elementarny nosi¢ naboja v elektrickom priade meno
elektron. J.J.Thomson bol na svoj objav (za ktory v roku 1906 dostal No-
belovu cenu) pravom hrdy. V neskorgich pracach sa preto pokusal umiestnit
novo objavenu Casticu - elektron do inych modelov. Velmi tspe$snym bol v
tom ¢ase "jeho" model atomu, ako najmensSej stavebnej Castici sveta. Podla
tohto modelu je kladny naboj rovnomerne rozdeleny v objeme gule s polo-
merom radovo 10%m. Elektrony volne plavaji v objeme gule ako hrozienka
v pudingu tak, aby celkovy naboj atomu bol neutralny. Aj ked prvotna mys-
lienka patri lordovi Kelvinovi, model sa tspeSnym stal prave vdaka objavu
elektronu a popularite J.J. Tomsona. Dnes, mozno trosku nepravom, hovo-
rime o Thomsonovom modeli.

V obdobi rokov 1906 az 1908 vykonali mladi fyzici Hans Geiger a Ernest
Marsden pod vedenim Ernsta Rutherforda (Rutherford sa preslavil este raz,
ked sa stal starym otcom rovnako slavnej spevacky Olivia Newton John-ovej)
pokusy s rozptylom « -¢astic na tenkej zlatej f6lii. Cielom pokusov bolo po-
tvrdit (alebo snad aj vyvratit) pravdivost Thomsonovho modelu atému. V
ramci predpokladov Thomsonovho modelu, experimentatori o¢akavali malé

19



rozptylové uhly. Na velké prekvapenie, mnohé z dopadajucich « -Castic da
odréazali spat. Po rokoch prekvapenie experimentatorov popisal Rutherford
na jednej prednaske takto. "Efekt odrazenia « castice na atéme konstru-
ovanom na zaklade Thomsonovho modelu bol asi tak pravdepodobny, ako
7e sa podari zachytit granat vystreleny z 15-palcového (asi 45 centimetrov)
lodného dela na tenkom cigaretovom papieriku. Napriek tomu sme ten efekt
pozorovali." Rutherfordovi trvalo eSte asi jeden a pol roku, aby priSiel tej
zahade na koren. Na zlatt nedelu v roku 1910 pozval Rutherford a jeho man-
zelka na veceru niekol’ko kolegov, aby im oznamil: "Teraz uz viem ako vyzera
atom." Na veceri sa dozvedeli, ze vysledok experimentu mozno interpretovat
len v tom pripade ak je kladné, tvrdé ale velmi malé jadro umiestné v strede
atomu a elektrony sa pohybuju okolo. O kruhovych drahach sa este nehovo-
rilo. Vyplyval z toho neuveritelny zaver, Ze hmota okolo nés je neuveritelne
prazdna.

Zaciatkom roku 1913 navstivil Nielsa Bohra vo fyzikdlnom ustave Kodan-
skej univerzity davny priatel zo $tudii Hans Méarius Hansen. Tento chcel so
svojim spoluziakom prediskutovat problém izolovanych ¢iar vo vyzarovacich
spektrach jednotlivych latok. Od pionierskych ¢ias Balmerovych pokusov,
pokrocila dopredu experimentélna technika, nik vSak nemal ani potuchy ako
tie ¢iary vznikaju. Niels Bohr sa po niekolko rokov zamyslal na tym, ako sa
pohybuji atémy okolo jadra v Rutherfordovom modeli. Jeho hypotéza v kto-
rej predpokladal, Ze elektrony sa pohybuju po uzavretych drahach bez toho,
aby vyzarovali svoju energiu vo forme elektromagnetického ziarenia, narazala
na nedoveru, pretoze odporovala teérii elektromagnetického ziarenia. Ked
Hans Méarius Hansen vytiahol Balmerov vztah, bolo Bohrovi zrazu vsetko
jasné. Bolo to ako ked kamienky v sklada¢ke zapadnd na spravne miesto a
v hlave sa vynori spravny obraz. Jednotlivé ¢iary vo vyzarovacich spektrach
vznikaju pri prechode elektronov z jednej hladiny na druhi. Na obrazku 3.1.
st znézornené prechody pre jednotlivé série v pripade vodiku.

Teraz uz mohol Bohr definovat svoje postulaty a pomocou nich vysvetlit
podstatu ¢iar v emisnych spektrach.

Bohrove postulaty
1.Elektréony sa pohybuja okolo kladne nabitého jadra po stabil-
nych kruhovych drahach.

7 podmienky stability atému musi platit, predpoklad zachovania celkove]
energie, ktora sa rozdeluje na kinetickt energiu K a potencialnu energiu U:

H=K+U (3.1)
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Obr. 3.1: Dovolené prechody medzi jednotlivymi hladinami v atome vodiku.
Vinové dlzky jednotlivijch ciar velmi presne popisuje zobecneny Balmerov
vztah.

kde pre kinetickt energiu pohybujiiceho sa telesa hmotnosti m (v tomto
pripade elektronu) plati:

1
K = émv (3.2)

ak predpokladame, Ze elektron sa pohybuje v coulombickom poli kladne
nabitého jadra po kruznici polomeru r, pre potenciadlnu energiu dostaneme:

2

(&
U=—-k— 3.3
- (33)

kde £ je konstanta. Pritazlivd coulombické sila f. medzi jadrom a elek-
tronom musi byt kompenzovana odstredivou silou f, rovnakej velkosti:

fe=fo (3.4)
po dosadent:
2 mo?



a po uprave:

2
1
er_r = §mv2 (3.6)

Teda z podmienky stability atomu dostaneme pre kinetickt energiu:

2

€
fry e .
K=k 5 (3.7)

A pre celkovi (vizobnu) energiu:

2

e
E=—k— .
5 (3.8)

ktora je zaporné ¢o zarucuje stabilitu atomu a dokazuje platnost prvého
postulatu.

2. Pri pohybe elektréonu okolo jadra sti dovolené len niektoré
drahy. Mimo nich sa elektrén nemoéze vyskytovat.

Kazdej dovolenej drahe zodpovedd moment hybnosti L=mur, ktory na-
dobuda diskrétne (kvantované) hodnoty:

. (3.9)
Mo, T, = n— .
27
kde n=1,2,3,....., h je Planckova konStanta, 7, si dovolené polomery or-

bitalnych drah. Energeticka "vzdialenost" medzi dvomi dovolenymi orbital-
nymi drahami je h/2 7. KedZe tento podiel Planckovej konstanty a dvojné-
sobku 7 sa bude ¢asto vyskytovat, zavedieme nové oznacenie:

_h
T o

Vo ztahu (3.9) vystupuji dve nezname velic¢iny r,, a v,, ktoré spolu si-
visia. Aby sme dokézali ur¢it polomery dovolenych drah, musime eliminovat
rychlost:

h (3.10)

m*vir = n’h? (3.11)
z rovnosti coulombickej a odstredivej sily (rovnica 3.4) dostaneme:

e

2=k 3.12
0=k (312
Po dosadeni do predposledného vztahu dostaneme:
n%h?
"= 3.13
" ke?m (3:13)
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kde n=1,2.3,..... a nazyvame ich hlavné kvantové ¢&isla. Vidiet, ze s
rasticim hlavnym kvantovym cislom sa polomer dovolenej orbitalnej drahy
zvacSuje kvadraticky. Najmensi polomer, ktory je v stabilnom atoéme dovo-
leny, vypocitame, ak polozime n=1 a tento polomer oznac¢ime ako ay:

h2
= 3.14
9= rerm (3:14)
Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostaneme, ze:
ap = 0.529 x 1071 (3.15)

tento polomer nazyvame Bohrov polomer. Hodnota Bohrovho polomeru
sa zd4& byt velmi mal4, aviak porovnana k polomeru atomového jadra (7107°m)
je obrovska. Aby sme ziskali predstavu o velkosti rozdielu medzi polomerom
jadra a polomerom prvej drahy, predpokladajme "giganticky" model atému
s jadrom o polomere 1 cm. V takomto modeli by sme museli umiestnit elek-
tron na prvi drahu vo vzdialenosti 100 metrov. Skutocne sa takto naplnil
predpoklad Ernsta Rutherforda o prazdnosti hmoty okolo nés.

Pomerne jednoducho vyjadrime energiu elektronu a n-tej drahe pouzi-
juc predchadzajice vztahy (3.8) a (3.13):

k*etm
2n2h?

3. Pri prechode z energeticky vyssej hladiny na energeticky niz-
§iu hladinu sa rozdiel energie vyZiari vo forme elektromagnetického
Ziarenia, frekvencia ktorého je dana vztahom:

E,=— (3.16)

kde: v je frekvencia vyZiarenej elektromagnetickej viny, a E;, I;
st energie hladin. Pri prechode 2z energeticky nizsej hladiny na
energeticky vys$Siu hladinu sa rozdiel energie absorbuje vo forme
elektromagnetického Ziarenia zodpovedajiicej frekvencie.

Po dosadeni do rovnice ( 3.17) z rovnic (3.16) a (3.14) dostaneme:

ke? ke?
hy = — — (= 3.18
v 2agn? QaOn?) (3.18)
alebo po malej tprave:
ke? 1 1
= - - = 3.19
ZaOh(nz- n?) (3.19)



Kedze poloha spektralnych ¢iar sa udava vo vinovej dlzke (nie vo frek-
vencii), posledny vztah prepiseme do tvaru pre vinovua dlzku (pouzili sme pri
tom vztah A\ ) :

1 1 1
— =Ry(— — — 3.20
kde sme oznacili:
ke?
Ry = 3.21
H 2aghc ( )
Po dosadeni ¢iselnych hodnot do vztahu (3.21) dostaneme:
Ry =1097.3731m ™" (3.22)

Vypocitana konstanta Ry zodpoveda experimentalnej Rydbergovej kon-
Stante R., vystupujicej v Balmerovom vztahu. ZlepSenie vysledku mozno
dosiahnut ak uvazujeme o atéme ako sustave dvoch hmotnych telies, ktoré
obiehaju okolo spolo¢ného taziska. Vo vztahu (2.14) pre vypocet Bohrovho
polomeru potom namiesto hmotnosti elektronu m  bude vystupovat redu-
kovana hmotnost p :

mm
P
=

=7 3.23
m + my, (3.23)

kde m, je hmotnost proténu. Zavedenie tejto malej korekcie umoznilo
zlepsit suhlas medzi tedriou a experimentom, tak Ze vzdjomnd odchylka je
v medziach experimentalnych chyb pouzitych konstant a vlastného me-
rania. Vyborny sihlas experimentu s tedriou bol triumf bohrovej tedrie a
znamenal vstup do novej mechaniky.

Aplikacie troch postulatov Nielsa Bohra priniesli vyznamné vysledky pre
vysvetlenie vodikovych emisnych spektier. Tato teéria vsak nebola schopné
vysvetlit polohu ¢iar v emisnych spektrach héliovych a zlozitejsich atéomov.
Vdaka tomu, aj napriek nepochybnym tuspechom, mala tato teoéria v ro-
koch 1913 - 1926 mnohych odporcov. Hlavnym argumentom bol neobyc¢ajne
vysoky pocet postulatov - tvrdeni bez dokazu. Hlavne prvy postulat o dovo-
lenych drahach vyvolaval pochybnosti. Zdalo sa, Ze tieto postulaty mozno
odvodit z eSte elementarnejsich principov.

V roku 1923 mlady fyzik Louis de Broglie vyslovil revolué¢nti myslienku.
Ak je pravda, ze elektromagnetické vlnenie sa prejavuje dudlnym charakte-
rom (teda foton je zarovenn vlna aj Castica), potom podobny efekt mozno
predpokladat aj pre hmotné telesa. Ak teda pripustime, ze elektréon mé po-
dobné dualne vlastnosti, ako fotéon, pri svojom pohybe okolo jadra sa $iri vo
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forme vlny, podstata ktorej de Brogiemu zostavala utajena. Na to aby nedo-
chadzalo k interferenénym javom a naslednému zaniku vlno-castice, musi sa
na obvod orbitalnej drahy "zmestit" celistvy pocet vin, ako je to schematicky
naznacené na obrazku 3.2. Nutnou podmienkou stacionarneho n-tého orbitu
s polomerom r,, je:

27, = nA (3.24)

kde: A je vinova dlzka hypotetickej viny, prislichajicej obiehajucemu elek-
trénu.

Obr. 3.2:  Schématické zndzornenie stojatej viny na staciondrnom orbitdli
vodikového atomu.

V pripade, Ze vlna ma vlastnosti fotonu, tak energiu na stabilnom orbite
moZno vyjadrit nasledovne (pomocou Einsteinovej teorie vonkajsieho foto-
efektu):

E=hv (3.25)

alebo tiez pouzijuc zavery Einsteinovej Specidlnej teorie relativity:

E = mc (3.26)

Spojenim poslednych dvoch rovnic dostaneme:

hv = mc? (3.27)

Po malej iprave dostaneme:
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c h
-—=— (3.28)
v mc
Ak uvazime, 7e relativisticka hybnost p=mc a A=c/f dostaneme funda-
mentalny (zédkladny) vzfah medzi vlnovou dlzkou a hybnostou ¢astice:

A= — 3.29
p (3.29)
Ak za A dosadime podmienku pre stabilni orbitéalnu drahu (3.24), potom
dostaneme:

nh
o

¢o nie je ni¢ iné ako zahadny vztah vystupujici v druhom Bohrovom
postulate. Takto na zédklade neobycajnej myslienky Louse de Broglieho bolo
mozné vysvetlit, preco sa elektrony pri pohybe okolo jadra pohybuji len po
presne vymedzenych drahach.

"Nova mechanika" ktora tak vyborne poslazila pri vysvetleni experimen-
talnych vysledkov ziskanych koncom 19. storoc¢ia, priniesla zaroven nepreko-
natelné problémy pri formulovani pohybovej rovnice. Kvantovo-mechanicka
pohybova rovnica musela totiz v sebe spajat vlnové a sucastne aj korpusku-
larne vlastnosti mikroskopickych castic. V roku 1923 sa Erwin Schédinger
pokusil spojit vinové vlastnosti (popisané vlnovou rovnicou):

mur, =

(3.30)

Pu(z,t) 1 0%u(x,t)
92 w2 o
kde: u(z,t) je funkcia popisujica vlnenie v jednom rozmere a Case (na-
priklad vychylku) a v je rychlost vinenia, a pohyb korpuskularnej ¢astice
(popisané hamiltonovou rovnicou):

(3.31)

p2
EFE=—+U (3.32)

2m

kde: E je celkova energia, p je hybnost a U je potenciilna energia, do
jednej univerzalnej rovnice. Z poslednej rovnice, po tprave, dostaneme pre
hybnost:

p=1+/2m(E—U) (3.33)

Za predpokladu, ze plati de Broglieho hypotéza o priradeni viny pohy-
bujucej sa ¢astici, pouzijuc vztah (3.29), mozno pre zodpovedajicu vinova
dlzku X pisat:
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A= hy/2m(E —U) (3.34)

Po malej iprave dostaneme:

v 2mo*(E —U)

xR

VInovi rovnicu, povodne priestorovo-¢asovli rovnicu mozno, pomocou
substitucie:

(3.35)

u(z,t) = w(z) exp(—iwt) (3.36)

(kde: w=27f a nazyva sa kruhova frekvencia), rozdelit na priestorovi a
¢asovi zlozku, (treba starostlivo urobit derivaciu podla ¢asu a dosadit) takze
dostaneme obycajnu diferencidlnu rovnicu:

dPPw(z)  w?

oI ﬁw(:c) =0 (3.37)
Ak v poslednej rovnici upravime podiel w? /v# pomocou vztahu w=27f a

p=h/\ dostaneme:

d*w(z)  p?
4+ () = 0 (3.38)

Po dosadeni za hybnost z rovnice (3.33) dostaneme:

dPw(z) 1

s + EQm(E —D)w(z)=0 (3.39)
Po malej uprave a zamenenim w(x) za ¢(x), pretoze tak obycajne ozna-

¢ujeme amplitidu hmotnej viny dostaneme:

h? d?
—————+4+U(z r) = FEp(x 3.40
(=g s + U@)) (o) = Bt (3.40)

Vyraz v zatvorke nazyvame Hamiltonov operator a oznacujeme H. Roz-
Sirenie rovnice na tri rozmery nerobi ziadne principidlne tazkosti. V uvedene]
rovnici nevystupuje ¢as, ktory sme vylucili pouzitim substiticie (3.36). Rie-
Senim bezcasovej rovnice dostaneme iba stacionarne riesenia. Pohybovi rov-
nicu dostaneme po dosadeni substiticie a zamenenim u(x,t) za ¥ (x,t):

L O0W(x,t) W 0P
th = (—%@ +U(z,t))¥(z,t) (3.41)
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T4ato rovnica v sebe spija vinovu a klasicki pohybovi rovnicu a dnes ju
nazyvame Schrodingerova rovnica na pocest Ervina Schrodingera. Pre zacho-
vanie historickej objektivity treba poznamenat, ze nezavisle na Schrodinge-
rovi odvodil podobnt rovnicu Werner Heisenberg.

3.2 Poloha a hybnost kvantovo-mechanickej ¢as-
tice

Ked sa Ervinovi Schédingerovi podarilo odvodit pohybovi rovnicu, ktora
dokazala spojit vinové a korpuskulérne vlastnosti mikrocastice, odstartovala
sa tym diskusia ako suvisi makrosvet, v ktorom Zijeme a pozorujeme ho, s
nehmatatelnym a do istej miery abstraktnym mikrosvetom vlno-¢astic. Bolo
sa treba opytat kde je hranica medzi mikrosvetom a makrosvetom a ¢i je
vobec mozné nahliadnut za hranice kvantového mikrosveta. V roku 1926 sa
pokusil Werner Heisenberg (vtedy len 25 ro¢ny fyzik) na zéklade poznat-
kov z kvantovej tedrie interpretovat pozorovanie mikrosveta. V myslienkovom
experimente pouzil nesmierne vykonny mikroskop, ktory je schopny pozoro-
vat jednotlivé elektrony. Na to aby to bolo mozné musi pozorovatel, v si-
lade s klasickou fyzikou makrosveta, poznat polohu a hybnost pozorovaného
objektu. To sa da urobit tak, Zze pozorovatel vysle k skimanému objektu
"sondu", ktora sprostredkuje informaciu o pozorovanom objekte z mikros-
veta. Sonda, na to aby bola schopna pozadovani informéciu sprostredkovat,
musi mat podobné rozmery ako skiimany objekt.

V pripade elektréonu treba pouzit kvantum elektromagnetického ziarenia -
foton, ktory je "dostatocne zaostreny", aby pozorovatel bol schopny urcit
polohu. Nech je teda pouzity foton lokalizovany v smere pohybu na tsecke
dlzky Auz. Takato lokalizacia sa da vytvorif len pomocou vhodne skon-
Struovanej interferencie rovinnych vin. To je dovod, preco lokalizovanej vine
hovorime vinovy balik. Lokalizicia na tsetke dlzky Az, znamena, 7e am-
plitida viny (ako neskor uvidime ide o komplexnii vinu) mimo tusecky je
nulova. Teda interferencia musi byt takéi, aby sa jednotlivé viny mimo inter-
valu (-Az/2,Az/2) navzajom zrusili. Aby to bolo mozné musia sa vo vlnovom
baliku vyskytovat viny s dlzkami A a A" takymi, Ze st v protifize (rusia sa)
pri okraji balika a v strede balika st vo faze (zosiluju sa). Ak teda na interval
Az/2 pripadne n period s vinovou dizkou A a n+1 period s vlnovou dlzkou
A" ¢o mozno zapisat nasledovne:

% = nA (3.42)
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Az

Odc¢itanim oboch rovnic a po vynéasobeni 47 dostaneme:
2r 27w

alebo ak uvazime, 7e vlnocet (pocet period na jednotku dlzky) k=27 /)
posledny vztah mozno prepisat:

AzAk =2 (3.45)

kde Ak=(1/k’)-(1/k) a oznaluje rozsah intervalu frekvencii rovinnych
vin, potrebnych na vytvorenie pozadovaného vinového balika lokalizovaného
na intervale Az.

Z poslednej rovnice vidno, 7e so skracovanim vzdialenosti Az na ktorej je
vinovy balik lokalizovany, narasta pocet potrebnych frekvencii. Pozorovatel
pri pozorovani polohy, sa bude snazit zlepSovat meranie polohy mikrosko-
pického objektu tak, ze bude zaostrovat (teda lokalizovat) vysielany vlnovy
balik. Tak moze v podstate dosiahnut neobmedzent presnost v urceni po-
lohy. Ak sa pozorovatel rozhodne zmerat aj rychlost ¢astice, musi pouzit
dva vlnové baliky vyslané tesne za sebou aby priniesli informéciu o polohe
Castice v ¢ase t a t+At. Podla klasickej formule:

po T AA?L —2(®) (3.46)

kde v je rychlost castice, urc¢i rychlost castice. Aby presne lokalizoval
polohu v potrebnych dvoch bodoch, pouZije velmi zaostrené vinové baliky.
Podla teérie Louse de Broglieho je v8ak pohybujica sa mikroskopicka ¢as-
tica charakterizovana vinou. V procese "zrazky" vlnového baliku s ¢asticou
tieto spolu interferuji a vznikne novy "stav" mikrocastice. Podla vysvetle-
nia Comptonovho javu, v procese interakcie odovzdé vlnovy balik ¢ast svojej
energie Castici, ktora sa v istom ¢ase pohybuje zrychlenie. Vyraz (3.4) v8ak
predstavuje klasicku (makroskopicki) definiciu rychlosti a uvazuje sa v fiom,
7e sa sledovana Castica pocas ¢asového itervalu At , pohybuje rovnomerne. V
nasom pripade, nasledujuci vlnovy balik najde casticu v stave po urychleni,
takze rychlost podla (3.4) nemozno presne ur¢it. Tento jav mozno potla-
¢it tak, 7e pozorovatel bude skracovat ¢as medzi jednotlivymi meraniami.
Musi vSak pouzit viac lokalizované vlnové baliky, aby tieto neinteragovali
navzajom. Tym vSak zvi¢8uje ich energiu (na ich vytvorenie "pouzije" vA¢Si
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pocet rovinnych an) a zaroven zviacsuje aj urychlovaci efekt. Aby potlacil
urychlovaci efekt, méze pouzit malo lokalizovany vinovy balik - tvoreny ma-
l¥m po¢tom rovinnych vin. V hrani¢nom pripade pouzije len jednu rovinni
vlnu, ktorda vytvori uplne nelokalizovany vlnovy balik. Tak bude zvySovat
presnost urc¢enia rychlosti. So zvySovanim presnosti urc¢enia rychlosti ¢astice
vSak bude klesat presnost urcenia polohy a opac¢ne. Zostava uz len urcit ¢i
existuje nejakd optimélna kombinacia polohy a rychlosti, pri ktorej sa da mi-
nimalizovat vzajomna nepresnost merania. Tu sa musime vratit k samotnej
podstate tvorenia vlnového baliku. Pouzijeme rovnicu (3.45):

NxNk =27 (3.47)

Po dosadeni z de Brogieho rovnice A=h/p a uvazenim Ak=27 /AN po
malej uprave dostaneme:

h
NxAp = 5 (3.48)

¢o je optimalny vztah medzi presnostou urc¢enia polohy a hybnosti vIno-
Castice. KedZe v experimente nenastiava optimélny stav, poslednt rovnost
obyCajne uvadzame vo forme nerovnosti:

AzAp > g (3.49)

Tato nerovnost vyjadruje slavny princip neurcitosti formulovany Werne-
rom Heisenbergom v roku 1926 a poukazuje na hranicu medzi mikro a makro
svetom.

Po uverejneni principu neurcitosti - mimochodom znamom z optiky uz
dévnejsie - vo fyzikalnej obci sa rozputala burliva diskusia. Tento princip totiz
napada samotni podstatu deterministického ponimania sveta. V septembri
roku 1927 sa v luxusnom hoteli Métropole v Bruseli schadza vtedajsi vykvet
fyzikdlneho sveta. Vybrant spolo¢nost tvori 28 panov a jedna dama. Cie-
Tom ich stretnutia je urobit poriadok v interpretacii vysledkov kvantovej me-
chaniky. Pocas stretnutia sa do sporu (samozrejme vedeckého) dostali Niels
Bohr, zastanca principu neur¢itosti a vinovo-¢asticovej interpretacie (kodan-
ska skupina fyzikov) a Albert Einstein, ktory napriek tomu Ze, vysvetlenim
vonkajSieho fotoelektrického javu otvoril dvere "novej fyzike", pri interpre-
tacii pravdepodobnostnej fyziky sa stal jej najviac¢sim odporcom. Vysledkom
tyzdennych diskusii bolo vitazstvo kodanskej skupiny fyzikov a formulovanie
zékladnych postulatov kvantovej mechaniky. Ich znenie (pre jednorozmerny
pripad) je nasledujuce (pre lepsie pochopenie ich uvadzame spolu s prikladom
elektronu viazaného na usecku):
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Postulat I: Fyzikdlny stav Castice je tplne popisany komplex-
nou vlnovou funkciou ¥(x,t). Hustota rozdelenia pravdepodobnosti
vyskytu €astice je dana ako P(x,t)= V*(x,t) ¥(x,t), (tento stéin na-
zyvame komplexny kvadrat).

Uvazujme jednoduchy pripad, ked je elektron viazany na interval dlzky
L. Ako neskor uvidime, to zodpoveda pripadu jednorozmernej nekonec¢ne hl-
bokej potencidlovej jame. Podla zadania vyzadujeme, aby sa elektron vy-
skytoval na intervale <0,L.>. Stav elektrénu (v istom okamihu) predpiSeme
vlnovou funkciou:

U(x,t) = Az(L — x) (3.50)

kde: ¢as je parameter a vo vlnovej funkcii explicitne nevystupuje. Tvar
funkcie sme zvolili do istej miery od oka a v dalSom budeme zistovat, apli-
kovanim postulatov, nakolko je tento tvar spravny.

Podla prvého postulatu, kvadrat navrhovanej funkcie zodpoveda hustote
rozdelenia pravdepodobnosti v danom okamihu. Normaliza¢ni konStantu A
ur¢ime z predpokladu, ze elektron sa s pravdepodobnostou rovnej jedna vy-
skytuje na intervale <0,L>:

1= /L W2 (z,t)dx (3.51)

alebo po dosadeni zo vztahu (3.50):

1= /OL{Ax(L —z)}dx (3.52)

po "vyrieSeni" integralu a malej iprave dostaneme:

A=4]2 (3.53)

Navrhovana vinova funkcia teda existuje aj ked to eSte nezarucuje, Ze je
rieSenim zodpovedajicej Schrodingerovej rovnice.

Postulat II: Vlnova funkcia ¥ (x,t) ako aj jej prva a druha de-
rivacia podl'a stiradnice musi byt spojita a jednoznaéna pre vietky
hodnoty x.

Navrhnuta vlnova funkcia je spojita véitane prvej a druhej derivécie.

Postulat ITI: Kazda veli¢ina, ktort je mozné fyzikalne pozorovat,

je v kvantovej mechanike reprezentovana hermitovskym operato-
rom A .
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V klasickej mechanike potrebujeme na jednoznac¢né urcenie pohybu hmot-
ného bodu urcit polohu a hybnost hmotného bodu. KedZe toto pravidlo plati
aj v kvantovej mechanike (len veli¢iny majui iny tvar), musime najst prislusné
operatory polohy a hybnosti elektronu viazaného na tisecke dizky L. V Sch-
rodingerovej rovnici (pripominame ide o pohybovia rovnicu ) vystupuje po-
loha v potencialnej energii, ktora je realna coulombovski. Operator polohy
je teda totozny s polohou:

T=ux (3.54)
Hybnost vystupuje v kinetickej energii:
2

p
E. —
F 2me

(3.55)

v kvantovomechanickej interpretacii vino-castice je kinetickd energia dana:

h? 2
By=—— .
F 2m dx? (3.56)

Porovnanim poslednych dvoch rovnic pre operator hybnosti dostaneme:

p=—-— (3.57)

Postulat I'V: Stredna, alebo o¢akavana hodnota <A > l'ubovolnej
pozorovatel'nej veli¢iny A, ktora je reprezentovana operatorom A,
je dana vztahom:

<A>= / U*(z, t) AU (2, t)d (3.58)

[e.e]

Stredntt hodnotu (o¢akévant hodnotu) polohy vypocitame teda nasle-
dovne:

L
< >:/ U*(z,t)aV(z, t)d (3.59)
0
po dosadeni za U(x,t) (¢as vystupuje opéft, ako parameter):

) b 30 , 2
<z >= i T3 (L — x)°dx (3.60)

Po vyrieseni posledného integralu pre ocakavant hodnotu polohy elek-
tronu dostaneme:
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. L
<i>=g (3.61)

To znamena, ze ocakavana hodnota polohy elektronu, teda to, ¢o budem
merat v experimente, je prave v strede tusecky, na ktorej je lokalizovany. V
tomto pripade je tam aj najvacsia amplitida vinovej funkcie.

Strednu (o¢akavanii) hodnotu hybnosti vypocitame podobne:

L
hd

p >= U*(x,t)——W(x,t)d .62
<p> /0 (m,)idx (x,t)dx (3.62)

po dosadeni za ¥(x,t):

L
30 h

<p>= / xﬁx(L — x);{(L —z) —z}dx (3.63)

0

Po vypocitani posledného integralu pre strednii hodnotu hybnosti dosta-
neme:

<p>=0 (3.64)

Tento vysledok sme ocakévali, pretoze viazany elektron sa makroskopicky
nepohybuje. Na urcenie nepresnosti merania potrebujeme urcit stredni kvad-
raticki odchylku merania (normélne $tatistické spracovanie merania) polohy
a hybnosti. Teda po dosadeni do zédkladnych vztahov:

< Ax>’=<1?>— < >? (3.65)
kde:
L
<2 >= / T (o, ) da (3.66)
0
Po dosadeni prislusnych vztahov a vyrieSeni integralu dostaneme:
L2
<Az >P=— 3.67
x 53 (3.67)

Podobne pre strednii kvadratickd odchylku merania hybnosti:

< Ap >P=<p? > — < p>? (3.68)
kde:

<p?>= /OL \Il*(m,t)(?)Q\Il(x,t)da: (3.69)
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Znovu po dosadené a vyrieSeni integralu dostaneme:

10h?
12
Sucin strednej kvadratickej odchylky merania polohy a hybnosti nam da
celkovi neistotu merania polohy a hybnosti (pripominame, Ze tieto dve veli-
¢iny potrebujeme podla klasickej mechaniky na urcenie stavu pohybujuceho
sa hmotného telesa) dostaneme:

< Ap >i=

(3.70)

10R*  R?

Posledna nerovnost spliia vztah neurcitosti. To mé& nesmierny vyznam,
pretoze aplikovanim prvych Styroch postulatov mozno ziskat vztah neurci-
tosti.

< Nz >i< Ap >P=

Postulat V: Pripustnym vysledkom merania veli¢iny A repre-
zentovanej operatorom A je ktorakol'vek z vlastnych hodnét a; ope-
ratora A.

To ze elektron je viazany na tsecku je Ciste formélna dvaha. V redlnom
experimente to znamena elektréon "umiestneny" medzi dvomi paralelnymi
kovovymi doskami, ktoré st nabité na vysoky zaporny potencial. Medzi do-
skami je potencidl nulovy. Plati teda:

V(z)=0 0<xz<L (3.72)
V(z) =00 x>0,x>1L (3.73)

(_h_ d_ + V(g;-)) o(x) = Ep(x) (3.74)

Rieenie hfadame intervale x=(0,L), pretoze mimo intervalu (0,L) je rie-
Senie nulové. Ak je V(x)=0 mozno posledni rovnicu prepisat do tvaru oby-
¢ajnej diferencialnej rovnice:

d2
wgp(m) + k*o(z) =0 (3.75)
kde:
omE
k= ;_L” (3.76)



Jej rieSenie je lahké - spomeiite si na rieSenie tulohy o harmonickom os-
cilatore - dostaneme ho vo forme stuc¢tu harmonickych funkcii:

o(x) = Asin(kz) + B cos(kz) (3.77)

kde A a B su konStanty, ktoré treba urcit z okrajovych podmienok, v
nasom pripade:

2(0) = p(L) = 0 (3.78)

Z okrajovej podmienky v bode z=0 vyplynie, ze B=(. Z druhej okrajovej
podmienky (v bode z=L) dostaneme:

k=ky,=— (3.79)

kde n je celé cislo.
Konsgtantu A ur¢ime z normovacej podmienky:

L
1= / | Asin(k,z) |? do (3.80)
0

Po vyrieSeni posledného integralu dostaneme pre Tubovolné (pripustné)
kn

Vysledny tvar "dovolenej" vinovej funkcie (x) dostaneme po dosadeni
"normovacej" konstanty A a B (B=0 len v nasom pripade, vo v8eobecnosti

to tak nemusi byt):
2
O = \/;sin(n%x) (3.82)

kvadrat tejto funkcie (vo vieobecnosti komplexny stéin " (x) (x) ) ur-
¢uje hustotu rozdelenia pravdepodobnosti vyskytu castice v bode x. Pravde-
podobnost, Ze ¢asticu najdeme v intervale poloh <x,x-+Ax> n-tej energetic-
kej hladine je dana:

P = [ s (3.9

Pripustné hodnoty energie (vlastné ¢isla operatora) sustavy elektronu via-
zaného na tsecku dostaneme, ak aplikujeme (zamen4 to,Ze urobime operacie
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uvedené v operatore) operator celkovej energie (v kvantovomechnickom vy-
jadreni je energia operator):

E=T=—p (3.84)
na funkciu ¢(x) (pozri 3.77 a 3.81):

Epn(x) = Enpn() (3.85)

Po starostlivom vykonani dvojnésobnej derivacie (ukrytej v operatore
hybnosti) pre dovolené energie ststavy dostaneme:

ﬁ2

E, = %ki (3.86)
alebo po dosadeni za k, (3.79):
h2 2
= 2£Ln2 (3.87)

Podla posledného vyrazu, su v sustave lokalizovaného elektrénu pripustné
len urcité energie. "Vzdialenost" medzi jednotlivymi energetickymi hladinami
je nepriamo umerna dlzke intervalu na ktorom je elektrén lokalizovany. Ak
rozsirime interval do nekonecna dostaneme spojité spektrum energie, ¢o je
charakteristické pre volnu casticu. Energeticky rozdiel medzi dvomi hladi-
nami rastie kvadraticky s rasticim n. Vysledok sa liSi od zavislosti odvode-
nej Balmerom pre energeticki vzdialenost dvoch hladin (orbitélov) v atoéme
vodiku (AE ~ Z5 ), pretoZe tam sa elektron pohybuje v trojrozmernom
coulombickom poli, ¢o je uplne iny problém.

Existenciu izolovanych energii (diskrétne energetické spektrum) mozno
pochopit tak, Ze v rieSeni vyzadujeme nulovi hodnotu vlnovej funkcie na
okrajoch intervalu, na ktorom je elektréon viazany. Je to podobné ako ked
kmita struna, upevnena v dvoch pevnych bodoch, len na uréitych (dovo-
lenych) frekvenciach. Kazdej frekvencii prislicha stacionarne vinenie takeé,
ktoré spliia okrajové podmienky. Na obrazku 3.3a st zobrazené Styri prvé
vlastné funkcie, ktoré mozu v staciondrnom stave existovat v nekonec¢ne hlbo-
kej potencialovej jame. Hustota rozdelenia pravdepodobnosti existencie ¢as-
tice je nakreslena na obrazku 3.3b. Na najnizSej energetickej hladine (prva
vlnova funkcia) je hustota rozdelenia pravdepodobnosti najvicsia v strede
intervalu na ktorom je elektron (vlno ¢astica) viazany. Na druhej energetic-
kej hladine je hustota rozdelenia pravdepodobnosti v strede intervalu nulova.

Je potrebné si uvedomit, ze v tomto type okrajovej ulohy sa rieSenie sa
rozpadne na mnozinu dovolenych vlnovych funkeii (3.82). Ak sa pociato¢ny
stav priblizuje k niektorej z vlastnych funkcii potom vysledny stav zahriuje
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Energia (eV)

0.0 50
Vzdialenost’(/c-\)

Obr. 3.3: Tvar vinovej funkcie (a) a hustoty rozdelenia pravdepodobnosti vy-
skytu (b) elektronu "uzavretého" medzi nabitymi doskami, ktoré predstavuji
"mekonecne hlboki potencidlovi jamu.

len maly pocet funkcii. V opa¢nom pripade sa pociatoCny stav rozpadne na
velky pocet vlastnych funkcii s nenulovou amplitidou. V naSom pripade sme
za pociatoc¢ny stav zvolili kvadratickua funkciu, ktora nie je vlastnou funkciou.
Jej priemet (realizaciu) na najniz$iu vlastnia funkciu vypoéitame:

P /0 \/% sin(70) (L — )} (3.89)

Po vypocitani posledného integralu dostaneme P=0.999. To znamen4, ze
99,9 % vnuteného stavu sa realizuje na najnizsej energetickej hladine. To
preto, lebo funkcia f(x) = Ax(L — z) je "podobna" na intervale <0,L.>
prvej vlastnej funkcii funkcii o1 ().

Na priklade sme videli ako pomocou postulatov prijatych v roku 1927 na
stretnuti fyzikov v hoteli Métropol v Bruseli dokazeme vysvetlit intuitivne
zévery fyzikov v predchadzajucich rokoch. Tu by sa dalo povedat, ze fyzika
opat raz dosiahla svoje maximum a uz nie je ¢o skumat, pretoze vSetko
uz bolo objavené. Vyvarujme sa vSak podobnych unahlenych zaverov, ktoré
koncom 19. storocia priviedli fyzikdlnu obec na pokraj vedeckej priepasti.
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Dalej uvidime, ze vyrieSenim jednej zahady sa vynoria nové a nové, ktoré je
potrebné vyriesit.
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Kapitola 4

Kvantové tunelovanie

4.1 Interakcia vlno-Castice s potencialom

Predstavme si jednoduché jednorozmerné zariadenie pozostavajice z dvoch
kovovych prstencov, z ktorych jeden je uzemneny a druhy mé oproti prvému
zaporny potencial U=-100V tak ako je nakreslené na obrazku 5.1.a. Z Tavej
strany nech do experimentalneho zariadenia prichadza zaporne nabita mik-
roskopickéa castica (napriklad elektron so zépornym nébojom) s kinetickou
energiou T=180eV. Pred prichodom do prvého prstenca sme jeho vlastnosti
"upravili" tak, Ze pozname presne jeho hybnost. Podla principu neurcitosti
v takomto pripade bude jeho poloha "uplne" rozmazana a je realizovany len
jednou jedinou vlnou s frekvenciou f. KedZe druhy prstenec ma zaporny po-
tencial vzhladom na prvy, nemoze sa ho tento priamo dotykat a musia byt
separované aj ked malou ale kone¢nou medzerou, ktort oznac¢ime dz. Na
obrazku 5.1.b je priebeh potencidlu na skutocnej Strbine znazorneny ¢iarko-
vanou ¢arou. Pri pohybe elektronu pozdlz strbiny posobi na tento sila:

(4.1)

Posobenim tejto sily je elektron je spomalovany podla druhého Newto-
novho zakona. Treba poznamenat, Ze pravouhly potencial sa neda vyrobit ani
pouzit, pretoze by "vyvolaval" nekonecne velké zrychlenie. Napriek tomu pri
nasom rozpravani pouzijeme prave takéto priblizenie, pretoze kvalitativne
vysledky st spravne. Na obrazku 6b je idealizovany potenciil znazorneny
plnou ¢iarou. Na "rieSenie" tlohy o pohybe je potrebné riesit pohybovi rov-
nicu. Pre mikroskopicku ¢asticu sa pohybova rovnica nazyva Schrédingerova
rovnica (kedZe opakovanie je matkou mudrosti napi§me ju znovu):
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Obr. 4.1: Zariadenie na "vytvorenie "potencidlu schodovitého tvaru (a). Prie-
beh potencidlu vytvoreného v zariadent (b).

(_’idi ‘ v<x)) o(x) = B(a) (42)

2m dx?

kde ¢ (z) je tvar vlny, ktory popisuje spravanie sa delokalizovaného elek-
tronu v potenciali V(z). Ten je v prvom prstenci nulovy (taky pripad sme uz
riesili), a v druhom nadobtda nenulovii hodnotu - v nasom pripade zaporna
vzhladom na prvy prstenec. Ak umiestnime Strbinu do pociatku suradnej
ststavy (vzdy to ide urobit), potom pre potencial plati:

V(z) = 0eV z <0 (4.3)
V(z) = —100eV x>0 (4.4)

Riesenie rovnice (4.2) pre z <0 ktoré oznac¢ime ako ¢;(z) sa bude skladat
z dvoch ¢asti: viny prichadzajucej z Tava ¢1.(x) a z vilny odrazenej na
potenciali, prichadzajicej z prava p1p(z) Podla rieenia tlohy s nekoneéne
hlbokym potencidlom uz vieme, 7e kazda z vin ma dve zlozky:

p(x) = Asin(x) + B cos(z) (4.5)
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kde koeficienty A a B urc¢ime z okrajovych podmienok, pricom nie vzdy
méame také Stastie, ako pri tlohe s nekonec¢ne hlbokym potencidlom, kde
sa jeden koeficient rovna nule. Aby sme nemuseli pocas rieSenia pamétat
na mnozstvo koeficientov, pracu si trosku zjednodusime (len formélne). Ak
zavedieme komplexné cisla:

a = a, + ia; (4.6)

a komplexny exponent:

e = exp(ikx) = cos(kx) + isinkx (4.7)

kde k je Tubovolné reédlne ¢islo, potom celkové riesenie ¢;(x) (vIiavo od
Strbiny) mozno elegantne napisat v tvare:

¢1 = ae™™ 4 be T (4.8)

kde a a b st komplexné ¢isla a:

(4.9)

Posledny vztah mozno overit dosadenim do rovnice (4.2). Vysledna vina
(pochopitelne komplexna funkcia ¢1(z) ) bude vysledkom interferencie pri-
chadzajucej a odrazenej viny. Na druhej strane Strbiny bude situacia po-
dobné, a7 na to, 7e potencial je nenulovy a nevystupuje tam ziadna odrazena
vlna - nemé sa na ¢om odrazit. Teda celkové rieSenie vpravo od $trbiny je:

g = ce'™ (4.10)
kde ¢ je komplexné ¢islo a:
2m(E — W
. m(h 0) (4.11)

kde V4 je hodnota potencidlu oproti uzemnenému prstencu. Koeficienty
a,b a ¢ vypoc¢itame na zéklade poziadavky druhého postulatu, podla ktorého
musi byt vlnova funkcia spofitd véitane svojich derivacii v celej oblasti. Teda
aj na rozhrani skokovej zmeny potencialu v bode x=0.

21(0) = 2(0) (4.12)
d

@901(@ o = ZLwa(a) o (4.13)
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kolmé ¢iara za funkciou znamend, Ze po derivacii podla x dosadime za
premenntd nulu. Po starostlivom zderivovani a dosadeni dostaneme dve rov-
nice:

a+b =c (4.14)
k(a—b) =qc (4.15)

kde vystupuju tri nezname koeficienty. Z tejto siistavy mozno vypocitat

dva koeficienty, ktoré budi vystupovat ako funkcie tretieho. Obyc¢ajne vyjad-
rime koeficienty b a c. Koeficient a zostava ako parameter, pretoze oznacuje
amplitidu prichadzajicej viny.
V tejto Casti sa Citatel isto opyta, ¢o z toho ¢o sme v predchadzajucej ¢asti
vyjadrili je matematicka fikcia a ¢o mozno zmerat v experimente. Komplexnu
funkciu urcite nie, pretoze ti sme zaviedli len na "znizenie" poctu koeficien-
tov. V redlnom experimente mozno meracim pristrojom "vidiet" intenzitu
I(z), ktora (v istom pribizeni) zodpoveda hustote rozdelenia pravdepodob-
nosti:

P(z) = ¢*(x)p(x) (4.16)
ktora je uz realnou funkciou suradnice z. Ak nebude staf v ceste Castice
ziadna prekazka vo forme potencidlového skoku, bude hustota rozdelenia
pravdepodobnosti vSade konstanta. Takyto prpad sme zobrazili na obrazku
4.2. Treba poznamenat, ze v prpade volnej astice nie je mo7né normovanie
podla predpisu: .

1= / P(&)de (4.17)

—00

pretoze tento integral pre volnu ¢asticu diverguje. V obrazku 4.2 je normova-
nie na jednotku urobené umelo. Vidime, ze faza realnej a imaginérnej zlozky
je tak posunuté, aby ich komplexny kvadrat (4.16) daval konstantu.
Ak do cesty povodne vInej Gastice postavime prekazku vo forme potencié-
lového rozdielu (pozri obrazok 4.1), ¢astica ¢iasto¢ne vchadza do oblasti za
potencidlovym skokom a tlne sa odraza spit, ak je potencidlovy rozdiel U
vacsi, ako energia Castice F. Pozri obrazok 4.3. Zvlnenie na lavej strane
vzniké, ako interferencia medzi prichadzajicou a odchadzajicou vinou.

o(t) V pripade niz8ieho potencidlového rozdielu, ako je energia castice,
tato prechadza za bariéru ¢iastocne zabrzdena. To sa prejavi zmenou vinovej
dlzky zloziek rozdelenia hustoty pravdepodobnosti, tak ako je to znazornené
na obrazku 4.4.

V redlnom experimente sa obvykle "meria" koeficient odrazu na poten-
cidlovom skoku. Je to redlne ¢islo R (zo slova reflexia) definované ako podiel
kvadratov (komplexnych) amplitad odrazenej viny b a dopadajucej viny a:
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Obr. 4.2: Twvar redlnej (preruSovand c¢iara) a imagindrnej (bodkovand cirara)
zlozky vinovej funkcie, ktord charakterizuje (v nasej fikcii kompleznijch vin)
stav volného elektronu pred bariérou a po prechode bariéry. Pre porovnanie

je v obrdzku vyneseny aj priebeh rozdelenia hustoty pravdepodobnosti (plnd
ciara).

)

K

R:
lal

(4.18)

[\

Podobne je definovany koeficient prechodu 7' (zo slova transmisia) ako
podiel kvadratov amplitiud prejdenej viny ¢ a dopadajicej viny a:

| c]?
T = 4.19

Samozrejme medzi R a T plati vztah:
1=R+T (4.20)

Po dosadeni "experimentalnych" hodnot kinetickej energie prichadzaju-
ceho elektronu (E=180eV) a vysky bariery (U= -100eV) mozno jednotlivé
koeficienty R a T Tahko vypoéitat: !

Do vztahu (4.21) treba dosadit za potencial U hodnotu +100V, pretoze elektron méa
zédporny naboj.
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Rozdelenie hustoty pravdepodovnosti

R | | | | | | | |
2— - - - 0 1 2 3 4 5
Vzdialenost

Obr. 4.3: Funkcia rozdelenia hustoty pravdepodobnosti pred barérou a za ba-
riérou (plnd ciara), ak jej viyska je vicsia, ako energia E dopadajicej rovinnej
vlny. Zvlnenie funkcie P(x) v lavej casti experimentdlneho zariadenia vznikd
ako dosledok interferencie prichddzajicej a odchddzajicej viny. V brzdnom
potencidli hustota rozdelenia pravdepodobnosti rijchlo klesd k nule. Ciarko-
vand c¢iara zndzornuje redlnu zloZku a bodkovand imagindrnu zloZku. Plnd
zuisld ciara pradstavuje hranicu potencidlového skoku.

_lk=qP _ (VE- E_U>2 = (0.2)? (4.21)

Rl (vEy vEST)

Pri zadanom experimentalnom usporiadani sa "odrazi" zhruba 4% do-
padnutych elektronov. Zakonite vznika otazka, ako je to s jednotlivym elek-
tronom. Odrazi sa len jeho jedna ¢ast, alebo vysledok treba "chapat" v §ta-
tistickom zmysle? Nuz toto je typicky priklad hranice medzi mikrosvetom,
v ktorom sme dant tlohu o elektréne riesili, a makrosvetom v ktorom mo-
zeme experiment realizovat. Je jasné ze, experimentélny zmysel maja len
realne veli¢iny, komplexné veli¢iny sme "zaviedli" len na znizenie poc¢tu pre-
mnennych. Ich interpretacia vS§ak musi byt "makroskopicka", pretoze len taka
vystupuje v experimente a ako takd moze byt interpretovand naSimi zmys-
lami. Nem4 asi zmysel uvazovat ¢o sa stane ak v experimentalnom zariadeni
sa pohybuje len jeden elektron s presne zadanou hybnostou - to je opit nasa
fikcia ktort sme prijali na ulah¢enie riesenia. VZdy tam bude mnoho elek-
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Obr. 4.4: Funkcia rozdelenia hustoty pravdepodobnosti pred barérou a za bari-
érou (plnd ciara), ak jej vyska je mensia, ako energia E dopadajicej rovinnej
viny. Zvlnenie funkcie P(x) v lavej casti experimentdlneho zariadenia vznikd
ako dosledok interferencie prichddzajicej a odchddzagficej viny. Rovinnd vina
prechddza do oblasti potencidlu so zmensenou energiou. To sa prejavi, ako
prediZenie vinovej dlzky rovinnej viny. Ciarkovand ciara zndzornuje redlnu
zloZku a bodkovand imagindrnu zloZku. Plnd zwvisld ¢iara pradstavuje hranicu
potencidlového skoku.

tronov s "nepresne" zadanymi hybnostami a vysledok akéhokol'vek merania
treba chapat v Statistickom zmysle.
V pripade ak pouzijeme urychlujici potencial, koeficient reflexie R bude:

Ck=ql* _ <\/E_ ”E+U>2
1R (VR vErT)

Napriek tomu ze, elektron je na bariére urychleny, odrazi sa asi 1% dopad-
nutych elektronov. Zaujimavé je sa pozriet na vysledny tvar vlnovej funkcie z
matematického pohladu, pretoze ten nam moze ozrejmit formalizmus, ktory
pri rieSeni pouzivame. Tvar vinovej funkcie po(z) elektronu po prechode po-
tencidlovou bariérou je dana rieSenim Schrodingerovej rovnice pre nenulovy
potencial (rovnica 4.10). Frekvencia tu vystupuje vo forme koeficientu ¢ (rov-
nica 4.11), kde ako premenna vystupuje rozdiel energie E prichadzajiceho
elektronu a potencidlnej energie V) V pripade ak je £ > V| ich rozdiel je

= (0.11)? (4.22)
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kladny a vplyv odpudivého potencidlu sa prejavi zmenSenim frekvencie vl-
novej funkcie. Podla Einsteinovej teorie vonkajsieho fotoelektrického javu
energia fotonu suvisi s jeho frekvenciou (vztah 3.25). Pri prechode elektronu
cez odpudivy potencial sa podla klasickej fyziky zmensi kineticka energia a
podla vlnovej fyziky zmen$i frekvencia vinovej funkcie, ktora suvisi s ener-
giou. Dostali sme pekny priklad duality korpuskuldrnej a vlnovej vlastnosti
mikroskopického objektu. Samozrejme podobni tvahu mozno urobit aj pre
makroskopicky oblekt - napriklad prelet nabitej sklenenej gulicky hmotnosti
1x10%kg cez odpudivé elektrické pole - nerealnost vypocitanych vinovych
dlzok nas rychlo presvedéi o nemoznosti odmerat kvantovo-mechanické vy-
sledky podobného pokusu.

Mozno sa opytat, ¢o sa stane ak "vyska" brzdného potencidlu prevysuje
energiu prichadzajiceho elektronu. Potom rozdiel E—V, , vystupujici v rov-
nici 4.11 pod odmocninou, je zaporny. Treba si pripomenit, ze v takomto pri-
pade je vysledok odmociiovania imaginarne ¢islo. V exponente funkcie ()
(rovnica 4.8) vSak uz jedno existuje. Ich su¢in da redlne ¢islo a z komplex-
nej periodickej funkcie sa stava obycajné klesajuca exponencidlna funkcia.
Na obrazku 9 je zobrazeny priebeh pravdepodobnosti vyskytu elektronu po-
zdl7 x-ovej osi pre tento pripad. Exponencialny pokles hustoty rozdelenia

Hustota pravdepodobnosti

Obr. 4.5: Priebeh hustoty rozdelenia pravdepodobnosti vyjskytu elektronu po-
zdlZ x-ovej 0si v experimentdlnom zariadeni. V oblasti odpudivého potencidlu
sa hustota rozdelenia pravdepodobnosti exponenciondlne zniZuje.
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pravdepodobnosti v oblasti "brzdného" potencialu (obrazok 4.5) nas moze
priviest na myslienku, spravit oblast v ktorej je elektron brzdeny na krat-
kej vzdialenosti, tak aby po opusteni tejto oblasti bola hustota rozdelenia
pravdepodobnosti nenulova. Navrh experimentélneho zariadenia a priebeh
potencialu je na obrazku 4.6.

-100V

» UeV)
-100V]

0 A X

Obr. 4.6: Schematicky ndvrh experimentdlneho zariadenia s tenkou oblastou
brzdného potencidlu (a) idealizovany priebeh potencidlu ako funkcie z-ovej
sdradnice (b).

Tvar funkcie hustoty rozdelenia pravdepodobnosti vyskytu elektronu v
experimentalnom zariadeni, ktoré vytvara potencidlovy skok vyssi, ako je
energia prichadzajcej viny, je na obrazku 4.7. Oscilacie funkcie P(x) v lavej
casti vznikaju ako dosledok uz spominanej interferencie medzi prichadzaju-
cou a odrazenou vinou. V intervale <0,Ax> pozorujeme exponecialny pokles.
Po prechode bariérou je funkcia rozdelenia hustoty rozdelenia pravdepodob-
nosti konstantna. Pre dostato¢ne uzku bariéru ma funkcia P(x) nenulova
hodnotu, ¢o znamend Ze elektron presiel cez bariéru (v Statistickom zmysle)
aj ked podla klasickej mechaniky by sa mal uplne odrazit. Koeficient od-
razu R a prechodu 7' dostaneme rovnako ako v predchédzajicom pripade z
rieSenia Schrédingerovej rovnice doplnenej o prislusné okrajové podmienky.
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Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti
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Obr. 4.7: Tvar redlnej (preruSovand c¢iara) a imagindrnej (bodkovand cirara)
Zlozky vinovej funkcie, ktord charakterizuje (v nasej fikcii komplezngch vin)
stav elektronu pred bariérou a po prechode bariéry, ktorej viyska je vyssia,
ako je energia prichddzajicej castice. Elektron je intenzivne v bariére brz-
deny a jeho hybnost klesd. Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti (plnd ciara)
exponencidlne klesd.

Najskor rozdelime pouzité experimentalne zariadenie na tri oblasti - na I'avo
od bariéry, oblast bariéry (tenky prstenec v strede) a na pravo od bariéry.
V prvych dvoch oblastiach interferuju prichddzajice a odchadzajtice viny a
v poslednej oblasti existuje len odchadzajica vlna, ktora sa nemé od c¢oho
odrazit. Podobne ako v predchadzajicom experimente pre jednotlivé oblasti
navrhneme riesenia nasledovne:

p1(x) = e 4 ae” " z <0 (4.23)
o) = be'?™ + ceml® 0<z<A (4.24)
p3(7) = dek® <0 (4.25)

kde:

2mE 2m(E — Up)
2 _ 2 _
k* = 72 ¢ =7 (4.26)
Amplitadu prichadzajicej viny ¢1(z) sme polozili rovnt jednej. V predché-
dzajicom rieSeni sme videli Ze ostatné amplitidy st funkciou amplitiady pri-
chadzajicej viny. Tento "trik" nam trosku zjednodusi rieSenie. Z podmienky
spojitosti rieSenia na hraniciach z=0 a z=A dostaneme dve rovnice:
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Funkcne hodnoty jednotlivych zloziek

Vzdialenost

Obr. 4.8: Twvar redlnej (preruSovand c¢iara) a imagindrnej (bodkovand cirara)
zlozky vinovej funkcie, ktord charakterizuje (v nasej fikcii komplezngch vlh)
stav elektronu pred bariérou a po prechode bariéry, ktorej vijska je niZsia, ako
je energia prichdadzagicej castice. Po spomaleni elektronu klesne jeho hybnost
a predlzi sa vinovd diZka. Pre porovnanie je v obrdzku vyneseny aj priebeh
rozdelenia hustoty pravdepodobnosti (plnd c¢iara). Interferencia vznikd aj vo
vnutrt bariéry, ako dosledok odrazu na zadnej strane bariéry.

l+a=b+c bel1® + cem1A = deth (4.27)

a z podmienky spojitosti derivacii dal8ie dve rovnice:

k(1—a)=q(b—c) q (be"1™ — ce™12) = kde™*® (4.28)

Po troske namahy pre jednotlivé koeficienty dostaneme (odporac¢ame
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C¢itatelovi vztahy prekontrolovat):

2i [(%)2 - 1] sin(gA)

a = 7 7 (4.29)
R e R T

b = 2+ (430)
) (- e

c = Ll ant (431)
(e ()

d = 1) e (4.32)

(f+1) emon = (§ = 1) e

Pri pocitani s amplitidami treba mat na pamaéti ze ide o komplexné ¢isla. Po

dosadeni do vlnovych funkcii (4.23 - 4.25), mozno T'ahko vypocitat potrebné
priebehy funkcii - typicka tloha pre pocitac¢. Isto teraz Iahko vyjadrime ko-
eficienty R a T podla definicie (4.18) a (4.19) - treba mat na paméti, ze sme
pouzili iné oznacenie amplitad:

peldf_ (@~ K2)”sin? () (4.33)

112 4k2¢2 + (¢ — k2)*sin? (¢A\)
T = |af® = Ak (4.34)

112 4k2¢2 + (¢ — k2)2 sin? (gA\)

Zo vztahu 4.33 vidno, ze v $pecidlnom pripade:
2m(E + U

g\ = %A =nm (4.35)
kde n=1,2,3,..... dostaneme R—=0 ¢o zodpoveda uplne priezracnej bariére.

Teda pre isté kombinéacie Sirky a vysky bariéry sa tato stava pre prichadzajuici
elektron bezodrazova. Pre iné Sirky a vysky bariéry sa elektron "cGiastoc¢ne"
dostava na druhu stranu, aj ked by sa mal podla klasickej mechaniky odrazit.
Tento jav sa nazyva tunelovanie.

4.2 Pohybujuci sa vinovy balik

Nagim cielom je skonStruovat také rieSenie Schrodingerovej rovnice, ktoré
bude v sebe zahriiovat ¢asovu zlozku pohybujiceho sa vinového baliku. Naj-
skor vsak si musime skonstruovat predpis pre lokalizovani vlno-Casticu. S
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pojmom lokalizacie sme sa uz stretli pri vysvetlovani principu neurcitosti
(vztahy 3.42 - 3.45). Podla uvah tam uvedenych, potrebujeme taku ststavu
rovinnych vin (harmonické viny Siriace sa celym priestorom) abu sa d'aleko od
lokalizovanej vlno-Castice interferenciou rusili a v mieste lokalizécie naopak
kon$truktivnou interferenciou "vytvarali" nenulovi hodnotu. Na prvy pohlad
je to nesplniteInéa uloha, ale ako za chvilu uvidime d& sa to urobit. Jednu
(delokalizovanti) rovinni vlnu pre presne uréent hybnost napisme:

oyl) = ayexp( 5 pr) (4:36)

index p pri oznaceni vlnovej funkcie a komplexnej amplitidy znacéi v
oboch pripadoch "zavislost" od hybnosti. V exponente vystupuje "len" x-
ové zlozka hybnosti p,. Pomocou takto definovanych rovinnych vin zostrojime
lokalizovany vlnovy balik pozadovaného tvaru:

pla) = 3 apesp(zpe) (4.37)

predpokladame, ze hybnost nadobtuda diskrétne hodnoty az do nekonecna.
V praktickom pocitani pochopitelne rad odrezeme pri nejakom vhodnom p.
Koeficienty a, vypocitame podla zadaného tvaru vlnového baliku f(z):

o= [ F@)pis (4.38)
Hustotu rozdelenia pravdepodobnosti P(z) vypocitame podla vztahu (4.16):
P(z) = ¢*(z)p(x) (4.39)

Na obrazku 4.9 je zobrazeny priebeh rozdelenia hustoty pravdepodob-
nosti P(x) vypo¢itanej pouzitih vztahov (4.36) az (4.39). Prerusované ¢iary
oznacuju priebehy realnej a imaginarnej zlozky vlnového balku. Po vykonani
komplexného nésobenia je P(x) redlnou a teda aj meratelnou veli¢inou.

Ked sa nam podarilo skonstruovat staticky vinovy balik, musime eSte
vlozit do predpisu pre vlnovi funkciu ¢asovi zlozku. Na to sa musime vra-
tit spat k miestu kde sme rozdelili povodna priestorovo-¢asovii rovnicu na
priestorovi a ¢asovu zlozku. Urobili sme to pomocou substiticie (3.36):

u(z,t) = w(z) exp(—iwt) (4.40)

ktora po (forméalnej) zamene premennych, na také ako obvykle pouzivame
v kvantovej mechanike, bude mat tvar:

U(x,t) = @(x) exp(—iwt) (4.41)

o1



205

153

Amplituda

=TT T T T T T T T I T I T
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00 7.00 8.00 9.00 10.00 11.00 12.00 13.0014.00

vzdialenost (R)

Obr. 4.9: Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti pre vinovy balik vypocitanej
podla vztahov (4.36) aZ (4.39) - plnd ciara. Celkové rozdelenie P(x) je dané,
ako komplexny sicin z redlnej zloZky - ciarkovand ciara a imagindrnej zloZky
- bodkovand ciara.

Po dosadeni za ¢(x) z rovnice (4.37) a ak uvazime, Ze plati vztah medzi frek-
venciou a energiou vinenia (Einsteinovo vysvetlenie vonkajsieho fotoelektric-
kého javu):

E
= — 4.42
=7 (1.42)
dostaneme (po malej uprave):
G i
U(x,t) = Z ap eXP{ﬁ (pz — Ept)} (4.43)
p=0

kde F), je energia prislichajica jednotlivej rovinnej vlne pouzitej v rozvoji.
Ak teda pozname pociato¢ny tvar hustoty rozdelenia pravdepodobnosti, ho-
vorime tomu, zZe pozname pociatocny stav Castice, potom vieme pouzitim
rovnice (5.6) - pripominame, Ze je to rieSenie ¢asovej Schrodingerovej rovnice
- predpovedat v akom stave sa bude ¢astica nachadzat v Tubovolnom neskor-
Som ¢ase. To nam umozihuje zjednodusit rieSenie ¢asovej Schrodingerovej
rovnice miniméalne v niektorych $pecialnych pripadoch. Skisme sa pozriet ¢o
sa stane ak sa vlnovy balik pohybuje v prostredi s nulovym potencia-
lom. Vtedy ¢asovy ¢len v rovnici (5.6) zabezpedi taka zmenu faze jednotli-
vych rovinnych vin, Ze ich vysledok (stcet) sa bude pohybovat v nezmenenej
podobe pozdlz x-ovej osi rychlostou, ktora zodpoveda hybnosti vlno-¢astice.
Kedze tento pohyb je vysledkom spoluprace velkého po¢tu rovinnych vin,
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hovorime o grupovej rychlosti. Grupova rychlost sa 1isi od rychlosti viny v
danom prostredi. Pohyb vlnového balika v idedlnom prostredi je na obrazku
13a.

V redlnom prostredi zavisi rychlost pohybu viny od jej frekvencie. Tomuto
javu hovorime disperzia. V pripade pohybu vlnového balika sa pociato¢na
vyvazenost amplitid a faz narusi, ¢o sa prejavi postupnym rozplyvanim vl-
nového 10.
Po vyk 10u
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Obr. 4.10: Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti pre pohybujici sa vinovy balik
v disperznom prostredi vypocitanej podla vztahu (4.43) - plnd ¢iara. Vinovy
balik sa pohybuje zlava do prava. RozSirovanie vinovho baliku sposobuje dis-
perzné prostredie - rijchlost vinenia zdvisi od frekvencie. Celkové rozdelenie
P(z) je dané, ako komplexny sucin z redlnej zloZky - ciarkovand ciara a ima-
gindrnej zlozky - bodkovand ciara.

veli¢inou. Moznost riesit ¢asovii Schrédingerovi rovnicu pomocou rozlozenia
do radu rovinnych vin, nam dovol'uje relativne jednoducho riesit aj interakeciu
vlnového baliku s potencidlom. Nechame totiz v kazdom okamziku interago-
vat jednotlivé rovinné vlny s predpisanym potencidlom a vypocitame pre-
chadzajicu a odrazenu cast spolu s prislusnymi interferenciami. Na zaver ich
vSetky s prislusnou fazou spocitame a dostaneme vysledok intekcie v kazdom
tase. Je to trosku zdlhavy postup, ale v dobe pocitacov Tahko realizovatelny.

Na obrazku 4.11 je nakresleny vysledok interakcie pohybujticeho sa vIno-
vého baliku s nekonec¢ne vyskou potencidlovou barierou. V tomto pripade
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nemoz prejst Castica na druhu stranu potencidlu, a preto sa kompletne od-
rdza spat. Zvlnenie vznika, ako dosledok interferencie medzi prichadzaji-
cimi a odchédzajucimi vlnami. V tomto pripade sa vinovy balik pohybuje
vysokou rychlostou, ¢o sa prejavi , ako vysokéd frekvencia oscilacipred ba-
rierou. V experimentidlnom usporiadani sa nekonec¢ne vysoky potencidlovy
schod nedé realizovat a vysledni realizdciu je mozné chapat len, ako ideali-
zaciu. V pripade experimentélne realizovatelnej bariéry kone¢nej vysky , teda

— —A

08—

0.6

04—

amplitida
Potencial U(x)

(=]
[V o
4=

14 16 18 20

vzdialenost

Obr. 4.11: Interakcia prichddzajiceho vinového balika s potencidlovou barie-
rou nekonecnej vysky. Zvlnenie funkcie rozdelenia hustoty pravdepodobnosti
vznikd, ako dosledok interferencie prichddzajicej a odchddzajicej casti vino-
vého balka. PreruSovanou ¢iarou je nakresleny vinovy balik, ktory sa nachddza
vo vzdialenosti od bariery v ktorej eSte / uzZ neinteraguje s barierou. Bariera
je zndzornend hrubou plnou ciarou.

kone-+cn—eho potencidlového rozdielu medzi elektrédami, mozno ovcak’avat
¢iasto¢n’e preniknutie ¢astice (viny) do bariéry. Na obrazku 4.12 je nakres-
leny vysledok interakcie vlnového baliku s potencidlovou bariérou konecnej
vyvsky. Pri vypocte sme pouzili napatovy rozdiel U = 10V. To, ze hodnota
rozdelenia hustoty pravdepodobnosti v bariére klesa exponenciondlne, nas
moze priviest na myslienku, ze v pripade dostato¢ne tenkej bariéry moze vl-
novy balik preniknut cez bariéru. Na obrazku 4.13 je nakreslena interakcia
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Obr. 4.12: Interakcia prichddzajiceho vinového balika s potencidlovou ba-
rierou konecnej vysky. Zvinenie funkcie rozdelenia hustoty pravdepodobnosti
vznikd, (ako aj v predchddzajicom pripade ) ako désledok interferencie pri-
chddzajicej a odchddzajicej casti vinového balika. Vidiet, Ze hodnota rozde-
lenia hustoty pravdepodobnosti v bariere exponencidlne klesd. S bariérou v
tomto pripade interaguje menej lokalizovany vinovy balik. Bariera je zndzor-
nend plnou ciarou, ako obdZnik.

vlnového baliku s bariérou desat krat kratsej Sirky, ako v predchadzajicom
pripade. Skutoc¢ne, prechod vlnového baliku je dobre pozorovatelny.

4.3 Kvaziklasické pribliZenie - WKB aproxima-
cia

Interakcia s pravouhlym potencidlom je do istej miery idealizécia. Ako
sme videli pri nasom myslenom experimente s urychlovacou trubicou, pra-
vouhly potencial sa ani neda vyrobit. Na druhej strane v realnych vypoc¢toch
musime ¢asto uvazovat iny ako (priblizne) pravouhly potencial. Pochopitelne
vzdy by sa mala vyriesit Schrédingerova rovnica do ktorej "vlozime" zodpo-
vedajuci tvar potencidlu. Pri jej rieSeni v§ak mnohokrat narazime na nepre-
konatelné technické tazkosti. Preto boli vyvinuté priblizné metody rieSenia.
KedZe ide o priblizné rieSenie treba mat vzdy na paméti oblast ich pouZitia.
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Obr. 4.13: Interakcia prichddzagiceho vinového balika s potencidlovou barie-
rou konecnej vysky. Vidiet, Ze cez tenku bariéru castica ciastocne prechddza.
Bariera je zndazornend plnou ciarou, ako obdlzZnik.

Predstavme si, ze mame nejako definovany potencial pre ktory potrebu-
jeme urcit koeficienty R a T pre konkrétny vinovy balik a potencial urceny
funkciou U(x). Ukazali sme, ze vlnovy balik sa da rozlozit do radu rovinnych
vin, a to dokonca v kazdom pripade. Skisme urobit nie¢o podobné aj s po-
tencidlom U(x) tak, Ze ho rozdelime na velky pocet pravouhlych potencialov:

Uz) = Un(zn, A) (4.44)

kde z,, znamena polohu n-tého pravouhlého potenciidlu a Ax jeho Sirku.
Na obrazku 4.14 je zndzornend aproximécia pomocou postupného pridavania
pravouhlych potencialov.

Technicku realizaciu tejto aproximécie si mozno predstavit ako postupné
urychlovanie (pripadne brzdenie) ¢astice v sustave kovovych prstencov ako
je nakreslené na obrazku 4.15. V kvaziklasickom priblizeni predpokladame,
Ze Castica interaguje s potencidlom len v oblasti medzi bodmi obratu a a b
(pozri obrazok 4.14), tak 7ze na vzdialenosti Az po prechode potencialu U,
poklesne amplitida vinovej funkcie o:

8 = exp{—— [Uy, (zn, Ax) — E]*/*} (4.45)
kde U, je vyska n-tej pravouhlej bariéry. Pokles amplitidy na n bariérach je
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Obr. 4.14: Rozdelenie obecného potencidlu V(x) do radu pravouhlijch potencid-
lov podla vztahu (6.1). Vodoround ciara oznacuje energiu a smer interagujicej
castice. Body a a b oznacugji body v ktoryjch by sa klasickd castica odrazila -
hovorime im body obratu.

potom dany sicinom jednotlivych poklesov:
5= T16 = [Texptg W G r) — B} (4.46)
= n= ] fexpt=g [Un (2n, Az .
Posledny vyraz pouzitim vztahu:

H exp{—a,} = exp{— Z an} (4.47)

upravime:

§= exp{—QH—T Z [U,, (2, Ax) — E]Y?} (4.48)

V limitnom pripade ak x,, — 0 prejde sumécia na integrovanie a vztah (4.48)
prepiSeme:
om [°

b =exp{—Z5 | [U(x) - EM? dx) (4.49)

kde integrujeme v intervale medzi bodmi obratu. Naznaceny postup rieSenia
Schrodingerovej rovnice je odvodeny z vypoctov, ktoré uskutocnili P.Wentzel,
H.A.Kramers a L.Brillouin a ndzov metdédy pochadza z pociatoénych pismen
mien autorov - WKB priblizenie. Toto priblizenie je kvaziklasické. Preto je
jeho platnost obmedzené na oblasti daleko od bodov obratu, kde dava dobré
vysledky. Vo vztahu (4.49) v8ak vystupuje integral v hraniciach medzi bodmi
obratu. PribliZenie sa da pouzit v pripade ak okolia bodov obratu tvoria len
malu ¢ast celého potencialu. To je splnené pre potencidly Siroké (vzhladom
na vlnovi dlzku astice) a malo strmé. Isti analégiu obmedzenia oblasti po-
uzitia mozno najst na obrazku 4.15. Ak v naSom experimentalnom zariadeni
chceme aproximovat strmo sa meniaci potencial, budeme zvySovat napétie
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Obr. 4.15: Zariadenie na postupné urychlovanie castice v sustave prstencov
(a) tak aby sme aprozimovali postupny ndrast potencidlu U(z) (b).

medzi prstencami AU. Pri ur¢itej hodnote napétia medzi prstencami nastane
vyboj. Ak chceme ist s napatim nad tito hodnotu, musime zvacsit medzeru
A(x) Tym vsak deformujeme povodne "pravouhly" potencidl a WKB apro-
ximacia neda dobry vysledok.

4.4 PresnejSie odvodenie WKB pribliZenia

WKB metoda ja na rozdiel od metoédy prenosovych matic analyticka metoda,
ktora sa pouziva na rieSenie diferencidlnych rovnic. Ide v podstate o hllada-
nie oscilucticeho rieSenia, ktorého vlnova dizka sa malo meni na vzdialenosti
jednej vlnovej dlzky. Matematicky mozno tento fakt vyjadrit nasledovne:

dA d\
WKB metodu je mozné pouzit v pripade ak:
oA oA
—| == 1 4.51
Sl= 15 < (451)
Schématicky je tento predpoklad zobrazeny na obrazku 4.16. Z predchadza-
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Obr. 4.16: Schématické naznacenie zmeny vinovej dizky viny (horny obrdzok)
na pomaly sa meniacom potencidli (dolny obrdzok).

juceho vykladu o principoch kvantovej mechaniky je zname, Ze zmena vl-
novej dlzky vinovej funkcie zuvisi od tvaru potencialu s ktorym interaguje.
Na zéklade takéhoto poznania skiisme teraz odhadniat podmienku pre zmenu
potencialu, pre ktory je mozné WKB pribliZzenie pouzit. Pre hybnost p plati:

P=x (4.52)

Po povyseni oboch stran rovnice (4.52) na druhu:

p? = (;)2 =2m(E - U) (4.53)

Pouzijtic rovnicu (4.50) mozno napisat ak zmenime A za druhit mocninu A:

d(\*) _hrdp?) B

dV(x)
dx

(—2m

dx ptode  pt ) (4.54)
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Alebo po uprave:
dx  mhdV(x)

dz ~ p® dx
Takze podmienka (4.50) pre pouzitie WKB priblizenia v zavislosti od tvaru
potencidlu mé tvar:

(4.55)

|5)\| B |mh dV(x)
AT dx
Z podmienky (4.56) vidno, ze WKB pribliZenie s naprostou istotou nefunguje

| 1 (4.56)

v blizkosti skokového potencialu, kde ]%g(f)] = 0.
Ukéazme riesenie pomocou WKB pribliZzenia na pripade Schrodingerovej rov-
nice:

h? d?

ktori budeme uvazovat v tvare (po malej uprave):

d? _2m

() = 5 (V) - E)I(x) (4.58)

KedZe uvazujeme len malo sa meniaci potencial, mozno rieSenie hladat v
tvare volnej ¢astice, ktoré neskor rozvinieme do radu.

U(z) = Aer®® (4.59)

kde &(z) = px. Po dosadeni (4.59) do rovnice (4.58) dostaneme:

_ihdifr(f) + (Z_ff _ p2(:1:) (4.60)
kde:
p? =2m(E —V(z)) (4.61)

Rozvinieme teraz ®(z) do radu, za predpokladu, 7ze A — 0 :
2

D(x) = Po(z) + hdy(z) + %@2(:1:) + - (4.62)

Po dosadeni do rovnice (4.60) a malej tprave dostaneme:

0 = (1D

dPy(x) dPi(x) i d*Po(x)

+ 20 dx dr 2 da? }
+ h?{d@f) d‘pjf) +(@;f)>2—¢d f;§x>>+o<h3} (4.63)
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Tato rovnica musi byt splnené pre Iubovolni hodnotu A. Toho vyplyvaju
naslodujice rovnice:

(A2 iy (1.61)
;2
Ko al S
@2(;) d@;ﬁix) N (déa;:ix))Q _ ZdQ(f;gx) (4.66)
Integrovanim rovnice (4.64) dostaneme vztah pre @¢(z):
Po(x) = + /w p(a')da’ (4.67)
20

Alebo vo vyjadreni pre vlnovy vektor k(z) = p(x)/h:

@O(l’) _ ’ / /
- —:I:/ k(x")dx (4.68)

z0
Po dosadeni rovnice (4.68) do rovnice (4.65) dostaneme vztah pre ¢, (z):

By () = %m(d@;f)

) (4.69)
alebo vo vyjadreni pre pre vinovy vektor k(z) = p(z)/h:

By (z) = %m(m@ (4.70)
V exponencidlnom vyjadreni poslednii rovnicu napiSeme takto:

6451( ) = —% (471)

Vyjadrenie pre @ (z) dostaneme integrovanim rovnice (4.66) tak, Ze postupne
pouzijeme rovnice (4.68) pre @o(z) a (4.71) pre @1(x):

Dy () —)?}dx (4.72)

p(x)® ( dx

T 2p(x)? da 4

1 m dV(z) 1/{m av

Vidime, 7e druhy ¢len rozvoja (4.62) je vyjadreny, ako logaritmus derivacie
prvého ¢lena rozvoja a preto ho vo vSeobecnosti nemozno zanedbat. Treti
¢len rozvoja ®y(x) obsahuje derivaciu potencialu V(x) a mozno ho zanedbat,
ak je splnend podmienka kvaziklasického priblizenia (4.56). Ak teda vloZime
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vyjadrenia pre @o(z) a ®1(x) do substitticie (4.59) dostaneme pre rieSenie
Schédingerovej rovnice ¥ (z) vo WKB priblizeni vztah:

S

A i z')dx’ B -1 z')dz’
() = et o B s 4.73)

Kedze druhy ¢len v poslednej rovnici pre integrovanie vo velkej vzdialenosti
od bodov obratu mozno zanedbat dostaneme vysledny vztah:

A : / /
U (x) = ﬁe@f k(a')da’) (4.74)

Pre vypocet koeficientu transmisie vnocastice cez barieru z definicie:

WIII 2
T'=|— 4.75
et (4.75)

kde ¥; je vlna daleko pred bariérou a ¥;; je vlna daleko za bariérou. Ak
eSte dosadime spravny vyraz pre vypocet vinového vektora k:

2m

k(z) = \/ﬁ(\/(x) —F) (4.76)
dostaneme pre koeficient transmisie vo WKB priblizeni:

b m
T — 2B V@B (4.77)

kde a a b st body obratu.

4.5 Porovnanie presného a priblizného (WKB)
rieSenia

Predpokladajme existenciu jednorozmerného zariadenia v ktorom v smere
osi z napitia rovnomerne narastd od bodu a do bodu s. Od bodu s napitia
rovnomerne klesa, az v bode b dosiahne nulovii hodnotu. Priebeh napitia
U(z) je schématicky naznaceny na obrazku 4.17.

V pripade symetrického trojuholnikového priebehu si d'alsi opis zjedno-
dusime, ak posunieme x-sovi os tak, aby bola nula v strede bariery. Potom
lahko matematicky popiSeme priebeh potencialu (napétia) takto:

Ulx) = 0 r<—a (4.78)
Ur)= Up1+%)  —a<az<0 (4.79)
U)= U)(1-%) 0<z<a (4.80)
Ux) = 0 x>a (4.81)
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Obr. 4.17: Schématické zndzornenie priebehu brzdného napdtia v jednoroz-
mernom zariadeni, v ktorom tuneluji elektrny. Zariadenie je rozdelené na
Styri oblasti; 1. oblast pred bariérou; II. oblast ndrastu napdtia; III. oblast
poklesu napdtia; 1V. oblast za bariérou. Body -L a L oznacuji body obratu.
Ich poloha zdvisi od energie interagyjice; castice.

Pre dalsie zjednoduSenie zaved me nové premenné:

k}2 . 2mE 2 2mUO
0= hpar2 DT T2

(4.82)

kde E je energia Castice. Teraz mozeme v jednotlivych oblastiach napisat
Schodingerovu rovnicu v prislusnom tvare:

d*¥ (z)
T +kw(r)= 0 r < —a (4.83)
4V (x) 2 2 2L
oz (g0 — ko + QOE)W(QT) =0 —a<z<0 (4.84)
A’V (x) 2 2 2L
P (2 — k2 — qoa)w(g;) —] 0<z<a (4.85)
d*¥(z)
=+ kW (z)= 0 r>a (4.86)

Z dovodu dalgieho zjednoduSenia zavedme v rovniciach (4.84) a (4.85) sub-
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Priebeh Airy-ho funkcie

4
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Obr. 4.18: Priebeh Airy-ho funkcii Ai(z) a Bi(xz).

stitucie:

a . 2 xXr

(= (=3)%(qg — ks +q3-) (4.87)
o a
a . 2 xr

n=(=)3(q — ks —45~) (4.88)
4o a

Pouzjic tieto substitiicie mozeme rovnice (4.84) a (4.85) napisat v tvare:

dexg@ —(W(z)= 0 (4.89)
digf) —l(z) = 0 (4.90)

Ide o dve rovnice, ktoré st formélne podobné harmonickym rovniciam. Pod-
statny rozdiel je v znamienku - v harmonickej rovnici je plus a tu je minus.
RieSenim rovnic (4.89) a (4.90) su Airyho funkcie Ai(x) a Bi(z). Ich prie-
beh je znazorneny na obrazku 4.18. Rieénie budeme, tak ako v pripade po-
tencidlového skoku hladat v rozli‘cnom tvare podla toho v ktorej oblasti sa
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nachidzame.

U(r)= ek 4 qe~thor T < —a (4.91)
U(x)= PAI(C)+vBi(() —a<z<0 (4.92)
U(x)= 0dAi(n)+ eBi(n) 0<z<a (4.93)
U(x) = Yeiko r>a (4.94)

kde a, 3,7, €, st konstanty, ktoré treba urcit. Pri ich ur¢ovani budeme po-
stupovat Standardne. Polozime do rovnosti rieSenia a ich derivacie v hrani-
ciach oblasti - v bodoch pre ktoré plati x = —a, = 0 a * = a. Po dlh§om
vypocte dostaneme Sest rovné pre Sest premennych:

e~ koo etk = BAj(—p) + yBi(—o) (4.95)
io(e ™ — ae™* = BAi'(—p) +vBi'(—0) (4.96)
BAi(pu) +yBi(p) = JAi(u) + eBi(p) (4.97)
BAV (1) +Bi'(n) = —0Ai(u) — eBi'(n) (4.98)
§Ai(—0) + €Bi(—0) = ve® (4.99)
SAV(—0) + eBi'(—0) = —iy/ove™" (4.100)

kde: Ai'(z) = dAl(m) a Bi'(x) = dB;(z) Pre zjednoduSenie zapisu rovnic (4.95)

az (4.100) sme zav1edh nasledujiice premenné:
2 2
0=kiaiqy® = (qoa)?)(—)* (4.101)
p=aiq (g —kg) = (q0)(1-=3) (4.102)
0

Rovnice (4.95) az (4.100) tvoria s$tavu rovné, kde pocet rovné sa rovna poctu
premennych a teda st vo v8eobecnosti riesitelné. Ak eSte pouzijeme identitu
platna pre Airyho funkcie:

Ai'(z)Bi(x) — Ai(x)Bi'(z) =1 (4.103)

(¢o je mei¢, ako sin®(z) + cos*(z) = 1 pre harmonické funkcie), méozeme
napisat zavere¢ny vztah pre pravdepodobnost tunelovania:

=P = e
{[Bi(p) At (—0)—Ai(p) Bi(—0)|* +o[Bi(n) Ai(—0) — Ai(p) Bi(—0)]? }

1
X B AT AT B P e BT A AT B oy (4104)

Tento vztah je pomerne komplikovany, ale s pomocou pocita¢a pomerne
jednoducho riestelny.
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Obr. 4.19: Pravdepodobnost tunelovania cez tenki (1 nm) trojuholnikovi ba-
rieru. Plnd ¢iara zndzorniuje presny vijpocet podla vztahu (4.104), ¢iarkovand
ciara predstavuje WKB pribliZenie.

Teraz sa pozrime ako moZno rieSenie vyjadrené vztahom (4.104) zjedno-
dusit, ak uvazjeme s pomaly sa meniacim potencidlom, alebo (¢o je ekviva-
lentné) s malo sa meniacou vlnovou dzkou - kritérium (4.51). VInovi dizku
v zéavislosti od energie vinocastice E a potencidlu U(z) s ktorym interaguje

mozno napisat takto:
h

~ V2mE - U()]

Az) (4.105)

Za predpokladu malo sa meniacej vinovej dizy na vzdialenosti jednej vinovej
dI'Zky. To plati v oblastiach * < —a a x > a kde moZno pouzt kvaziklasické
priblizenie. V tejto oblasti mozno prijat tieto predpoklady:

=0 (4.106)

a1 A\ d\dC 1
Az) = (23 A 4.107
(z) (qg> iv/C dr ~— d¢dx 2i(2 ( )
a1 1 d\ _ d\dp 1
Aaz) = (L) L 4.108
(z) (qg) i/ dr — dudzx 2ip2 ( )



Z podmienky kvéziklasickosti |2| << 1 dostaneme:

¢l >>1
| >>1 (4.109)

Pouzijuc podmienky (4.109) moéZzeme pre Airyho funkcie vystupujice vo
vzzahu (4.104) pouzit asymptotické rozvoje (t >> 1, v = %t%):

Ai(t) ~ t1e Ai'(t) ~ tie”
Bi(t) ~ 14e Bi(t) ~ —%t—ie—w (4.110)
Ai(—t) ~ t~icos(z + o)) Ai'(—t) ~ tisin(z + %)
Bi(—t) ~ t"isin(z + ) Bi(-t)= —ticos(x + Z) (4.111)

Po dosadeni asymptotickych rozvojov do (4.104) dostaneme:

(4.112)

Vztah (4.112) mozno upravif na znamy tvar:
L 2m
T w2 oe V) Bl (4.113)

Na obréazku 4.19 je priebeh pravdepodobnosti T ako funkcia energie vlnocas-
tice pocitanej podl vztahu (4.113) vyneseny preruSovanou ¢iarou. Pre tzky
potencial vidime podstatny rozdiel medzi presnym riesenim a WKB pribli-
Zenim.
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Kapitola 5

Rozli¢né reprezentacie v
kvantove] mechanike

V tejto Casti velmi stru¢ne zhrniem niektoré ¢rty kvantovo-mechanického
formalizmu a pripomeniem hlavné vlastnosti kvantového systému. V nasom
pripade budeme predpokladat diskrétne spektrum, ktorému je priradeny sa-
mozdruzeny operator A . Vlastné hodnoty tohto operatora urc¢uju mozné
vysledky merania A. Predpokladajme, Ze na za¢iatku merania mame kvan-
tovy systém po prechode filtrom, ktory upravil sistavu do stavu popisanom
normalizovanym vektorom |a,). Stav ststavy je plne popisany vinovou fun-
kciou

[0) =D {anlt)lan) (5.1)

n

Pripominam ,7ze vektory |a,) tvoria ortonormélnu bézu Hilbertovho pries-
toru, ktory charakterizuje dany systém. f)alej, amplitida pravdepodobnosti
najdenia stavu ¢ popisaného normalizovanym vektorom |p) v stave ¥ je vy-
jadrena vektorovym stcinom

{ol¥) (5.2)

Podstatou kvantového formalizmu je priradenie operatora pozorovatelnej ve-
licine A — A a normalizovanému vektoru priradit stav ¢ — [). Samoz-
rejme, existuje nekone¢ne mnoho moznosti, ako poskladat viny a operatory,
tak aby sme dosiahli rovnaké predpovede vyvoja a stavu systému. Staci ak si
uvedomime, ze kazdy podobnostny operator U, ak k nemu existuje inverzny
operator, aplikovany na sustavu A , vytvori stustavu A’ vedie na rovnaké
vlastné hodnoty.

A’ =UAU (5.3)
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D4 sa ukézat, ze predpovede kvantovej tedrie sa nezmenia ani po takejto
transformécii a plati:

A— A'=UAU? (5.4)

a tiez A
= [¢) = Uly) (5.5)

a na zaver z unitarity operatora U vyplyva:
(@'l = (el¥) (5.6)

takze dostavame rovnaké spektrum vlastnych hodnot a vysledkov merani, ale
aj rovnaké predpovede vyvoja stustavy. Tieto ivahy st dolezité na spréavne
pochopenie nasledujiceho vykladu.

5.1 Schrodingerova reprezenticia

Priradme ku konkrétnemu fyzikadlnemu systému evolu¢ny operator U, ktory
je rieSenim evolu¢nej rovnice:

zﬁ— = H()U(t, t) (5.7)

s prislusnou okrajovou podmienkou

A~

Ulto, to) =0 (5.8)

Vyvoj systému, ak v ¢asovom intervale (to, t), ak nenastala zmena v samotnej
sustave, vyjadrime zmenou stavového vektoru:

A,

) = Ulto, ) |1 (to) (5.9)

Prislusna dynamika systému je dan& zmenou stavovych vektorov. Operatory,
ktoré zodpovedaju pozorovanej veli¢ine su sice tiez funkciami casu, ale ich
¢asovy vyvoj je dopredu dany a nezavisi na dynamike systému.

5.2 Heisenbergova reprezentacia

V Heisenbergovej reprezentacii je ¢asovy vyvoj stustavy popisany zmenou
operatora, ktory vyhovuje diferenciélnej rovnici:
dAH(t)  0U(t,t)" (¢, 1)

— AU(t ¢ Ot (t.1)A
dt at U(a 1)+U (7 1)

aU(t, 1)
ot

(5.10)
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alebo v skratenej forme, ktort budem pouzivat:

dAR(t) 1 2y, on
= AT (), HE ()] (5.11)

s pociato¢nou podmienkou

~

Afl(t)=A (5.12)

5.3 Diracova - interak¢na reprezentacia

V pripade, ak mame docinenia so sustavou, ktora sa skladé s niekolkych pod-
sustav, ktoré spolu interaguju, je vyhodné pouzit interaként reprezentaciu.
V tejto reprezentacii vyjadrime hamiltonov operator, ako sii¢et dvoch c¢lenov:

H=H,+V (5.13)

kde Hy je hamiltonov operator v ktorom nie je zapocitané interakcia a \Y je
operator vzajomného posobenia. To je obvykle pripad interakcie medzi kvan-
tovymi stustavami. Prechod od Schrédingerovej reprezentacie k interakénej
reprezentacii vztiahnutej na vlnova funkciu ¢g., — Y1 zabezpedi unitarny
operator zavisiaci na case, ktory vyjadrime v tvare:

§(t) = exp{%ﬂot} (5.14)

potom pre transformaciu vlnovej funkcie plati:

Ysen(r, ) = S(E)¢rne(x, 1) (5.15)

po dosadeni tejto funkcie do Schrodingerovej rovnice dostaneme rovnicu v
interakCnej reprezentacii:

. a n 7t ¥
m%@) = Vit (D1 (1, ) (5.16)
kde
Via(t) = S VS (1) = exp{%ﬂot}Vexp{—%ﬂot} (5.17)

Tu je treba poznamenat, ze v interakcnej reprezentacii sa vSetky operatory
menia s Casom a teda pre Tubovolny operator A v interakénej reprezentacii
plati:

A 7~ A 1.
A= exp{%HOt}Aexp{—EHot} (5.18)
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Ostatnu rovnicu vyjadrujeme obvykle v skratenej forme takto:

dAImt
dt

1 - N
- E[A[nt,Ho] (519)

Interak¢éna reprezentécia tvori isty medzistupen medzi Schrodingerovou a He-
insenbergovou reprezentaciou, ked ¢asova zmena stavového vektora je ovplyv-
novana len operatorom vzajomného podsobenia.

5.4 Diferencidlna rovnica operatora rozdelenia
hustoty pravdepodobnosti o

Diferencialna rovnica popisujica ¢asovy vyvoj operatora rozdelenia hustoty
pravdepodovnosti ¢ v interakénej reprezentacii mé tvar:
do ~

ih=! = V.5 (5.20)

kde: V je porucha Hamiltonovho operatora zavisla na case, vyjadrena v inte-
rakénej reprezentacii. ¢asovy vyvoj operatora rozdelenia hustoty pravdepo-
dobnosti je dolezity z pohladu vyjadrenia strednej hodnoty pozorovatelného
operatora <C)> . Ide o veli¢inu, ktora dokazeme pozorovat v makroskopickom
merani. Matematicky mozno tito veli¢inu urcit z nasledujiceho vztahu:

(0) = Tr(50) (5.21)

V dalsom vyklade sa stustredime na metody, ktoré nam umoznia vypocitat
tieto hodnoty.

5.5 Rozbor kvantovej ststavy,
ktora obsahuje rozlicné podststavy

V tejto chvili sme pripraveni urobit kvalitativne tvahy a kvantitativne vy-
pocty vyvoja stustavy, ktord obsahuje stustavu fermionov, bozonov a posobi
na sustavu vonkajsie elektrické pole. Stistava samotna navyse stvori disipa-
tivny systém, s ktorym musime pri vypoctoch pocitat. Zamyslime sa najskor,
ako mozno rozvinit do radu ¢asovy vyvoj operatora rozdelenia hustoty prav-
depodobnosti g, ktory je vysledkom riesenia diferencialnej rovnice (5.20). V
dalsom budeme predpokladat, ze porucha vyjadrena operatorom \Y% je méla a
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mozno ju vyjadrit, ako poruchu prvého radu. Prislichajici operator 9 mozno

vyjadrit v tvare:
o=> " (5.22)

kde 3 je mala veli¢ina k-teho radu v porovnani k hodnote V. Po dosadeni
do rovnice (5.20) dostaneme:

mzdg( Z [V, 5™ (5.23)

Porovnanim pravej a lavej strany predchadzajicej rovnice podla radu vel-
kosti poruchy dostaneme:

ORI
ihdflt = [V, 5%~ )] (5.24)

ako nulté priblizenie pre operator rozdelenia hustory pravdepodobnosti ob-
vykle berieme operator ¢ v ¢ase t. Rovnicu (5.24) rieSime formou postupnych
aproximacii:

ot +7)=090) + Wt +T7)+. .. (5.25)

tato rovnicu dalej rozpiSeme takto:

?

ot +7) = @<°><t>——/TW<t+r> olt))dr’ -
- ﬁz/ dT/ (t+7,[V(t+7"),60)])dr" - (5.26)

Treba pripomenit, Ze tymto vztahom je urcena casova zavislost operatora
rozdelenia hustoty pravdepodobnosti s presnostou pocétu ¢lenov rozvoja. Ak
na pravej strane uvazime len dva ¢leny, tak mame rozvoj s presnostou do
druhého radu. Rovnicu (5.26) pouzijeme ako zjednoduSené riesenie vo vse-
obecnosti nelinearnej rovnice (5.20) prevedenim bud na linearizovany tvar,
alebo na ststavu diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficientami.

Definujme, ze sustavu skladajtcu sa z niekolkych podsistav mozno charak-
terizovat v urc¢itom kvantovom stave pomocou ketvektora |n). Zamerajme sa
teraz na konkrétnu sistavu, ktord sa sklada z aktivnych castic (zatial bo-
zonov), ktoré interaguju s disipativnou stistavou. Na opis pouZijeme rozvoj
(5.26) a pojdeme do druhého pribliZenia. Je to trosku pracné, ale vysledok
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bude stat za to:

e+r) = 60— [ V), o0l -
- %/OTdT’/OT/V(t+T’)V(t+T Yo(t)dr" +
+ %/OT dr’ /OT/V(t+T')@(t)V(t+T")dT”+
+ %/OTdT//OT/V(t—l-TH) 6(t)V (t +7)dr" +
+ % OTdT’ /0 ’ pOV(E+ TV (t+7)dr"+  (5.27)

Pripominame, Ze operator V (t) je v tejto reprezentécii zavisly na ¢ase a preto
ho mozno rozlozit do Fourierovho radu:

= Veapli(w,)F(1)] (5.28)

kde F() (t) je Cast vizobného operéatoru, ktory prislacha disipativnej podsi-
stave. Po dosadeni (5.28) do rozvoja (5.27) a rozdeleni na aktivnu a disipa-
tivnu podsustavu,

o(t) = o(t)on (5.29)

kde op je ¢ast operatora rozdelenia hustoty vztiahnutého na disipativnu pod-
ststavu, dostaneme (znovu dost komplikovany) nasledujtci rozvoj:

olt+71) = ot)+ TrB Z/ expliw, (t + )] [VOFD (t 4 77), o(t)|dr’

1
— EZZ/ dT’/ dr"expliw, (t + 7')] x
s S 0
{ + VOFO (4 ) VOFO (1 4 77)p(1)
— VOFO (¢4 )p(t) VOFO (¢ + )
— VOFD (t 4+ 7 o(t) VOF® (t + 17
+ oOVOIFO(t+ 7 )WVOR(t + 7))} | (5.30)

Tento nesmierne dlhy vyraz vznikol postupnym aplikovanim pravidiel pre
[-, -] notéciu a obsahuje pét ¢lenov, ktoré oznacime I az I;. V dalsom bu-
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deme postupne upravovat a analyzovat tieto ¢leny:
I, = Trp Z {V(T)F(T) (t4+ 7 o(t) — o(t) VIIFO (¢ + T")}exp[iwr(t + 7]

- Z {exp[i%(t + T,)]V(T)U(t) Trp [F(T)(t +7)o05] -

T

— eaplion(t + 7)o () VO Trg[opFO (1 + #)]} (5.31)

V tomto vztahu mozeme urobit eSte jednu tpravu:

Trp[F(t + 7')op] = Trp [exp(i(t + 7,)%)F(T)(0)6xp(i(t t T/)%)QB}

= 3 {falean(ilt + ) 1) ISR ) (leap (it + )7 ) 16){5lsa)

a’ﬂ?v?é

— Z exp(i(t + 7—,)%>Fc(yg)€xp( i+ >Fa) zgﬁaejfagp( a;;fkig)

_ ZF(T gaexp(—Fo/kpT)
“*> g gsexp(—Fs/kpT)

Tu sme predpokladali, 7e disipativna podststava je termostaticka a teda plati:

_ Gaexp(—Fu/kgT)
%, gscap(—Fa/ksT) (5.33)

OB;aa

kde Fi, je vlastné ¢islo operatora F v stave a. Toto &islo zodpovedé energii
v danom stave. Teda prvy ¢len rozvoja (5.30) I; mo7no napisat v pomerne
kompaktnom tvare:

= expliw 7! goerp(—Fo/kpT) ") o
h= 323 eaplivn {4 P Frans e SO VO 0] (5.3

« T

Pozrime sa teraz na druhy ¢len rozvoja (5.30) Is:

(5.32)

I, = Trp (Z Z expliw, (t + )] expliws(t + 7" VOF® (t + 7Y VOFE (t 4+ 77 o(t )) =

= ZZewm(t+r')Jv<r>v<s>exp[zws<t+T">]a<t> Tep [FO(t 4 7/)FO (¢t + 7")os]

I6)

(5.35)



Zamerajme sa teraz na posledni cast Trg[F) (¢t +7)F®)(t 4+ 7") 0] druhého
¢lena I, rozvoja (5.30):

Tep [FO(t + 7)FO (L + 705 =
= Trp [e:cp((t—i—r) > ( >><
exp (z(t + T")%) (O)e:z:p( ift+7")— )]

. gaexp( Fa/kBT>
= erp ZQaa’ t/ - t” Fr;aa’Fs;a’a
za: %: ($0r ) > 9sexp(—Fs/kpT)

(5.36)

V ostatnom vztahu (5.36) sme pre prehladnost pouzili oznacenie :

(Fa_Fa’)

an/ =
h

(5.37)

Na zaver, po dosadeni vyrazu (5.36) do vztahu (5.35) dostaneme vyjadrenie
pre druhy clen Is:

Z Z exp [z’(wT + ws)t} exp [i(wr + Qoo )T }exp[ (Wr + Qura)T ] X

R Beflfp(—Fﬁ/kBT)

E,. VOV (t) (5.38)

Podobne mozno ukéazat, ze pre dalsie ¢leny I3 az I5 plati:

I = Trp (Z S eaplicor (t + 7)eaplios(t + ) VOFO (t 4 7)ot VOFO (¢ + T")) -

- Z Z exp [i(wr + ws)t] exp [i(wT + Qoo T ]exp[ (wWr + Qara) 7" | X

7 gaexp(—F,/kpT)
aol el gsewp(—F[kgT)

F,. VOo(t)Ve

(5.39)

I = Tep (303 eaplivon(t + 7)eapliws(t + 7 VOFO(t + 7)o(t) VIRt + 7)) =

= Z Z exp [i(wr + ws)t] exp [z’(wr + Qo) T }exp[ (Wr 4+ Qaar)T'| X

gaexp(—Fy/kpT)
> gserp(—Fp/kpT)
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I = Tip (Z 3 explico, (t + 7")]expliv,(t + 7)]o(t) VOFO (& + 7\ VOFO (¢ + T')) —

_ Z Z exp [iwr + ws)t} exp [@‘(wr + Qa/a)T”] erp [i(wr + Qaa’)T/] X

gaexp(—F,/kpT)

FS'a/aFr;ao/
’ Zg gsexp(—Fp/kgT)

o(t)yVOVH

Nuz, celkom dobra kldda. Treba dat velmi dobry pozor na poradie ¢le-
nov,pretoze pri krea¢nych anihila¢nych operatorov budu niektoré c¢leny ob-
sahovat derivacie. Na zaver dosadime vsetky ¢leny [; az I5 do rovnice (5.30)
a po integracii jednotlivych ¢lenov pre limitu 7 — oo dostaneme upraveny
rozvoj pre o(t + 1)

+7) = 00+ 5 3 FraaZalVarnlin o)
N %— Z Fr;aanc[V(wT)’ O—(t)]cwﬁéo(wr)

- % >0 {Fr;awF—waEa [V(wr)V(=w)o(t) = V(—w,)o (t)V (w,)]

r  ao

+ Fraa P raaZwlot)V(—w)o(t)V(w,) — V(_WT)V(WT)]}

i isin{7(w, + Qaar)
- A~ 2m7T6(— T an/
8 { —Wr — anc’ e ( ot ) (_wr + Qaa’)2

C(wr + Qw)}

Ws + ro’oc Ws + ro’oz
(5.42)

gaerp(—Fa /kpT)
> p 9sexp(—Fg/ksT

ststavy. f)alej budeme zanedbavat ¢leny , ktoré obsahuju singularnu funkciu
(. Tu treba poznamenat, ze funkcia ((x) je definované takymto vztahom:

kde: w, + ws #0 a =, =

) zodpoveda pdsobeniu disipativnej

K 1 — ein
((z) =1 lim erplivr)dw = lim —— (5.43)

K—oo 0 K—o0 xT

a pre sucin funkcie () s Tubovolnou funkciou f(x), ktora spliia Jordanovu
podmienku na polkruznici s nekone¢nym polomerom, dostaneme:

+0° f(z){(x)dx :/Lﬂ@dx (5.44)

7
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kde W oznacuje, Ze integracna cesta krivkového integralu sa vyhyba polu pre
x — 0. V dalsom prejdime k limite 7 — 0 a dostaneme pre rozvoj (5.30)
pomerne povzbudivy tvar:

do ? _
7 = 522 FreaZalViwn) o)
1
— 52,2 EaF e FraalV(wr), V(w0 (£)]2m8(—wr + Qow)

1
_ ﬁ Z Z EaFT;aa/F_r;a/a [O_(t)V(WT), V(—WT)]27T5(—CUT + Qaa’)

r  aa

(5.45)

ozna¢me teraz pre lepSiu prehladnost:

2T

W _ r I
rioaod T 72 riaa’ L' —r;a’«
(2) . 2T

lir;aa’ - ﬁ? I —r;aa’} r;aa

Disipativna stistava je ststava s vysokym stupiiom volnosti, ¢o nam umoziuje
prechod od sumécie k integrovaniu:

55 Kb+ Ou)
— / / KW(F,, Fu)5,0(—w, + Qaur)dF oy dF,
= / KW(F,, Fy+ hw,)E0dF, = A (5.46)

a velmi podobne odvodime d'alsi koeficient, treba si v§ak dat pozor na zmenu
hladin v disipativnej ststave:

ZZK ,_a Wr+Qaa’) —

— / / K®(F,, Fo)Za.0(—wy 4+ Qaa)dFodFLy

R gy U D T) )
> s gserp(—Fp/kpT)
Fo + hw,)exp{—(Fo /kpT)}
—ex K3 (F,, Fy + huw, ( dF.,
p k‘BT / ) ZB ggexp(—F3/kpT)
_ hwr \ )
= e:cp(kBT>A2 (5.47)
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Takze teraz mozeme napisat rovnicu (5.45) v kompaktnom tvare:

Cfl—j= - Tio:AY)<[Vr,V;“a]+[aVT,V;“])
_ gA;m(Z:;) (Vi Viol + 0V V) (5.48)

kde V(—w,) = V*(w,) = V;. TakZe sme dostali kone¢ny tvar diferencialne;
rovnice (5.45), ktora ur¢uje ¢asovy vyvoj operatora rozdelenia hustoty prav-
depodobnosti vztiahnutého na dynamicka podststavu, ktora je sucastou inej
disipativnej podsustavy. Tu treba zdoraznit, Zze uvedené rovnica plati len, ak
disipativna podsistava je termostaticka.

Rovnicu (5.48) prevedieme na rovnicu, ktora obsahuje maticové ¢leny ,,,:

dO'nm > % « (r)
dt - = ; ; {Uan‘/ij‘/r;jn + ‘/r;mj‘/T;jm)]Al

(Vi Vesgn + Vi Veim) A exp(fiw, [k T)]

- O—jj[n:m(‘/r;nj thn + Ttmj‘/;“;jm)]Agr)

e (Vi Ve + Vi Vi) | A eap(fs, R T)] b (5.49)

Teraz mozeme napisat v kompaktnom tvare maticové elementy operatora
hustoty pravdepodobnosti vztiahnutého na dynamicka podsistavu v inte-
rakcii s termostatickou disipativnou podsistavou. Najskor napiSme vztah pre
diagonalne ¢leny.

do,,

dt = Z(wjnann - wnjann) (550)
J
kde:
wWin = I { Vo Viign + Vi Vo)A

—_

t (VigVesn + Ving Vo)A eap(lio /5T (5.51)
e = 3 Vo Vi + Vg Vi) AL
r=1
(Vi Ven + Vi Ve | A eap(lion ks T)]} - (5.52)

Veli¢iny wj, a wy; nazyvane pravdepodobnost prechodu z energetickej hla-
diny n na hladinu j a obratene vztiahnuté na ¢asovia jednotku. Vdaka prin-
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cipu mikroskopickej rovnovahy plati:

Win = Wy, (5.53)
Pre nediagonélne ¢leny plati rovnica:
donm 1
e —Emanm (5.54)
kde:
— - D [ ViV Vi VgAY

+ (V* 'V;”;jn + V.

g rimj

Vigm)|AS exp(fs, [kT)]}  (5.55)

Veli¢ina 1/7,,, zodpoveda prevratenej relaxacnej dobe vyplyvajicej z nedia-
gonélnych ¢lenov matice o,,.
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Kapitola 6

Multy-stavové kvantové stastavy

V tejto Casti pouzijeme vysledky z predchidzajicej kapitoly, ktoré apliku-
jeme na konkrétne podsustavy, ktoré obsahuja fotony, fonony alebo fermiony.
Skor, ako to urobime, musime si objasnit jednu zvastnu metédu nazyvani
druhé kvantovanie. Pomocou tejto metody nam bude umoznené studovat si-
stavy pozostavajice z rovnakych ¢asti (fotonov, fonénov a fermionov), ktoré
st v interakcii s disipativnou sustavou. Podstata tejto metody spociva v
tom , Ze na popis sustavy identickych ¢astic sa nevoli aplny subor (kvan-
tovo)mechanickych veli¢in, tak ako sme navyknuti z jedno¢asticového opisu
kvantovej ststavy, ale popisuje sa pocet Castic v jednotlivych stavoch. V
dalom vyklade si postupne pribliZzime princip a vlastnosti fotonov - kvanto-
vanim vlnovej rovnice, fonoénov - kvantovanim harmonického oscilatora a na-
sledne elektronov - kvantovanim Schédingerovho pola. Je to pomerne zlhavy
postup, ale pre dobré pochopenie interakcie jednotlivych podsustav s disipa-
tivnou podststavou, sa ukazuje ako velmi vhodnym.

6.1 Kvantovanie vinovej rovnice

V tejto Casti sa pozrieme, ako mozno matematicky opisat kvantum elektro-
magnetického pola - foton a tiez, ako musime s danym formalizmom kreac-
nych a anihila¢nych operatorov pracovat. Na zaklade istych avah , ktoré je
treba urobit vramci opisu elektromagnetického pola je jasné, Ze na objasnenie
kvantovania pola musime pouzit vektorovy potencial A. Tento potencial vy-
stupuje v definicii intenzit pola (nasledujice uvahy st urobené v Gaussovych
jednotkach):

0A
1
E=-—c¢c T \VA" (6.1)
H=v x A (6.2)
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VInovéa rovnica pre vektorovy potencial A

2
VA = oo 5 A (6.3)
ot
opisuje trojicu vilnovych rovnic pre jednotlivé zlozky vektorového potencialu.
(pripominam, Ze gopp = 1/¢*) Na tato rovnicu v dalsom aplikujeme recepty
kvantovania. Najskor vSak potrebujeme urcit Lagrangeovu funkciu v tvare:

L= / LA (x, ) (6.4)

kde L oznacuje hustotu lagrangianu, ktort pre tento pripad vyjadrime v

tvare: 1
£n -
L= 50A2 - %«%y + (VA" + (VA)?) (6.5)

V dalsom vyjadrime kanonicky zdruzené (podotykam klasické) hybnosti:

oL

II(x) = A0 = A, (x) (6.6)
oL -

II,(x) = 5, ) = g9A,(x) (6.7)
oL -

II,(x) = A0 = oA, (x) (6.8)

Dalsim krokom v nagom odvodzovani je rozlozenie vektorového potencialu
A(x,t) podla rovinnych vin:

ﬁ 1 TWX 1 —IWX
A(X, t) = WZJ A/ m(ew,jﬁe bw,] + ew’jﬁe b;‘—v,]) (69)

kde sme zaviedli bezrozmernti amplitadu by, ; (pre bjm. je vztah podobny)
podla transformac¢ného vztahu:

h 1
Aw,j = mvewdbw’j (610)
kde: pribudol index j = 1,2 z d6évodu polarizécie a ey ; je jednotkovy vektor.
7 dovodu prehladnosti sme vynechali ¢as t. Stale sa nachadzame v klasickej
oblasti takze by ; a by, ; zodpovedaju klasickym amplitidam. Vzhladom na
tranzverzalnost vektorového potencialu 57 - A = 0 plati:

ew,; wW=0 (6.11)
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kde j = 1, 2. Predpokladajme dTu sme pouzili rovnost alej, ze smery polari-
zacie si na seba kolmé a teda plati:

€w,1 w2 = 0 (612)

Pouzijuc tento rozvoj dostaneme pre kanonicky zdruzené hybnosti nasledu-
juci vztah:

p . hweeo 1 . 1
I(x)=c0d =i \/ = (ewj——=6" b + €wj——=e by, ;) (6.13)
- 2 VV VV

Teraz méame urobenu dobru pripravu na kvantovanie pola. Za¢neme komu-
tatormi medzi zlozkami vektorového potencidlu a kanonicky zdruzenej hyb-
nosti. Na zaklade kolmosti polarizacie mozno ukézat bez jmy na vSeobec-
nosti, ze platia nasledujice komutac¢né vztahy:

[Ak(x), 4;(x)] = 0
[11)(x), 11;(x))] = 0 (6.14)
kde k£ = z,y,2z a j = z,y, 2. Zamyslime sa teraz, ako vyzeraju komutacné

vztahy i-tej zlozky kanonicky zdruZenej hybnosti I a j-tej zlozky amplitudy
pola A. Pokusne navrhnime tvar komutacie, tak ako by sme ho o¢akavali:

1), 45 ()] = Toiy8(x — ) (6.15)

Teraz je potrebné vyskusat, ¢i vztah (6.15) je v sulade s predpokladom di-
vergencie pola rovnej nule:

Ve - (%), A(X)] = [11(x), 70 - AK)] = 0 (6.16)

Operaciu divergencie aplikujeme na pravi stranu rovnice (6.15) a dostaneme
vztah:

L0 0
;a—%akja(x—x) = a!702(5(;(—)() 40 (6.17)

Tento vyraz je rozny od nuly, ¢o je v rozpore s predpokladom (6.16). Aby
sme dostali “spravny”vztah pre komutaciu, musime upravit komutac¢ny vztah
(6.15). Skasme teda preskimat dovod divergencie vyrazu:

1 - /
Orjd(x —x') = 2y /We“”(xx ) dPw (6.18)
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Urobme za tymto tcelom nasledujicu matematickd operaciu:

3
0 1 , /
— o _~x" = s iw(x—x') 73
2 :ax,ﬁkﬁ(x x') = (27T)3/ wge d*w (6.19)
j:l J

Teraz sa pozrime na to, ako treba pozmenit d-funkciu, aby sme na pravej
strane komuta¢ného vztahu (6.15) dostali nulovi divergenciu, ktora pozadu-
jeme vo vztahu (6.16). Kedze okrem 6;; mame uz len jeden tenzor druhého
radu (vyjadreny diddou wyw;), potom treba vyraz dx;0(x —x') zmenit takto:

Orj0(x—x") = Fi;(x—x') = ﬁ /weiw(x_x/)(ékj—wkwjf(w))d3w (6.20)

kde f(w) je zatial neznama funkcia, ktora zavisi len od w. Tuto funkciu
budeme hladat tak, ze urobime divergenciu z upravenej funkcie Fj;(x — x'):

3
Z Fk] —x') = (271r)3 /e"w(x_xl)(—iwk+iwk(wf+w§+w§)f(w) (6.21)

DostaquuCHn dovodom na to, aby sa prava strana rovnala nule je:

flw) = % (6.22)

w

Tento vysledok nas vedie k tomu, aby sme prava stranu komutac¢ného vztahu
(6.15) pozmenili tak, ze nahradime d;;6(x — x’) “tranzverzalnou J-funkciou®:

WrW;

’ / 1 iw(x—x’
{iox =) = o [ - B (6.23)

Integral (6.23) sa da pomerne lahko vypocitat, ked wy a w; vyjadrime po-
mocou derivacie exponencialnej funkcie podla zj a . Potom mozno (6.15)
vyjadrit v tvare:

1" / / o 9 1 iw(x—x' 1
B (X —x) =5kj(X—X))+——<<27T)3/€ ( )—2d3w> (6.24)

oz 0, w

Integral v zatvorkach sa da vypocitat a tak po istej namahe dostaneme:

/eiw(x—x')idi‘lw — _i 1 (625)

w? 4 |x — x|

Nakoniec dosadme vyraz (6.25) do vyrazu (6.24) a ten pouzime na pravej
strane komuta¢ného vyrazu (6.15) a dostaneme vztah medzi kanonicky zdru-
Zzenou hybnostou IT a polom A v pozadovanom tvare:

1000 A, = =) = 5 (8t —) = b )

A Sz |x — x|
(6.26)
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Po istej ndmahe dostaneme komutacné vztahy:

[Dw s Dger 1] 05" Oww'
[bw,j; bw ] = 0
by s b ] = 0 (6.27)

V dalfom sa pokusime napisat Hamiltonov operator pomocou rozvojov pre
A (6.9) a IT (6.13) vychadzajuc z klasickeho vyjadrenia energie elektromag-
netického pola:
1
U=3 / (e0E* + poH?)d?x (6.28)
Po dosadeni z rovnic pre intenzitu elektrického pola E (poznamenévam, Zze
je uvedena v Gaussovych jednotkach)

0A
E=- —c == 6.29
V- (6.29)
a intenzitu magnetického pola H

H=v xA (6.30)

dostaneme: ) .
U= —60/A2d3X + — /(v x A)?d*x (6.31)

2 2410

Ak teraz rozpiSeme vyraz (57 X A)? po jednotlivych zlozkach a uvaZime, Ze
- A = 0 a nasledne pouzijeme integraciu per partes dostaneme vyjadrenie
pre U, ktoré je zhodné s vyjadrenim pre Hamiltonovu funkciu:

. 1

U=H= /%OAQd?’x - / M—((vAgE)2 + (VA + (VA dx  (6.32)
0

Po tomto malom odboceni dosadme do ostatnej rovnice (6.32) rozvoje A

(6.9) a IT (6.13), tak ako sme si to naplanovali na za¢iatku vyjadrenia pre

energiu. Takto mozno prejst od Hamiltonovej funkcie v klasickom vyjadreni

ku Hamiltonovmu operatoru v kvantovo-mechanickom vyjadreni:

. a1
H=> huy (b;,jbw,j + 5) (6.33)
w,j

Dostali sme tplne identické vyjadrenie pre Hamiltonov operator, ako sme
zvyknuti pre bozony. vyraz » ;(1/2)hwy, predstavuje energiu nulovych kmi-
tov. V tomto vyjadreni frekvencie s narastajicim w rasti a suma vo vyjad-
reni (6.33) prebieha bez ohranicenia do nekone¢na, ostatny vyraz diverguje.
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Vdaka tejto vlastnosti sa niekedy energia nulovych kmitov zanedbava, ¢o
nemusi byt vo v8eobecnosti mozné. Pocet Castic mozno vyjadrit pomocou
operatora poctu castic, ktory je v tomto formalizme vyjadreny nasledovne:

~

P Co
nw’] - bW,] Ww,J

(6.34)

Pripominame, Ze pre tento operator plati nasledujica operatorova rovnica:

o | Pw.j >= Tow | Pw,j > (6.35)

kde n. ; vyjadruje vlastné cislo operatora 7y, ; , ktoré urcuje pocet jedno-
modovych (fiktivnych) ¢astic v stistave. V pripade skalarneho elektromagne-
tického pola tieto Castice nazyvame fotony. Index w,j je v tomto pripade
jednoznac¢ne dany vinovym vektorom w a indexom polarizacie j. Pre uplnost
eSte uvedme tvar mnohomodovej vinovej funkcie ¢:

=17

kde ¢y oznacuje vikuovy stav. Celkova energia ziarenia elektromagnetického
pola sa rovna stuctu elektrickej a magnetickej energie (6.28).

bﬁ] i b (6.36)

6.2 Kvantovo-mechanické kmity

Teraz sa pozrime, ako podliehaju kvantovomechanickym zakonom kmity jed-
notlivych atomov, uviznenych v krystalovej mriezke. Na zaciatok si pred-
stavme jeden atém, ako malé zavazie umiestnené medzi dvojicou striin. Struny
su linearne, ¢o znamené, ze vychylka atomu je priamotimerné posobiace]j sile.
V mechanike oznacujeme takito ststavu za harmonickd (obrazok 6.1). V

T

N

Obr. 6.1: Zdvazie umiestnené medzi dvojicou linedrnych pruzin
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naSom pripade pouzijeme tento priklad, ako model jedného atému umiest-
neného medzi dvojocou susedov, kde interakciu sposobeni medziatomovymi
silami nahradime dvojicou pruzin. Z klasického pohladu, dokdZeme tuto su-
stavu opisat pomocou kinetickej T = % a potencidlnej U = Lmw?z? energie.
Kompletny opis sistavy je dany Hamiltonovou funkciou:
P o1
H=T+U=— + —mw?2? (6.37)
2m 2

Ku kvantovo-mechanickému formalizmu prejdeme tak, ze hybnost a polohu
nahradime prislichajucimi operatormi podla nasledujticeho pravidla:

R A_hd
p p—idx
r — I=x

pripominam, Ze tieto operatory splitaju komutaény vzfah:

[, 2] =p& —ap =~ (6.38)

Tento komutacny vztah treba samozrejme chapat tak, ze vysledok dosta-
neme, ked operatory aplikujeme na lubovolnt (pripustni) funkciu ¢ (z).

L o)) 2o

i dx i dx

Po dosadeni operatorovych vyjadreni do rovnice (6.37) dostaneme:

e }w(x) — Ey(x) (6.39)

Ostatnu rovnicu treba chapat v operdatorovom tvare a tak bola aj odvo-
dena. O tom sme uz, ale hovorili v predchadzajtcej ¢asti venovanej uvodu
do kvantovej mechaniky. Z hl'adiska zjednodusenia zapisu rovnice a dalsich
manipulécii zavadzame bezrozmernu veli¢inu &, ktort definujeme takto:

r =1 —F< (6.40)

a pomocou tejto bezrozmernej veli¢iny nadobudne rovnica (6.39) tvar:

— 5+ EJU() = BY(©) (6.41)
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Teraz budeme predpokladat, ze s operatormi & a d% mozeme manipulovat,
ako s cislami, takZze vyraz v ostatnej rovnici budeme chapat, ako dvojclen:

d2
—ae + & = (—a®>+b*) = (—a+b) x (a+D) (6.42)
Teraz pokusne dosadime namiesto lavej strany rovnice (6.41) vyraz:
I d
hw— 4

Teraz nas ¢akd roznasobenie zatvoriek , ale musime si davat pozor na to,
aby sme dodrzali spravne poradie operatorov, kedze tieto sa spravaju ako
derivécie.

%{ = 52}¢<5> m{ e §}w@) (6.44)

N

I. II

Vidime, ze prvy vyraz sa zhoduje s Tavou stranou rovnice (6.41) . Druhy
vyraz sa vzhladom na vlastnost operacie derivacie (komuta¢ny vztah):

5 5 (6.45)

upravime na tvar:
hw

Teraz si pripomenme, 7e vyrazy vystupujice v rovnici (6.43) st operatory.
Pre uplnost si ich vypiSme znovu:

(g -

1 < d n 5) B

V2 \d§
kde sme oznadili b* krea¢ny operator a b anihila¢ny operator. Ich algebraické
vlastnosti st rovnaké, ako v pripade operatorov pre vznik a zanik kvanta elek-
tromagnetického pola (fotonu), ktoré sme odvodili v predchadzajicej ¢asti.
Malym problémom je energia sustavy, ktord vychadza posunuta vzhladom

na povodni rovnicu (6.41) o %, takZe je potrebné zaviest novi (posunutii)
energiu:

S

hw
pripominam, Ze posunutie energie suvisi s existenciou nulovych kmitov. Tento

vysledok sice vznikol na zaklade matematickej Spekulacie, ale perfektne sedi s
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experimentalnym faktom existencie nulovych kmitov. To je aj hlavny rozdiel
oproti predchédzajicej casti, kde sme hovorili o foténoch, kde nedochadza
ku vzniku nulovych kmitov.

Aplikovanim krea¢nych a anihilaénych operatorov mozno napisat rovnicu
(6.41) (Schrodingerovu) vo velmi elegantnom (matematicky korektnom) tvare:

hwb™ by = E'p (6.48)

Spravny komuta¢ny vztah medzi operatormi b* a b dostaneme pouzitim
vztahu (6.45) v nasledujiucom tvare:

AN

bbt — bt =1 (6.49)

Pripominam, 7e operatory, ktoré spiiaju ostatny komutacny vztah nazyvame
Boseho operdtory. Tiez treba mat na pamaéti, zZe ostatny vztah vznikol tak,
ze sme operatory aplikovali na Tubovolni pripustni funkciu. (Odpora¢am
vyskidat).

Operatory b* a b maja vi aimv’vlstnost. MoZno pomocou nich vytvorit vlastné
stavy harmonického operatora. Pripominam, Ze vznikli z rovnice opisujicej
vlasnosti kvantovomechanického oscilatora. Takze pri odvadzani vlastnych
stavov kvantovomechanického oscilatora budeme vychadzat z tejto rovnice a
prislusnych vlastnych energii. Ozna¢me stav prislichajici najnizsej energii
E}, ako ¢y a dosadme tuto funkciu do rovnice (6.48):

bbby = Elyiby (6.50)

Ostatnt rovnicu vynasobme (Standardny krok pouZzivani pri rieSeni rovnic,
len tu treba mat na paméti, Zze sa jedna o derivacie a teda poradie je velmi
dolezité) zlava operatorom b, takze dostaneme:

Fiw (bb*b)ihe = ELbig (6.51)

Pouzitim komuta¢ného vztahu (6.49) mozno ostatnii rovnicu upravit nasle-
dovne (taktiez odporuc¢am vyskusat):

hw(1 4 0T bbby = Ejbibg (6.52)
a po malej uprave dostaneme:
o (bbb = (B — heo)ly (6.53)

Ostatné rovnica vSak hovori, Ze energia prisliChajica vlastnému stavu by
sa rovna E) —hw , ¢o je menej ako energia zakladného stavu. Samozrejme, ze
enegia nejakého stavu nemoze byt nizsia, ako energia zakladného stavu. Tento
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rozpor odstranime definovanim , ze stav s energiou nizSou, ako zdkladnou ,
je rovny nule. Teda:

b =11 =0 (6.54)

Tato rovnica slazi , ko definicia zakladného stavu. Po dosadeni derivacii,
ktoré sa skryvaju v operatore b , dostaneme diferencidlnu rovnicu:

(d% + 5)% =0 (6.55)

TAto rovnica mé rieSenie v tvare:
bo(€) = Ce™*/? (6.56)

Vlnovu funkciu v n-tom exitovanom stave dostaneme n-nasobnym aplikova-
nim kreac¢ného operatora na zakladny stav. Matematicky vyjadrené to napi-
Seme takto:
1 -
= —(b")" 6.57
Normovaciu podmienku \/LE sme dostali z podmienky rozdelenia hustoty
pravdepodobnosti:

/ T (©)n(€)de = 1 (6.58)

V predchadzajucich ¢astiach sme videli, ¢o sa d4 matematicky s Boseho ope-
ratormi robit a hlavne, ako vznikli. Tieto poznatky pouzijeme v nasledujuce;j
Casti.

6.3 Pohybova rovnica operatora ¢ vztiahnutého
na podsuastavu elektromagnetického pola

V tejto ¢asti pouzijeme formalizmus kvantovania vlnovej rovnice (6.3), vlast-
nosti operatorov l;j” a by, ktoré dosadime do rovnice (5.48). Budeme to
robit s ciefom napisania pohybovej rovnice operatora ¢ vztiahnutého na
podsustavu elektromagnetického pola. V tejto rovnici pouzijeme nasledujicu

zamenu:

VT—>ISr
Vi o= b
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poznamenavam, ze nebudeme uvazovat polarizaciu. Takze po dosadeni a
spravnom usporiadani dostaneme:

- 2 Ay (Z:—T) ([éj, bro] + [ob;, BT]) (6.59)

kde A" a Al st urcené vztahmi (5.46) a (5.47). Diferencidlna rovnica
(6.59) predstavuje pohybovt rovnicu operatora rozdelenia hustoty pravde-
podobnosti ¢ vztiahnutého na podsustavu elektromagnetického pola. Pomo-
cou tohto operétora moézeme urcit stredni hodnotu operatora l;;r a stredni
hodnotu operatora poctu foténov ISjI;r Na vypocet pouZijeme znamy vztah
(5.21), ktory prepiseme pre o:

(O) = Tr(cO) (6.60)
z ktorého vyplyva nasledujica diferencidlna rovnica:

d(0)

=T (od") (6.61)

dt
V dalich dvahdch budeme uvazovat jednovidovi stistavu a teda v rovnici
(6.61) po rozpisani pre o — bt dostaneme
d(b*)
dt

= —A, Te(b*[b, b o] + bT[ob, bT])
—  Ageap(—tw/kgT) Te(b*[b*, bo] + bt [obt,b])  (6.62)
Postupne upravime jednotlivé ¢leny rovnice (6.62) takto:

Te(b*[b,bT0]) = Tr(bTbb*o) — Tr(bb* b o)
= Tr(bTbb*o) — Tr(b*o) — Tr(b bbto)
= Tr(b*o) = —(b) (6.63)

v predchadzajicej rovnici sme pouzili komutaény vztah bb+ — bth = 1.

Te(b*[ob,b]) = Tr(b*obb™) — Tr(bTbTob)
= Tr(bTobb®) — Tr(b bt ob)
= Tr(b"bTob) — Tr(bbtbto)
= Tr(bb*bto) — Tr(bbtbto) =0 (6.64)



Te(b*[bt,bo]) = Tr(b*b bo) — Tr(bTbobt)

= Tr(b*b*bo) — Tr(b*btbo) = 0 (6.65)
Te(b*[ob*,b]) = Tr(b*ob™b) — Tr(bTbob")
= Tr(bbtob®) — Tr(bTbTbo)
= Tr(b"bbto) — Trb*bTbo)
Te(b*bb* o) — Tr(bTbbto) + Tr(bto) = (b*)

(6.66)

Ostatné $tyri rozvoje dosadime do rovnice (6.62) a dostaneme pomerne jed-
noduchu diferencialnu rovnicu pre vyjadrenie ¢asovej zmeny operatora b*:
dipt) _
dt

Ageap(-<) _ A4 (6.67)

kT

RieSenim diferencilnej rovnice (6.67) je exponencionalna funkcia

(b+) = (b*)oexp(—rt) (6.68)
kde sme oznacili :
Aea:(ﬁw) A=k (6.69)
2€xp knT 1= .

a kde je (b*)o stredna hodnota operatora b v dobe t = 0. V dalsom ur¢ime
velmi doleziti ¢asovii zmenu strednej hodnoty poctu foténov v jednovidovej
sustave, pre ktora plati O = bb:

<b+tb> Tr (b*bfi—”) (6.70)

Budeme postupovat podobne, ako v rovnici (6.62), kde dosadime namiesto
(bT) vyraz (b*h):

+ A aA A A A
d{b"b) = — A, Te(b™b[b, b o] + bTblob, b))

—  Agexp(—tw/kpT) Te(bTb[bT, bo] + bTblob™,b])  (6.71)

Po vzore rovnice (6.62) upravime jednotlivé ¢leny:

Te(b*bb,bto]) = —1— (b*D) (6.72)
Tr(bb[ob,b*]) = —(bth) —1 (6.73)
Te(bTb[bt, bo]) = (bTD) (6.74)
Te(b*bob™, b)) (b*b) (6.75)



Tak, ako v predchadzajicom pripade, dosadime ostatné rovnice do rovnice
(6.71) a dostaneme:

(b*b)
dt

—24, -2 Agexp(%) - Al] ) (6.76)
B
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Kapitola 7

Zaver

V nasom rozpravani o principoch kvantovej mechaniky sme presli sice kratke
¢asoveé ale z pohladu I'udského ducha nesmierne délezité obdobie objavovania
a vysvetlovania velmi podstatnych vlastnosti sveta v ktorom Zzijeme. Ukazalo
sa, ze matematicky aparat a vysledky experimentov pripravenych v 19. sto-
ro¢i boli schopné podat vycerpavajice vysvetlenie hlbokych zakonitosti mik-
rosveta, sveta ktory je vzdialeny nasim kazdodennym skiisenostiam. Formo-
vanie predstav kvantovej mechaniky sa lisi od formovania predstav klasickej
mechaniky. Klasickd mechanika je deterministicka a kauzalna tedria. Determi-
nistickd preto, lebo pri danom stave stustavy vieme jednoznac¢ne urcit hodnotu
Tubovol'nej veli¢iny, bez toho aby sme menili v procese skimania stav sustavy
(ak samozrejme v procese merania neopatrnostou nesposobime poziar alebo
vybuch - ale za to klasické tedria nemoze). Kauzalna je v tom, Ze z presnej a
uplnej informacie o stave ststavy vieme urcit jej vyvoj do budicnosti ale aj
jej chovanie sa v minulosti. Znamy je vyrok d“Alemberta, ktory v nadSeni
s vyvojom teoretickej mechaniky, povedal "Dajte mi polohy a hybnosti vSet-
kych atomov vo vesmire a ja vim vypocitam dejiny sveta od jeho stvorenia
az do chvile ked na hore Golgota postavia kriz (sidny dei1)". Na dobu v kto-
rej d “Alembert zil to bolo do istej miery odévodnené vyhlasenie. Ale aj do
istej Casti pesimisticky, pretoze predpovedal ze osud kazdého z nés je urceny
¢iste mechanickymi principmi a v budicnosti ho bude mozné "vypocitat".
Neskorsi vyvoj vo fyzike ukdzal na obrovsku variabilitu pravdepodobnosti,
ktora "riadi" svet okolo nés.

V naSom rozpravani sme sa zamerali na pohyb mikroskopickej castice v
jednom rozmere. Je to tak ako by sme mechaniku telesa obmedzili len na rov-
nomerny pohyb po priamke. Vébec sme nespomenuli pohyb po kruznici (az
na par argumentov o stabilnej drahe elektréonu pri jeho pohybe po atémovom
orbitali), moment hybnosti a spin elektronu. To ani nebolo nasim cielom.
Zamerali sme sa na niektoré suvislosti medzi optikou a kvantovou mechani-
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kou a ¢iasto¢nou inerpretaciou vysledkov. Hlavne sme spomenuli tunelovanie
- fascinujucu vlastnost mikrosveta, ktora vSak prave pouzitim matematic-
kych (Fourierova transformécia) a optickych (Kirchhoffovych) objavov 19.
storo¢ia moze byt dobre pochopena a akceptovana.
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