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Kapitola 1

Charakteristika makroskopickych systémov a predmet
Statistickej fyziky

1.1 Uvod.

.....

rozmer atému a ktoré sa skladaji z obrovského poctu atémov resp. molekil. Patria sem
plyny, kvapaliny, pevné latky i biologické organizmy. Statisticka fyzika si kladie za ciel
vysvetlit' chovanie makroskopickych systémov na zdklade atémovej tedrie.

Dynamické chovanie Castic mikrosveta vysvetl'uji zdkony kvantovej mechaniky a zname
st aj sily pdsobiace medzi tymito Casticami. (Obycajne jedinymi doleZitymi silami su
sily elektromagnetické. Gravitacné interakcie medzi mikroCasticami si zanedbatel'né a s
jadrovymi silami sa pri $tiddiu obycajnych makroskopickych systémov fyzikdlnej, chemick-
¢j a biologickej povahy nestretivame, pokial’ nehra tlohu Stiepenie jadier.) Znalosti zdkonov
mikrosveta by teda v principe mali stait’ na to, aby sme chovanie makroskopickych objek-
tov pochopili na zdklade chovania ich zdkladnych Castic - atdomov. Tato dloha vSak nie
je jednoduchd. Typické makroskopické systémy sa skladaji z cca 102 vzdjomne inter-
agujicich atémov. Statistickd fyzika chce vysvetlit' vlastnosti tychto systémov na zaklade
minimalneho poctu fundamentalnych principov.

Je pravda, Ze zédkony kvantovej mechaniky a elektromagnetizmu st schopné detailne
opisat’ chovanie vSetkych atémov v kazdom makroskopickom systéme. Je teda prirodzené
pokdsit’ sa pristipit’ k problému tak, Ze sa naprogramuji pohybové rovnice vSetkych at6-
mov makrotelesa a ich numerickym rieSenim ziskame kvantitativne predpovede r6znych
vlastnosti. Pri sicasnej vykonnosti pocitacov sa tispesne presadzuje tento pristup. Samozre-
jme, riesit’ pohybové rovnice pre 1025 vzdjomne interagujdcich atémov neumoZiiuje Ziaden
pocita¢. Ukazuje sa, Ze Casto (ale nie vZdy) staci zistit' numerické rieSenie pre radovo sto
funguje, jeho vyhody su zrejmé.

Problémom mnohych interagujicich Castic vSak nie je len otdzka, ako ziskat’ numerické
predpovede pre vybrany makroskopicky systém. Existujui aj otdzky spojené s pochopenim
tych makroskopickych vlastnosti, ktorych existenciu by sme na zdklade elementdrnej dy-
namiky mikrocastic nepredpokladali ani len intuitivne. Napriklad, len zo znalosti Struktdry
atomu by sme neocakavali, Ze z niekol'’kych druhov atémov sa mézu sformovat’ také typy
molekil, ktoré vytvaraji biologické systémy schopné sebareprodukcie. Ziskanie kvanti-
tativneho vysledku pomocou pocitacovej simulacie je do znacnej miery podobné ziskaniu
experimentédlneho vysledku. Aj tu treba detailne pochopit’, preco je vysledok taky, aky
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je. Statistickd fyzika pod detailnym pochopenim rozumie formuldciu minimédlneho poé-
tu principov, ktoré st za vysledok zodpovedné, ktoré umozinujui vysledok pochopit’ kvali-
tativne a ktoré su aplikovatel' né na vSetky makrosystémy bez rozdielu.

Vznika otdzka, ¢i chovanie makrosystémov determinuji aj iné fundamentalne principy
ako tie, ktoré s uZ obsiahnuté v zdkonoch kvantovej mechaniky a elektromagnetizmu.
Ukazuje sa, Ze tomu tak je a Ze ide o principy spojené so zlozitost' ou makrosystémov.

Pri vyklade Statistickej fyziky je prirodzené zacat’ skimanim jednoduchych makrosys-
témov, sformulovat’ principy ich chovania a potom sa pokusit’ tieto principy zobecnit
na 'ubovol'ny makrosystém. V tychto predndskach sa na ilustrdciu principov Statisticke]
fyziky vyuZivaji dva jednoduché modely - model idedlneho plynu €astic a model siboru
nepohyblivych elementdrnych magnetickych momentov resp. spinov. Model spinov méa
td vyhodu, Ze je rieSiteI'ny exaktne. Urcitou nevyhodou spinového modelu je to, Ze pri
prvom zoznamovani so Statistickou fyzikou je trochu obtiaZzne vidiet' priamy suvis medzi
vlastnost’ami tohto modelu a napriklad vlastnost’ami systému mnohych castic v kvapaline.
Préve tiito nevyhodu odstraniuje model idedlneho plynu, pricom jeho Statistické vlastnosti
je tiez mozné vypocitat’ takmer exaktne (urcité aproximécie je nutné urobit’ pri odvadzani
tzv. poctu dostupnych stavov). Obidva modely spolocne umoziiuji dokonale ilustrovat’
principy Statistickej fyziky. Naviac, obidva modely si jednoduchymi prototypmi Sirokej
triedy konkrétnych makroskopickych systémov. Napriklad, model siboru spinov je naj-
jednoduch§im modelom magnetickych latok, umoZiiujici urobit’ zdkladné vypocty param-
agnetizmu. Model idedlneho plynu zase rozumne popisuje mnohé redlne plyny a je Starto-
vacim bodom pre Stidium kondenzicie plynu na kvapalinu resp. tuhnutia kvapaliny. In-
ym prikladom z praxe je elektronovy plyn v kovoch, polovodi¢och a polovodi¢ovych stci-
astkach, ktory v mnohom pripomina idedlny plyn Castic a sticasne aj subor (pohybujtcich
sa) spinov.

Platnost’ principov Statistickej fyziky sa pravdaZe neobmedzuje na tieto dva modely.
Dolezitym vysledkom Statistickej fyziky je termodynamika - nduka o tepelnej interakcii
medzi makroskopickymi systémami. Zdkony termodynamiky boli pévodne formulované
Cisto empiricky skor ako vznikla Statistickd fyzika. Statistickd fyzika umoZiiuje sformulo-
vat’ termodynamiku na zdklade zdkonov mikrosveta a tak odstranuje jej empiricky charak-
ter. Popri vyklade principov Statistickej fyziky budeme postupne formulovat’ aj zdkony
termodynamiky a obozndmime sa s niektorymi zdkladnymi aplikdciami.

1.2 Fluktuacie v rovnovahe.

Uvazujme plyn identickych molekil, napr. molekil argénu alebo dusika. Hovorime,
Ze plyn je idedlny, ak je strednd vzdialenost’ medzi jeho molekulami vel'k4 a ich vzdjomna
interakcia takmer zanedbatel'nd. Pod takmer zanedbatel'nou interakciou mame na mys-
li to, Ze potencidlna energia interakcie medzi molekulami je zanedbatel'nd v porovnani s
ich sumdrnou kinetickou energiou, avsak dostato¢ne vel'’kd na to, aby si molekuly mohli
prostrednictvom tejto interakcie vymienat’ medzi sebou energiu. (Napriklad rychla moleku-
la narazi do pomalej a odovzda jej Cast’ svojej energie.)

Pohyb molekul v idedlnom plyne je teda I'ahko predstavitel'ny. KaZzd4 z molekil sa
tomnost’ ostatnych molekdl a ani steny nadoby, v ktorej je plyn uzavrety. Len z ¢asu na as
sa molekula pribliZi k inej molekule alebo k stene nddoby tak, Ze nastane zrdZka. Naviac,
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typickd deBroglieho vlnova dizka molekuly. Vtedy si kvantovomechanické efekty zaned-
batel'né a na molekuly mo6Zeme nazerat’ ako na vzdjomne rozliSitel' né Castice, pohybujtice
sa po klasickych trajektoriach. V tejto kapitole chceme podat’ jednoduchu diskusiu vlast-
nosti idedlneho plynu a vystac¢ime si s klasickymi Casticami. Neskdr vezmeme do dvahy aj
kvantovi povahu Castic a klasické chovanie vyplynie z kvantového popisu ako istd limita.
UvaZujme idedlny plyn /N molekul uzavrety v nddobe. Predpokladajme, Ze systém je
izolovany (t.j. Ze neinteraguje s okolim) a Ze bol takto ponechany vel'mi dlhy cas. Pred-
stavme si, Ze snimame pohyb vSetkych molekdl na film. Pri premietani filmu uvidime
chaoticky pohyb vel kého mnoZstva Castic pohybujicich sa po klasickych drdhach.
Predpokladajme, Ze nddoba je predelend na dve rovnaké polovice imagindrnou stenou.
Oznacme okamZity pocet molekil v I'avej polovici ako n a v pravej ako n'. Zrejme plati

N =n+n (1.1)

Ak je N vel'ké, na filme by sme zvy&ajne videli, Ze n ~ n’ ~ N/2. Pri detailnom pohl’ade
by sme videli, Ze n v zdvislosti od ¢asu ndhodne fluktuuje okolo hodnoty n = n’ = N/2.
tudcia takd, Ze n = N an’ = 0, teda aby sa v 'avej polovici nddoby ocitlo vetkych N
molekil. Ak4 je pravdepodobnost’ Py, Ze sa tak stane? Je zrejmé, Ze

PNy = =% (1.2)

pretoZe sa pytame na pravdepodobnost’ jedinej konfigurdcie spomedzi 2V moZnych (N
vzdjomne nezivislych molekiil moZno medzi dve rovnaké polovice nidoby rozdelit 2V

roznymi spdsobmi). Podobne plati

1
Po = 5y (1.3)

pre pravdepodobnost’ toho, Ze v I'avej polovici nddoby sa ocitne n = 0 molekul. Konecne,
pravdepodobnost’ toho, Ze v I'avej polovici nddoby sa ocitne n molekl, je

C(n
Pn = 2(N) , (1.4)
kde C'(n) je poet moznych spdsobov, akymi mozno N molekil rozdelit’ medzi dva polovice
nddoby tak, aby prave n molekul bolo v I'avej polovici. Keby sme snimali pohyb molekdl
na film vel’'mi dlho a potom by sme si obrovské mnoZstvo jednotlivych obrazkov filmu poz-
erali jeden po druhom, v priemere C(n) obrazkov z 2%V obrazkov by ukazovalo situdciu,
ked’ je v I'avej polovici nddoby prave n molekil. Pre C'(n) sa dd z kombinatoriky I'ahko

odvodit’ vyraz
N!

n(N —n)!’
Neskor sa niektorym vlastnostiam tejto formuly budeme eSte venovat’. Teraz ndm staci si
uvedomit’, e pre vel'ké hodnoty N je C(n) < 2V, ak sa n zna¢ne odliSuje od N/2. Iny-
mi slovami, situécia, ked’ n je zna¢ne odlisné od N/2, zodpoveda relativne malému poctu
konfigurdcii spomedzi vietkych 2V moZnych konfiguricii. Situdcia tohto druhu, kedZe
je realizovana relativne malym poctom konfiguracii, je dost’ Specidlna a v ddsledku to-
ho sa o nej zvykne hovorit’ ako o relativne usporiadanej. Na druhej strane situdcia, ked’

C(n) = (1.5)
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n = n’ = N/2, sa da realizovat’ mnohymi moZnymi konfigurdciami (v§imnime si, Ze
C(n) méd pre n = N/2 maximum). O takejto situécii sa zvykne hovorit’, Ze je neuspori-
adand. V skratke, menej usporiadané (alebo homogénnejsie) priestorové rozdelenie molekul
plynu v nddobe sa vyskytuje ovel’a CastejSie ako vel' mi usporiadané (znacne nehomogénne)
priestorové rozdelenie.

Pre ziskanie kvantitativnej predstavy staci uvaZovat’ najjednoduchsi pripad n = N,
kedy C(n) = 1. Z formuly (1.1) dostaneme P, = 1/16 pre N = 4, inymi slovami v
priemere na kazdom 16-tom obrédzku filmu by sme videlin = N = 4. Ked’ v§ak uvazujeme
N = 80, dostaneme P,, = 1/280 ~ 10724, Inymi slovami, situdciu n = N = 80 by
sme spozorovali v priemere na jednom z 10?* obrazkov filmu. To znamen4. Ze keby sme
fotili povedzme milién obrdazkov za 1 sekundu, museli by sme filmovat’ ovela dlhsie ako
vek vesmiru (10'° rokov), aby sme nafotili 1024 obrazkov, potrebnych na spozorovanie
jediného obrdzku s n = N = 80. Konecne, predpokladajme realisticky pripad plynu,
ktory je pri izbovej teplote a atmosferickom tlaku uzavrety v niadobke s objemom lcm?.
Tak4 nddobka obsahuje 2.5 x 10'? molekiil (podl'a odhadu, ktory urobime neskor), takze
fluktudcian = N = 2.5 x 10'° by vznikla pri jednom z 225%10 ~ 107-5x10" obrazkov
filmu. Spozorovat’ taku fluktudciu by teda trvalo 107-5%10™ gekiind, proti comu je vek
vesmiru zanedbatel'né Cislo. D4 sa preto urobit’ obecny zaver: Ak je celkovy pocet Castic
vel'ky, fluktudcie zodpovedajice znacne usporiadanej (znacne nehomogénnej) distribicii
molekl sa nevyskytnd v podstate nikdy.

1.3 Nevratnost’ a relaxacia k rovnovahe

V predchddzajicom odseku sme v podstate vylicili moznost’ pozorovat’ vel'ké fluktud-
cie. Ni¢menej, pripust' me takito moZnost’. Ak ide o izolovany plyn v rovnovahe, pocas
vel’'mi dlhého Casu pozorovania budeme na filme vidiet’ len vel’'mi malé odchyl’ky n-ka od
strednej hodnoty N/2. Ak raz ndhodou spozorujeme, Ze rozdiel n— N/2 s Casom vyznamne
rastie a dosahuje nejaké maximum, mdzeme s istotou povedat’, Ze sa to deje ako nasledok
sponténnej fluktudcie. MoZeme tiez oCakévat’, ze ked’ rozdiel n — N /2 dosiahne maximum,
tak d’al’si vyvoj bude s pravdepodobnost’ ou hrani¢iacou s istotou taky, Ze rozdiel n — N/2
klesne v priebehu doby nazyvanej relaxacny ¢as znovu na nulu a potom sa uz s ¢asom neb-
ude menit’ (s vynimkou malych fluktudcii okolo nuly). Cast’ filmu, na ktorej vidime vel ki
fluktuéciu vznikat’ a zanikat’, sa od ostatnych Casti filmu 1i$i nielen vynimoc¢nost ou svojho
vyskytu, ale aj tym, Ze rozdiel n — N /2 vykazuje pocas trvania fluktudcie vyraznu zéavislost’
na Case. Mimo vyskytu fluktuécie je totiz rozdiel n — N/2 konStantny v Case (s vynimkou
vel’'mi malych fluktuécii je nulovy). Vtedy hovorime, Ze plyn je v rovnovéhe.

Najdodlezitejsi zaver tychto uvah je nasledovny. Ak by sme pri pozorovani ndhodou
uvideli, Ze rozdiel n — N/2 narastd z nuly na akési vyrazné maximum, potom vieme s
istotou, ze d’al’si Casovy vyvoj bude charakterizovany relaxaciou k rovnovadznej hodnote
n = N/2. Vo fyzikélnejsej terminoldgii n-ko prilis sa liSiace od N/2 zodpovedé vel' mi us-
poriadanej situdcii (s vel'mi nehomogénnou priestorovou distribiciou molekul), ktord by s
¢asom nezanikla iba vtedy, keby sa vSetky molekuly stdle pohybovali len po takych drdhach,
ktoré zachovavaji nehomogénnu distribiiciu. Molekuly v§ak majd pri vzdjomych zrdzkach
mozZnost” vybrat’ si z vel'’kého poctu chaoticky nasmerovanych trajektorif a preto takmer s
istotou musia relaxovat’ k homogénnej priestorovej distribucii.

Doposial’ sme uvazovali pripad, ked” vel'ka fluktudcia vznikne spontdnne v rovnovdZznom
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plyne. Podl'a formuliek (1.1) aZ (1.5) by sa vSak takato vel'kd fluktudcia v praxi nevyskytla.

V praxi je mozné situdciu zodpovedajicu vel'kej fluktudcii vytvorit' umelo. Predstavne
si, Ze vSetkych N molekil nahrnieme do I'avej ¢asti nddoby pomocou piestu. Prava polovi-
ca nadoby je teda prdazdna a molekuly st uvdznené pomocou piestu v I'avej polovici na-
doby. Pockajme, kym sa v I'avej polovici ustanovi rovnovaZna situdcia charakterizovand
homogénnym rozloZzenim molekdl a potom v jednom okamihu odstraiime piest. V mo-
mente odstranenia piestu si vietky molekuly v I'avej polovici nddoby. Dal3i Casovy vyvoj
rozloZenia molekul v nddobe bude rovnaky ako keby sa molekuly dostali do I'avej polovice
nadoby spontdnnou fluktudciou. Znovu plati, Ze takmer vSetky drahy, po ktorych sa moleku-
ly po odstraneni piestu mézu pohybovat’, budi mat’ za nésledok postupnid homogenizaciu
rozloZenia molekil po celom priestore nddoby. Ked’ sa dosiahne homogénne rozdelenie
(n = N/2), n-ko sa uz viac v ¢ase menit’ nebude. Hovorime, Ze systém dosiahol rovnovéhu
relaxdciou z pociatocného nerovnovazneho stavu n = V.

V praxi sa teda izolovany makroskopicky systém vzdy vyvija v Case vel'mi konkrétnym
smerom, totiZ od viac usporiadanej ku menej usporiadanej situcii. Predstavme si, Ze by
sme film snimajici pohyb molekil v nddobe pustili smerom od konca na zaciatok. Videli by
sme tzv. v ¢ase obriteny proces, v ktorom sa molekuly, spociatku rozdelené homogénne v
celom priestore nadoby, postupne vSetky zhromazdia v I'avej polovici nadoby. Ak by divak
nevedel, Ze film je pusteny odzadu dopredu, mohol by to s istotou vydedukovat’ zo sku-
tocnosti, Ze systém sa spontdnne vyvija smerom od neusporiadanej k usporiadane;j situdcii.
Taky vyvoj je totiZ v praxi nemoZny, s vynimkou extrémne nepravdepodobnej fluktuicie.

Hovorime, Ze dany proces je nevratny (ireverzibilny), pokial proces k nemu caso-
vo obriteny prakticky nie je moZny. VSetky izolované makroskopické systémy vykazuji
nevratné chovanie, pretoZe sa mdzu vyvijat' len smerom k ¢o najvic¢sej neusporiadanosti
a nie opacne. Cas teda plynie jedinym jasne definovanym smerom, ktory umoZiiuje jasne
rozliSit’ minulost’ od buddcnosti.

Zdobraznime, Ze pohybové rovnice, ktorymi sa riadi pohyb jednotlivych molekil, nema-
ju v sebe nic, o by ddvalo Casu preferencny smer. Vskutku, keby sme film s pohybujicimi
sa molekulami pustili v ¢asovo obrdtenom smere a pozerali by sme len na snimky zachyta-
vajlice rovnovazny stav, nemohli by sme nijako usidit’, ¢i film beZ{ normélne alebo ¢asovo
obritene. Preferenény smer ¢asu sa objavi, ak sa zaoberdme izolovanym makroskopickym
systémom, ktory sa v istom ¢asovom okamihu nachidza vo vel’mi usporiadanej situdcii. Ak
sa v nej systém nachddza, potom s pravdepodobnost’ou hraniciacou s istotou vieme, ako sa
systém do tejto situdcie dostal (ked'ze fluktuécia je krajne nepravdepodobnd, muselo ist’ o
vonkajsi zdsah) a ako sa bude vyvijat' v buddcnosti.

Nevratnost’ je sposobend obrovskym poctom Castic. Predstavme si, Ze by v nddobe
bola iba jedna molekula. Téato by sa pohybovala po priamych drdhach a odrdZala by sa
pruzne od stien nddoby. Keby sme nafilmovali ¢asovy vyvoj jej trajektdrie, pri premietani
filmu by sme nemohli usudit’, ¢i film beZi smerom do budicnosti alebo Casovo obritene.
Pri diskusii formil (1.1) az (1.5) sme uvazovali nddobu s po¢tom molekil N = 4, 80 a
2.5 x 10'. Pre N = 4 je konfigurdcia n = N jednou zo 16 mo#nych konfigurdcii. Je
eSte stdle dost’ pravdepodobnd a ani z casového vyvoja Styroch molekil by sme nemohli s
istotou usudit’, ktorym smerom je film pusteny. Pre N = 80 vSak uZ fluktudcian = N je
vysoko nepravdepodobnd a pre N = 2.5 x 10'Y je v podstate nemozn4.
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1.4 Rovnomerné rozdelenie energie

Inym dolezitym prikladom neusporiadanosti je homogénne rozdelenie energie medzi
molekulami plynu. UvaZujme znova izolovany plyn N identickych molekil v nddobe.
Nech celkova energia vSetkych molekil je E. V dbsledku zdkona zachovania energie je
celkova energia konstantd v Case. Celkova energia je v pripade idedlneho plynu sictom ki-
netickych energif vSetkych molekil, pretoZe potencidlna energia interakcie medzi moleku-
lami je (s vynimkou zrdZok) zanedbatel' nd. Predstavme si, Ze v istom okamihu ma polovica
molekul nulové kinetické energie, zatial’ Co druhd polovica molekul sa pohybuje. Tato situd-
cia je ocividne vel'mi Specidlna (vel'mi usporiadand). Molekuly sa totiZ vzdjomne zrdZaju
(vymienaju si energiu) a trvald existencia vyznamnej skupiny molekil s nulovou kinetickou
energiou je preto krajne nepravdepodobnd Ak je plyn v rovnovdhe a teda vo svojom na-
jneusporiadanejSom makrostave, potom molekuly nielen Ze musia byt homogénne rozde-
lené v priestore naddoby, ale celkové energia F musi byt medzi nimi rozdelend v priemere
rovnako. PresnejSie, energia individudlnej molekuly sa sice bude s casom menit’ (vZdy
ked sa zrazi s inou molekulou), ale v priemere musi fluktuovat’ v Case okolo konStantnej
priemernej hodnoty e = E/N. Keby sa priemernd hodnota energie nejakej molekuly (alebo
urcitej skupiny molekil) s casom menila (napriklad klesala), musela by zase v ¢ase naras-
tat’ priemernd energia inej molekuly (alebo skupiny molekul). Takyto efekt vSak nemdze
existovat’ ak je systém ponechany sdm na seba dostatoc¢ne dlho, pretoZe kazdd molekula
sa musi chovat’ v priemere rovnako ako tie druhé. Proces rovnomerného rozdelenia en-
ergie medzi molekulami je evidentne nevratny proces. Spontdnny vznik situdcie, v ktorej
md povedzme polovica molekul nulovi energiu, je krajne nepravdepodobny, nakol'ko by
sa jednalo o vyvoj zo stavu maximalne neusporiadaného ku stavu vel’mi usporiadanému. V
rovnovaznej situdcii sa molekuly vyznacuji tzv. Maxwellovym rozdelenim rychlosti, ktoré
onedlho odvodime.

Poznamenajme, Ze fluktudcie energie mikrocastic okolo rovnovdZnych hodnét su ex-
perimentalne pozorovatel'né. Najznamejsim prikladom su fluktudcie rychlosti mikrocastic
v kvapaline, zndmy Brownov pohyb. Vel'mi mal4 Giastocka vel'kosti 10~*cm vloZend do
kvapaliny je citlivd na ndrazy jednotlivych molekil kvapaliny. Ked’ Ze je s molekulami
kvapaliny v energetickej rovnovéhe, jej rychlost’ fluktuuje ¢o do vel'kosti aj smeru vd’ aka
narazom od jednotlivych molekil. Tak vznikd Brownov pohyb. Inym prikladom prejavu
fluktudcii sd fluktudcie napitia na rezistore. Bez toho, aby bol rezistor pripojeny na zdroj
vonkajSieho napétia (pridu), sa na fom nameria nenulovy potencidlovy rozdiel, ktory v
Case fluktuuje okolo nulovej strednej hodnoty. Je to dosledok fluktudcie koncentrécie elek-
trénového plynu v rezistore, ked’ ndhodnd fluktudcia spontdnne zvysi koncentraciu elek-
trénov na jednom konci rezistora na tkor koncentricie na druhom konci. Oba konce sa teda
spontdnne nabiji ndbojmi opacného znamienka a vznikne nenulovy potencidlovy rozdiel.
Analdgia s fluktudciami poctu molekul v I'avej resp. pravej Casti nddoby je tu zrejma.

1.5 Teplo a teplota, nulta veta termodynamicka

Uvazujme dva idedlne plyny oddelené nepohyblivou stenou. Ked’ molekula narazi do
steny, mdze Cast’ svojej kinetickej energie odovzdat’ molekuldm steny a tieto mo6zu ziskand
energiu odovzdat’ pri zrazke molekuldm na druhej strane steny. Oba plyny si teda vymienaji
energiu na atomdrnej trovne. Hovorime, Ze si vymienaji energiu vo forme tepla.
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Uvazujme teraz dva I'ubovol né systémy A a A’ vo vzdjomnej tepelnej interakcii. Naprik-
lad by sa mohlo jednat’ o dva plyny oddelené prekdzkou alebo A by mohol byt’ blok medi
ponoreny v systéme A’ - v nddobe naplnenej vodou.

Oznacme energie systémov A a A’ symbolmi E a E’. Za predpokladu, Ze systém A* =
A + A’ je izolovany od okolia, musi platit’, Ze

E + E' = const. (1.6)

Vznika otdzka, ako sa tdto celkova energia rozdeli medzi systémy A a A'.

Diskutujme najprv najjednoduchsiu situdciu, ked’ systémy A a A’ st dva idedlne plyny
zloZzené z molekil toho istého druhu. Napriklad A aj A’ by mohli byt tvorené vylu¢ne
molekulami dusika No. V tomto pripade je najviac neusporiadana situdcia systému A* takd,
7e celkovd energia F + F’ sa rozdeli rovnako medzi vSetky rovnaké molekuly systému A*.
Konkrétne, strednd energia € molekuly plynu A by mala byt’ rovnaka ako stredna energia
¢’ molekuly plynu A’, t.j.

e=¢ (1.7)
v rovnovéhe. Ak je N molekdl v plyne A a N’ molekiil v plyne A, potom
_ FE - F
=4 @ Elzﬁ (1.8)
a podmienku (1.7) méZeme zapisat’ v tvare
E E’
= - = 1.
N N’ (1.9)

Predpokladajme, Ze plyny A a A’ st na zaCiatku od seba tepelne odizolované a kazdy

z nich oddelene sa nachadza v tepelnej rovnovdhe. OznaCme ich energie v tychto pod-

mienkach ako E; a E/. Ak umoZnime vymenu tepla, zvy¢ajne nastane nasledovnd situdcia.

Obycajne sa strednd poCiato¢na energia £; = FE;/N molekuly v systéme A nerovnd

strednej pociatocnej energii 57 = E!/N molekuly v systéme A’. Pred odstrdnenim tepelnej
izolacie teda obycajne plati, Ze

g # €. (1.10)

V tomto pripade celkova distribicia v kombinovanom systéme A* nezodpoveda najneuspo-
riadanejSiemu rozdeleniu energie a nemoZe pretrvat’ po odstraneni tepelnej izoldcie. Sys-
témy A a A’ si budd vymienat' energiu, aZ pokym nenastane rovnovdzna situdcia zod-
povedajica najneusporiadanejSiemu rozdeleniu energie. Energie Ey a E} systémov A a
A’ vo findlnej rovnovdzne;j situdcii musia byt’ také, Ze

= ¢ L= = ==, 1.11
I €y resp N N ( )

Vidno, Ze ak je na pociatku &; < Z;, tak A bude energiu ziskavat’ a A’ bude tu istd energiu
stracat’. Pre izolovany systém musi platit’, Ze

Ef+E}:Ei+E£. (1.12)
Posledny vzt'ah m6Zeme prepisat’ ako

AE +AE =0 (1.13)
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alebo
R+Q =0, (1.14)
kde
QQ=AE=FL;—F; (1.15)
a
Q' =AE =Ey—Ey. (1.16)

Velicina @ je teplo absorbované systémom A a je definovand ako narast energie systému
A, spdsobeny vymenou energie s A’. Podobnd definicia plati pre teplo Q' = —@Q, ktoré
absorboval systém A’.

Teplo Q = AFE absorbované systémom moze teda byt” kladné alebo zdporné. Z defini-
cie, systém ktory absorbuje kladné teplo, sa nazyva chladne;jsi, zatial' ¢o systém, ktory to
isté teplo poskytol, sa nazyva teplejsi.

Ak by ndhodou na pociatku tepelnej vymeny platilo

g = €, (1.17)

Su~

zloZeny systém A* by sa automaticky nachadzal v situdcii s najmenej usporiadanym rozde-
lenim energie a vymena tepla by bola nulova.

Co je teplota? Uvazujme znovu obecny pripad interakcie medzi dvomi systémami A
a A’. Mohlo by sa jednat' o dva rozdielne plyny, ktorych molekuly maji rozne hmotnos-
ti, jeden alebo oba systémy by mohli byt tieZ kvapalina alebo pevnd litka. Zachovanie
energie (1.12) musf stdle platit’, avSak teraz je t'aZSie charakterizovat’ rovnovaznu situa-
ciu zodpovedajicu najmenej usporiadanému rozdeleniu celkovej energie kombinovaného
ymi molekulami. Kvantitativne, ako ukdZeme rigor6zne neskor, je mozné rovnovadzny stav
dvoch obecnych systémov A a A’ charakterizovat’ podmienkou

T =T, (1.18)

ktord je analogickd rovnici (1.11). Symbol T' oznacuje tzv. absolitnu teplotu systému.
Zatial' nemo6Zeme definovat’ pojem absolitnej teploty presnejSie, pretoZe na takuto defini-
ciu potrebujeme najprv presnd matematickd definiciu pojmu neusporiadanosti. Je vSak
jednoduché zaviest’ pojem teploty (nie absolitnej teploty) meranej konkrétnym teplom-
erom. Pod pojmom teplomer sa tu rozumie maly makroskopicky systém M, ktorého jeden
makroskopicky parameter © sa meni ked’ systém M absorbuje alebo odovzdava teplo. Pa-
rameter © sa vold termometricky parameter a moZe to byt’ napriklad dizka L stipca ortuti
v kapilare ortut’ ového teplometra. Ak je teplometer M v tepelnom kontakte so systémom
A, po dosiahnut{ rovnovahy sa jeho termometricky parameter nastavi na hodnotu © = © 4.
Hodnota © 4 sa nazyva teplota systému A vzhl’adom na konkrétny teplomer M.

Praktickd uZitoCnost’ teplomeru je zrejmd z nasledovnych tvah. Nech je teplomer
M v tepelnom kontakte najprv so systémom A a potom so systémom B. Po dosiahnuti
rovnovahy ukaze teplomer teplotu © = © 4 pre systétm A a © = Op pre systém B. Je
znamym experimentdlnym faktom, Ze ak © 4 # Op, tak systémy A a B si po privedeni do
vzdjomného tepelného kontaktu budii vymienat’ tepelnd energiu. Naopak, ak ©4 = Op,
systémy budui vo vzdjomnej tepelnej rovnovdhe a nebudd si vymienat’ teplo. Tento experi-
mentalny zaver sa zvykne nazyvat’ nultd veta termodynamickd. Jeho teoretické vysvetlenie
podéme neskor.
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1.6 Typické hodnoty molekularnych veli¢in.

V predchddzajicom texte sme diskutovali niektoré obecné vlastnosti makroskopickych
systémov vychddzajic z toho, Ze tieto systémy sa skladaji z molekul alebo atémov. Nasa
diskusia bola vicSinou len kvalitativna a preto by bolo vhodné doplnit’ ju kvantitativnymi
odhadmi. Napriklad, bolo by cenné vediet’, ako rychlo sa typické molekuly v latke pohybuji
alebo ako Casto sa zrdzajd s inymi molekulami.

Ak je plyn molekil uzavrety v nddobe, molekuly sa zrdZajd so stenami nddoby. Nasim
ciel'om bude najprv odhad tlaku, ktorym molekuly pri zraZzkach p6sobia na steny. Tlakom
p nazyvame silu na jednotku plochy, ktorou molekuly posobia na steny nddoby. Priemerny
tlak p, ktorym molekuly tlacia na steny naddoby, sa d4 merat’ napr. ortut’ ovym tlakomerom
(zopakujte si jeho princip zndmy ako Toricelliho pokus). Tlak p by mal byt’ vypocitatel' ny
pomocou molekuldrnych veli¢in. Do vysledného vzorca potom mdZeme dosadit’ hodnotu
nameraného tlaku a odhadnit’ hodnoty molekuldrnych velic¢in kvantitativne.

Budeme uvaZovat’ idedlny plyn /N molekil s hmotnost'ou molekuly m. Budeme pred-
pokladat’, Ze plyn je v rovnovdhe a Ze je uzavrety v nadobe tvaru pravouhlého kvadra s
objemom V. Hrany kvadra nech st orientované paralelne s osami z, y, z kartézskej ststavy
suradnic. Oznaéme symbolom n koncentraciu molekdl n = N/V.

Vypocitame tlak plynu napr. na pravi stenu nddoby, ktord je kolmd na os x a paralelna
s rovinou (y, z). Ak ¥ je rychlost’ molekuly a v, je zlozka rychlosti v smere osi x, potom
molekula pohybujica sa smerom k ploche A (v kladnom smere osi ) ma v smere osi x
hybnost’ muw,,, kde v, > 0. Ked” molekula idica v smere x narazi na plochu A, jej kinet-
ickd energia %va sa po odraze nezmeni (toto musi platit’ v priemere mnohych nédrazov,
nakol'ko systém je v rovnovdhe). To znamend, Ze ak m4 molekula pred ndrazom hybnost’
Mg, po ndraze bude mat’ hybnost —mu,, takze —muv,; — mv, = —2muo, je zmena hyb-
nosti, ktord molekula ziskala v désledku odrazu od steny A. Zo zdkona zachovania hybnosti
potom vyplyva, Ze stena ziskala od molekuly hybnost’ 2muv,.

Pytame sa d’alej, kol'’ko molekil narazi na plochu A tejto steny za vel'mi kratky Cas t.
Najprv si treba uvedomit’, Ze rychlosti réznych molekiil si vo v§eobecnosti rdzne. ZapiSme
koncentraciu molekul v tvare -

n = / dvg n(vy) (1.19)
—0o0
kde n(v,)dv, je pocet molekdl (v jednotkovom objeme), ktorych rychlost” v,, je z intervalu
(g, vy + dv,). Pretoze je plyn v rovnovahe, musi platit’

n(vg) = n(—vg) , (1.20)

nakol'ko v rovnovédhe neexistuje Ziaden dovod, pre ktory by vicSia Cast’ molekuil mala
preferovat’ urcity smer pohybu. Konkrétny tvar funkcie n(v,) zatial poznat’ nepotrebu-
jeme (ide o tzv. Maxwellove rozdelenie rychlosti, ktoré odvodime neskdr). Pytame sa, ako
vel’a molekdl narazi na plochu steny A za vel’'mi kratky Cas . Jedna molekula prejde za Cas
t vzdialenost’ v,t. Uvazujme najprv len molekuly s rychlost'ou v, z intervalu (v,, v, +dv,).
Pocet takychto molekil v objeme Av,t je

dvg n(vy) A vt . (1.21)

Prave tento poCet molekdl po¢as doby ¢ do plochy A narazi. Ked” ho vyndsobime impulzom
2mu, odovzdanym jednou molekulou, dostaneme vyraz

dvg n(vy) A 2m vit, (1.22)
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¢o je celkovy impulz odovzdany ploche A za Cas ¢ molekulami dv, n(v,). Ked’ posledny
vzt ah vydelime ¢asom ¢, dostaneme hybnost’, ktord molekuly stene odovzdali za jednotku
¢asu, teda dv, n(v,) A 2m v2. Zmena hybnosti za jednotku Casu je vSak rovnd pdsobiacej
sile, takze mdzeme napisat’

dF, = dv, n(vy) 2m vg A, (1.23)

kde dF; je sila, ktorou molekuly dv,n(v,) posobia na stenu A. Celkova sila od vSetkych
molekdl je

oo
F, = / dvg n(vg) 2mv2 A, (1.24)
0
kde s¢itavame cez molekuly idice smerom k stene, t.j. cez v, > 0. Tlak na stenu bude teda
Ey o 9
p = — =2m dvg n(vg) v3 . (1.25)
A 0

Tento vzt’ah méZeme pomocou (1.20) prepisat’ ako

(o]
p=nm / dv, 02 P02) (1.26)
oo n
alebo aj ako
p = nm(v2), (1.27)
kde
2 L[ 2
(vg) = - / dvg n(vy) v (1.28)
— 0o

je strednd hodnota kvadritu rychlosti v,. Ked'Ze v rovnovdZnom stave nie je Ziaden smer
preferovany, musi platit’, Ze

(v7) = (vg) = (v2) . (1.29)
Preto ) .
(w2 = 3 (V2 4o +07) = §<v2> . (1.30)

m(v?) = n=(e), (1.31)

kde
(&) = —m(v?) (1.32)

je stredné kinetickd energia molekuly.

Vsimnime si, Ze vzt'ah (1.31) nezavisi od druhu molekdl, ktoré tvoria plyn. Hmotnost’
v tomto vzt'ahu je vlastne hmotnost’ t'aZiska molekuly, t.j. v principe mdZe ist’ o molekulu
zlozZent z I'ubovolného mnoZstva I'ubovolnych atémov. Naviac, podl'a vzt'ahu p = n% (e)
je stredny tlak idedlneho plynu priamou mierou strednej kinetickej energie pohybu t'aZiska
molekuly, t.j., Fubovolné plyny s rovnakou strednou kinetickou energiou jednej molekuly
vytvarajui rovnaky tlak nezavisle od toho, aké si hmotnosti molekil. Vzt'ah (1.31) teda

plati pre plyn molekil He, Ne, Oy, N2, CaH; alebo akykol’ vek iny plyn.
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Predtym, ako sa pokisime odhadnit’ €, zopakujeme niektoré definicie. Hmotnost m
atému alebo molekuly sa zvykne vyjadrovat’ v jednotkach Standartnej hmotnosti m, ktord
je definovand ako

me
my = — 1.33
0 2 (1.33)
kde m, je hmotnost’ izotopu uhlika >C. Hmotnost’ atému '2C' je v tychto jednotkich
prave 12mg, hmotnost” atému H je priblizne rovnd jednej hmotnostnej jednotke mg. Pomer
hmotnosti m atému (molekuly) ku hmotnostnej jednotke mg sa nazyva atomova hmotnost’
alebo molekuldrna hmotnost’. Oznacuje sa p, teda
m

po= —. (1.34)

mo
Atémové hmotnost’ i atému *2C je teda z definicie presne 12.
Definujme veli¢inu N, ako pocet atdmov s hmotnost ou myg, ktory ma celkovi hmot-
nost’ jeden gram. Z tejto definicie teda plati
1

N, = —. (1.35)
mo

Posledny vzt ah sa dé pisat’ aj v tvare

N, = - _ B (1.36)
mmyg m

kde sme vyuzili vzt'ah (1.34). To znamena, Ze N, je tieZ rovné poctu molekil s molekuldrnou
hmotnost'ou y, ktorych celkova hmotnost’ je p gramov. Cislo N, sa nazyva Avogadrovo
Cislo.

Jeden mdl urcitého druhu molekil alebo atémov je definovany ako mnozstvo latky ob-
sahujice /N, molekil alebo atémov tohoto druhu. Jeden mél molekil s molekuldrnou hmot-
nost’ou x ma preto celkovid hmotnost’ ¢ gramov. Kone¢ne, numerickd hodnota (experimen-
talne urcend) Avogadrovho ¢isla je

N, = 6.02252 x 10**molekiil/mdl . (1.37)

Teraz méZeme pomocou rovnice (1.31) odhadnit’ typické hodnoty molekularnych velicin.
Odhad urobime pre plyn molekil dusika /N, ktoré st hlavnou zloZkou vzduchu. Pri izbove;j
teplote a atmosferickom tlaku (1.013 x 10° Pa) ma dusikovy plyn uzavrety v objeme 1 liter
hmotnost’ 1.15 gramov (&islo prichddza z experimentu). Atémov4 hmotnost’ atému N je asi
14, takze molekularna hmotnost’ molekuly Vs je asi 28. Celkovy pocet molekil v objeme
1 liter je potom

= 247 x 10* (1.38)

1.15
N =~ (6.02 x 10%) ST

N 247 x 10"
n=3 = W ~ 2.5 x 10 molekil/em? . (1.39)

Z rovnice (1.31) dostdvame, Ze strednd kinetickd energia molekuly je

E X

3D 3 10°Pa
2n 2

= 25“02%3) A 6x 10770 (1.40)
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Pretoze N, dusikovych molekdl vdZzi 28 gramov, jedna molekula N m4 hmotnost’

28

= — = 465x 10 %g. 1.41

T 602 % 102 S =0

Ked’ dosadime (1.41) do vzt'ahu € = %mﬁ dostaneme pre strednud rychlost’ molekuly
hodnotu _

v = Vo2~ 51x10%m/s. (1.42)

Na zaver urobime odhad strednej vzdialenosti [, ktord molekula plynu prejde medzi dvo-
mi zrdZkami s inymi molekulami. Vzdialenost’ [ sa nazyva stredna vol'nd draha molekuly.
Pre jednoduchost’ si predstavime, Ze kazd4a molekula je tuhd gul’a s polomerom a a zrazku
medzi molekulami analyzujeme ako zrdZku dvoch tuhych guli. Jedna gul’a sa nezrazi s
druhou vtedy, ak pri ich vzdjomnom pribliZeni na najbliz§iu moZni vzdialenost’ su ich
stredy od seba vzdialené na vzdialenost R > 2a. V opacnom pripade R < 2a nastane
zrazka. MoZeme si predstavit’, Ze na pohybujicu sa molekulu je pripevneny imaginarny
kruhovy disk s polomerom 2a, kde rovina disku je kolm4 na smer pohybu molekuly. Té4to
molekula sa zrazi s druhou molekulou vtedy, ak stred druhej molekuly leZi v objeme

o X prejdend vzdialenost’ , (1.43)
kde o je plocha imagindrneho disku. Plocha
o = 7(2a)% = 4na® (1.44)

sa nazyva celkovy U¢inny zrdzkovy prierez molekuly. Objem, ktory pokryje plocha o pri
prejdeni vzdialenosti [, je ol. Aby sa v tomto objeme nachddzala prave jedna molekula,
musime Ziadat’

(c)n ~ 1. (1.45)

Odtial
1 1

no  4dma*n

~
~

(1.46)

Ciselny odhad urobime znovu pre dusikovy plyn. Polomer molekuly je radu 10~ 8cm, tj.
a ~ 10~8¢em. Dosadime tiito hodnotu do (1.46) spolu s n = 2.5 x 101%¢m =3 (vzt'ah (1.39))
a dostaneme

[~3x10 %cm. (1.47)

Vsimnime si, Ze [ > a. Odtial’ vidno, Ze zraZky medzi molekulami si vel'mi zriedkavé,
takZe plyn je naozaj idedlny. Na druhej strane, [ je ovel’a menSie ako typicky rozmer litrovej
nddoby.

1.7 Tepelna rovnovaha medzi dvomi réznymi idealnymi plynmi.
Absoldtna teplota idealneho plynu.

Vrat'me sa teraz k diskusii tepelnej rovnovdhy medzi dvoma idedlnymi plynmi odde-
lenymi stenou. UvaZujme dva plyny, ktorych molekuly maji hmotnosti m; a mo a kon-
centracie n; a ng. Predpokladajme, Ze stena (alebo piest) je vol'ne pohybliva v smere osi
T a spytajme sa najprv, kedy sa stena nebude pohybovat’. Nebude sa pohybovat’, ak tlak
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molekul zl'ava, pp, je rovny tlaku ps molekil zprava. Pomocou rovnice (1.31) moéZeme
potom zapisat’, Ze
1 1

ny <§m1v%) = ny <§mgv§> . (1.48)
Podmienka (1.48) vyjadruje, kedy nastane rovnovaha tlakov. Nevyjadruje ale, kedy nas-
tane tepelnd rovnovaha, t.j. kedy si uz oba plyny nevymienajui teplo ). Molekula jedného
plynu si totiZ m6Ze vymienat kinetickd energiu s molekulmi druhého plynu sprostredko-
vane, ndrazmi na piest. Uk4Zeme, Ze tepelnd rovnovédha nastane, ked’

1 1 9

(1) = (e2) resp. <§m1v%> = (§m2v1> . (1.49)

Budeme najprv uvazovat’ pripad, ked’ sd obidva plyny vzdjomne premiesané, t.j. ked sa
molekuly m; a mo mdZu vzijomne zrazat'. Ukazeme, Ze ked’ je tito plynova zmes v
rovnovéhe, tak pre fiu plati vzt'ah (1.49).

Uvazujme zrazku medzi dvomi molekulami s hmotnost’ami m; a ms. Oznacme ich
rychlosti pred zrdzkou ¥; a U2 a ich rychlosti po zrézke U} a . Pytajme sa, aku energiu
odovzda jedna molekula druhej v dosledku zrazky. Konkrétne, vypocitajme zmenu energie
prvej molekuly v procese zrazky,

1 -2
Aey = o m <vi — 17%) ) (1.50)
Plati zdkon zachovania energie,
1 1 1 1
§m1v% + §m2v§ = imlvf + §m2U§2 , (1.51)
a zakon zachovania hybnosti,
My + maty = mav, + maul, | (1.52)

Z rovnic (1.51) a (1.52) sa I'ahko odvodi (v ramci cvicenia) vzt ah
T+ v =Ty 40}, (1.53)

ak sa pouZzije formulka
v =0 = (0 — D)V + 7). (1.54)

-

Zo vzt'ahov (1.52) a (1.53) sa da vylucit’ v, a dé sa Vyjadrit’v_i len pomocou pociatocnych
rychlosti ¥; a 2. Vysledné vyjadrenie v} = f (¥, U2) (odvodené v rdmci cvi¢enia) dosadime
do vzt'ahu

1 -2
Aey=3m (" -#). (1.55)
Po tpravach dostaneme
4m1m2 |: 1 - _,:|
Agg = —— |—(e1 —€2) + =(m1 — ma)V - V| 1.56
L= Gy £ ma)? (e1 —€2) 2( 1 2)U1 - U2 (1.56)

kde 1 = %mlv% aey = %mg'l)%. V rovnovaZznom stave musi byt energia I'ubovol'ného

atdmu v priemere konStantnd (nezdvisld od Casu), pokial' sa priemeruje za Casovy tsek
obsahujtci vel’a zrazok. Z toho vyplyva, Ze

(Aet) = 0. (1.57)



14 Kapitola 1.0

Naviac musi platit’ aj
(U1 -%2) = 0, (1.58)

pretoze uhol medzi vektormi 7 a vo mdZe byt’ v priemere rovnako ¢asto kladny ako za-
porny. Ustrednenim rovnice (1.56) dostaneme vzt ah

m —((e1) — (e2)) + %(ml —ma) (U1 - T2) |, (1.59)

<AE 1> =
odkial’ po vyuZiti rovnic (1.57) a (1.58) dostdvame vzt ah (1.49).

Teraz musime dokdazat’, Ze vzt ah (1.49) plati aj vtedy, ked’ si molekuly m; a mo od
seba oddelené stenou, t.j. ked’ si vzdjomne vymienajd energiu prostrednictvom ndrazov do
steny. Ak sa stena pohybuje ako dokonale tuhy piest vol'ne v smere osi x, tak tdto stenu
modZeme chédpat’ ako obrovski "makromolekulu”, ktord musi byt’ v energetickej rovnovahe
tak s molekulami napravo ako aj s molekulami nal’avo. Musi teda platit’

<51> = <53tena> (1.60)

a zaroven

(€2) = (Estena) » (1.61)

pretoZe t4 istd argumentécia, ktord sme urobili pre zrdZku dvoch molekdl, plati aj pre zrdzku
molekuly a steny (v tej istej argumentécii by stena mala nenulovi len zloZku rychlosti
v smere osi x). Zo vzt'ahov (1.60) a (1.61) tak dostdvame, Ze vzt'ah (1.49) plati aj pre
vz4djomne oddelené plyny.

Teraz sme pripraveni definovat’ absoltitnu teplotu. Z experimentu vieme, Ze dva makroskopické
systémy su v tepelnej rovnovéhe (t.j. nevymieniaju si teplo), ked” majd rovnaké tzv. termo-
metrické teploty (napr. vy3ky ortut ového stipca). Z teérie sme sa prave dozvedeli, Ze dva
idedlne plyny su v tepelnej rovnovdhe, ak maji rovnaké stredné kinetické energie svojich

molekdl, t.j.,

1 1
(grvl) = (Gmavi) , (1.62)

takZe sa prirodzene niika nazvat’ teplotou priamo strednt energiu molekuly. Tito myslienku
podporuje aj to, Ze vzt'ah (1.62) plati pri I'ubovol' nej termometricke;j teplote a pre I'ubovol-
ny plyn, takze strednd kinetickd energia molekuly nie je vlastnost’ ou konkrétneho plynu,
ale len vlastnost’ou teploty. Na rozdiel od termometrickej teploty, ktord zdvisi od typu
teplomera, teplota definovand ako strednd kinetickd energia molekuly od typu teplomera
nezavisi. Preto sa zvykne nazyvat’ absolitnou teplotou. Z historickych dévodov (budeme
sa im venovat’ neskor) sa ustdlila definicia absolitnej teploty 7" ako
<%mv2> = g kgT ,
kde
kp =1.38 x 108J/K

je tzv. Boltzmannova konStanta. Meranie absolitnej teploty opiSeme neskor, ked” sa dos-
taneme k jej najobecnejSej definicii, vychddzajicej z pojmu entropie. Této definicia bude
platit’ nielen pre idedlny plyn ale aj pre neidealny plyn, kvapalinu, tuht latku, Zivy organiz-
mus, ...
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1.8 Maxwellove rozdelenie rychlosti podla Maxwella

Rychlost’ molekuly ¥ v plyne je trojrozmernd nahodna veli¢ina (v, vy, v;). Uvazujme
znovu idedlny plyn v rovnovdhe. Chceme ndjst’ pravdepodobnost’

P(Vg, Uy, Vz) dvg duy dv, (1.63)

Ze urcitd molekulu ndjdeme pohybovat’ sa rychlostou ¥, ktorej zloZky v,, vy a v, si z
intervalov (vg, vz + dvs), (vy, vy + dvy) a (v, v, + dv.) odpovedajiico.
Hr'adané pravdepodobnostné rozdelenie p(v,,v,,v,) musi sp'fiat’ normovaciu pod-

mienku
(o] o o
/ dvx/ dvy/ dv, p(vg, vy,v;) = 1, (1.64)
—0oQ —0o0 —0o0

pretoZze musi platit’ trividlne konstatovanie, Ze rychlost’ molekuly je s istotou niekde z in-
tervalu (—oo , 00).

Pozndmka: Niekedy sa namiesto pravdepodobnostného rozdelenia p(v,, vy, v, ) pouZiva
rozdelenie n(vy, vy, v.) = n - p(vg, vy, v, ), pre ktoré plati

/ dvx/ dvy/ dv, n(vg, vy,v2) = N, (1.65)

kde n je koncentrécia Castic.

Maxwell pri hl'adani p(v,, vy, v,) uvazoval nasledovne. Predpokladal, Ze komponen-
ty vg, vy, v, st vzdjomne nezdvislé ndhodné veliCiny, pretoZe smer aj vel'kost' vektora
rychlosti sa molekule menf pri zrdzke s inou molekulou ndhodne. Za tohoto predpokladu
musi platit’, Ze

P(vz; vy, vz) = p(vg) p(vy) p(vz) (1.66)

kde p(v,)dv, je pravdepodobnost’, Ze v,, je z intervalu (v, v, + dvy).

Maxwell d’alej vyuZil predpoklad, Ze molekula sa v plyne mdZe pohybovat’ rovnako
ndhodne v 'ubovolnom vybranom smere. Inymi slovami, predpokladal izotrépnost’ rozde-
lenia rychlosti, t.j. rota¢nd invariantnost’ funkcie p(vy,vy,v,) vzhl'adom na I'ubovolné
otoCenie kartezidnskej sustavy v;, vy, v, okolo I'ubovolnej z osi. Z rotaCnej invariantnosti
funkcie p(v,, vy, v,) vyplyva, Ze tito moZe zavisiet’ len od rotacne invariantnej kombinacie
premennych v, vy, v.. Presnejdie, p(vs, vy, v,) mdZe byt len funkciou vzdialenosti | ¥/ |
od pociatku stradnej sdstavy. Fyzikdlne rozumnou rotacne invariantnou kombindciou je
preto v + vy + v2. Takze

P(ve, vy, 02) = p(vs + vy + V7). (1.67)
Porovnanim s rovnicou (1.66) dostaneme
p(vz) p(vy) p(v2) = p(vs + vy + 7). (1.68)

Podmienka (1.68) obmedzuje tvar distribicie p(vs, vy, v.) natol'’ko, Ze ho urCuje. Jediny
mozny vyber, ktory spl'iia (1.68), je

plvg) = C - eV, (1.69)
p(vy) =C - eAvi, (1.69b)
p(v,)=C- ) (1.69¢)
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kde C' a A st konStanty. TakZe
P(va, vy, v:) = O3 eAE 02 (1.70)

Dosadime (1.70) do normovacej podmienky (1.64) a dostdvame

03-/ dvm/ dvy/ dv, AT = 1 (1.71)

Z rovnice (1.71) vidno, Ze A musi byt’ zdporné, inak by integral divergoval. Pre zaporné A

moZeme zaviest’” oznacenie )

A=-0

kde « je konstanta. Kon$tantu C' uréime z normovacej podmienky (1.71). Mame

c1 —/ dv, e V3" (1.72)

—00

kde na pravej strane vystupuje Laplaceov integral. Dostdvame

¢ = avr (1.73)
Preto . .
p(vz) = ﬁe‘”z/“ (1.74)
' _ 1 eied)e?
PUay 0y, V) = g e T (1.75)

ESte ndm ostalo urCit’ «. Vyjadrime strednd hodnotu energie molekuly ako

1 1
(e) = 5m<v2> =5m ((v2) + (v2) + (v2)) . (1.76)
Zaroven musi platit’
2 1 &0 2 2 2
(w2 = aﬁ/ dvg v2 e Va/ (1.77)
—0oQ
a podobne pre zlozky v, a v.. Po zintegrovani pravej strany (1.77) dostaneme, Ze
a’ = 2<v§> , (1.78)
takZe )
— = vR/(2d)
p(vg) = ol e ) (1.79)

a podobne pre p(vy) a p(v,). Konecne, spomenieme si, Ze

“m(v?) = ngT, resp. —m(v;) = =kpT . (1.80)

_ ™ —mu2/(2kpT)
p(vz) k" (1.81)

Dostaneme
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resp.

3/2
m
P(Vz, vy, v;) = <27Tk‘BT> e—m(vi+vg+v2)/(2kBT) (1.82)

ESte mdZeme napisat’

21 ™ e )
/dvx dvy dv, p(vg, vy, v;) = / dgi)/ do sin@/ dv v* P(Vg, Uy, V)
0 0 0

:/ dv 4mv? P(Vz, Uy, V2)
0
P(v)

(1.83)

a definovat’ rozdelenie
Pv) = 4mv? C3/2 ef(mUQ)/(QkBT)

kde P(v)dv je pravdepodobnost’, Ze vel'kost rychlosti v sa nachadza v intervale (v, v+dv).
Maxwellove rozdelenie rychlosti sa experimentalne meria pomocou javu eftizie a selektora
rychlosti (vid’ predndska).

Z historického hladiska moZno povedat’, Ze odvodenia rovnice pre tlak plynu a Maxwellovho
rozdelenia predstavuji vznik Statistickej fyziky, resp. pociatok jej vyvoja.
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Kapitola 2

Zakladné pojmy tedrie pravdepodobnosti

2.1 Statistické sitbory

Uvazujme fyzikdlny systém A, na ktorom sa daji konat’ urCité pozorovania. V mno-
hych pripadoch sa vysledok jedného pozorovania (jedného experimentu) ned4 predpovedat’
s urcitost ou bud’ preto, Ze je to nemozné ako dosledok kvantovomechanickych zdkonov,
alebo preto, Ze o systéme A nemdme dostatok informécii.

Napr. kvantovd mechanika nés uci, Ze elektrén (alebo atém s jednym nesparenym elek-
trénom) ma vlastny moment hybnosti (tzv. spin), ktorého vel'kost je i/2, kde 4 je Plankova
konstanta delend 27. So spinom 7/2 je spojeny elementdrny magneticky moment vel’kosti
po. Podl'a kvantovej mechaniky, ked’ meriame priemet vektora magnetického momentu
vzhl'adom na vybrand os v priestore, m6Zeme namerat’ len dve moZzné hodnoty, a to pg
alebo —ug. V pripade, Ze sa tento magneticky moment nachadza v nulovom magnetickom
poli, tak pravdepodobnost’ namerat’ g je takd istd ako pravdepodobnost’ namerat’ — i, t.j.
Puo = P—uo = 1/2. Podl'a kvantovej mechaniky je vSak principidlne nemozné pred vyko-
nanim pozorovania predpovedat’ jeho vysledok. Vieme predpovedat’ len pravdepodobnosti
Puo aP—pyp-

Ako priklad nedostatku informécii o systéme uved’'me hddzanie mincou. Minca je
vel'’ky objekt, ktory mdézZeme popisat’ Newtonovymi zdkonmi. V principe by malo byt
mozné presne predpovedat’ vysledok vrhu mincou, t.j. urcit’ ¢i padne hlava alebo orol.
Prakticky si ndm vSak presné informdcie nedostupné a preto radSej hovorime, Ze hlava
padne s pravdepodobnostou 1/2 a orol tieZ padne s pravdepodobnost'ou 1/2. Pritom
implicitne predpokladdme, Ze t'azisko mince je presne v jej geometrickom strede, t.j. Ze
zakony klasickej mechaniky neuprednostiiuji hlavu pred orlom alebo opacne.

Teda uz v pripade jedného objektu (spinu alebo mince) sme niteni poZivat’ Statisticky
opis, t.j. opis v pojmoch pravdepodobnosti. Ak sa systém A skladd z /N minci, tak Stati-
sticky popis je dplnou nevyhnutnost ou. Je teda rozumné definovat’, ¢o znamenad Statisticky
popis.

Namiesto toho, aby sme sa zamerali na jediny systém A, uvazujme tzv. Statisticky
sibor skladajiici sa z vel'’kého poétu A/ podobnych systémov ako je A. Napr. ak systém
A predstavuje N minci, tak Statisticky stbor sa bude skladat’ z A systémov, kde kazdy
systém obsahuje N minci. Obecne povedané, kazdy systém v sibore je pripraveny tym
istym spdsobom (napr. kazdy systém sa skladd z N rovnakych minci) a je vystaveny tomu
istému experimentu (napr. vrthneme N mincfi a spocitame, kol'’ko z nich padlo hlavou hore).

Oznacme urcity mozny vysledok experimentu pismenom r. Predpokladajme, Ze spomedzi
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vietkych A systémov stiboru je N, systémov, ktoré ukazali vysledok . Potom zlomok
P =— (kde N — )

sa vola pravdepodobost’ spozorovania vysledku r

Predchédzajica diskusia definuje P, a zaroveil ukazuje, ako mdéZeme P, merat’ exper-
imentélne s pouZitim siboru A rovnakych systémov. Ulohou tatistickej tedrie je pred-
povedat’ P, teoreticky a vysledok porovnat’ s experimentom.

Na ilustréciu sa vradtme k stiboru N minci. V pripade, Ze N = 1, teoreticky pred-
pokladdme, Zze P(hlava) = 1/2 a P(orol) = 1/2. Experiment by v limite N' — oo mal

dat’

P(hlava) = J\/’(lj\lfava) = % , P(orol) = N(X;OD = % .
Ak sa tak stane, uistili sme sa experimentdlne, Ze minca ma t’aZisko vyvazené presne medzi
hlavou a orlom. Ak vezmeme systém obsahujici IV takychto minci, po€et moZnych vysled-
kov jedného vrhu N mincami je 2V a pravdepodobnost’ jedného $pecifického vysledku
je zrejme 1/ 2. Experimentélne overenie potom vyZaduje uvazovat A systémov po N

minciach, kde kazdy systém je vrhnuty podobnym spdsobom ale ndhodne.

2.2 Elementarne vzt’ahy medzi pravdepodobnost’ami.

Predpokladajme, Ze experimenty na urcitom systéme A mozu dat’ « ro6znych (vzajomne
sa vylucujuicich ) vysledkov. Ak oznacime jeden taky vysledok pismenom r, potom r =
1,2,3,...a. V stibore, ktory sa skladd z N takychto systémov, dd N systémov vysledok
r = 1, Ny systémov dé vysledok » = 2, ... N, systémov dd vysledok r = «. Pretoze
vSetky tieto vysledky s vzdjomne sa vylucujice, plati

Ni+No+ -+ Ny =N

Po vydeleni N dostaneme
Pir+Po+---+Pa=1,

alebo

> P(r) =1 2.1)
r=1

¢o je tzv. normalizacnd podmienka.
Pytajme sa, akd je pravdepodobnost’ namerat’ vysledok r alebo vysledok s. Zrejme N,
systémov ukaze vysledok r a N systémov vysledok s, takze

N+ N
N

Predpokladajme, Ze systém mdZe v danom experimente ukdzat’ dva rdzne typy vysled-
kov, konkrétne o moznych vysledkov indexovanych indexom 7 (kde r = 1,2,...a) a 3
moznych vysledkov indexovanych indexom s (kde s = 1,2,...3). OznaCme symbol-
om P, pravdepodobnost’ toho, Ze v experimente bude sticasne pozorovany vysledok r a
vysledok s. To znamend, Ze v stibore N systémov bude N,.; systémov ukazovat' sticasne
vysledok r aj s, t.j., Prs = N;s/N. Ozna¢ime symbolom P, pravdepodobnost’ vysledku

P(r alebo s) = =P+ Ps.
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r. Ak si nev§imame vysledky typu s ale poCitame len vysledky typu r, potom P, = N,./N.
Podobne, Ps = N;/N, ak si zase nev§imame vysledky typu r. Ak vyskyt vysledku typu
s nemd vplyv na vyskyt vysledku typu r, hovorime, Ze vysledky typu r a s su Statisticky
nezavislé alebo nekorelované. V takom pripade sa dd ukazat’, Ze

Prs =Pr Ps .

Naozaj, nech NV, systémov zo stiboru ukazuje vysledok r a nech &ast’ P; z tychto N, systé-
mov ukazuje aj vysledok s. Potom

Nrs :Nr Ps
: Nes NP
7)7"5 = N = N :PT‘ Ps

2.3 Binomické rozdelenie

Ako priklad uvazujme systém N spinov vel'’kosti //2, kde s kazdym z tychto spinov je
spojeny magneticky moment vel'kosti pg. Predpokladdme, Ze spiny si umiestnené pravidelne
v mrieZke (napr. ekvidistantne na priamke). Podl'a kvantovej mechaniky mdZe byt spin
atdmu orientovany bud’ paralelne alebo antiparalelne s vybranou osou. Pravdepodobnost’
paralelnej orientdcie oznacime ako p a pravdepodobnost’ antiparalelnej orienticie oznacime
ako q. PretoZe tieto dve orient4cie st vzajomne sa vyluCujice a vyCerpavaji vSetky mozZnos-
ti, plati normaliza¢nd podmienka

p+q =1

Jednotlivé spiny v realite medzi sebou interaguju prostrednictvom dip6l-dipdlovej magnet-
ickej interakcie. Predpokladdme, Ze tieto magnetické interakcie medzi spinmi sd natol’ko
slabé, Ze orientacie spinov st vzajomne Statisticky nezavislé. Inymi slovami, pravdepodob-
nost’ toho, Ze dany spin je orientovany napr. paralelne s vybranym smerom je nezdvisld
od toho, ako st orientované ostatné spiny. Na druhej strane, prave vd’aka slabej interakcii
medzi magnetickymi momentami sa kazdy jednotlivy spin mdZe z€asu nacas preklopit’ do
opacného smeru. Medzi /N magnetickymi momentami sytému ozna¢me pismenom n pocet
momentov ukazujtcich smerom hore a pismenom n’ po¢et momentov ukazujicich smerom
dole. Zrejme plati, Ze
n+n =N

Predpokladajme, Ze spinovy systém je v rovnovéhe (bol vel'mi dlho ponechany sdm na
seba, podobne ako molekuly v nadobe). Je zrejmé, Ze v Statistickom stibore zloZzenom z N/
takychto systémov sa ¢islo n od stboru k stiboru meni a mdZe nadobuidat’ ktortkol' vek z
hodndét n = 0,1,2,..., N. Pytame sa, akd je pravdepodobnost’ P(n), Ze ndjdeme prave
n z N magetickych momentov ukazovat’ smerom hore. Pravdepodobnost’ vyskytu jednej
takej konfiguricie je zrejme

n n'

p.p.p...p.q.q.q..-q:p .q

nkrat n/krét

Potom
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kde Cn(n) je poCet roznych konfigurdcii ktorymi sa dé zrealizovat’, aby n momentov zo
vSetkych N momentov ukazovalo hore. Predpokladdme, Ze spiny ukazujice tym istym
smerom su vzdjomne nerozliSitel'né, t.j. Ze sa nedd spoznat’, ked’ dvom takym istym spinom
vymenime miesta. Vtedy

Cnin) = (N) N

n) "~ (N —n)ln!
a vyslednd pravdepodobnost’

N! n N-—n
P(n) ::mp q

je tzv. binomické rozdelenie. Musf platit’, Ze

Ked'Ze p + ¢ = 1, mdzeme formélne napisat’

N

N N— N
Zmpnq =t

Posledny vzt'ah plati aj pre p + ¢ # 1, ide o binomicky teorém zndmy z matematiky.
Skimajme zavislost” P (n). Koeficient Cy (n) je symetricky voci zdmene n — n/, t.j.

n=0

Naviac

Vidno tiez, ze
Cn(n+1) n!(N —n)! _ N-—-n
Cn(n)  (m+D(N-n—-1)! n+1°
Z posledného vzt'ahu vidno, Ze po¢niic malymi n najprv Cy(n) rastie s n vel'mi rychlo,
avSak pre n — N/2 uZ rastie len vel'mi pomaly aZ po maximum Cy(n — N/2) [pre
jednoduchost’ predpokladdme parne N]. Pre p = ¢ = 1/2 m6zeme na zdklade tychto dvah
zavislost’

Pa(n) = cN(n)QiN

I'ahko nakreslit’ schématicky (v rdmci cvicenia).
Celkovy magneticky moment spinového systému je
M = npo —n'po = (n—n")uo

alebo
M = mpuyo ,

kde
m=n—-n'"=n—(N-n)=2n—N.
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Potom m = M/ je magneticky moment merany v jednotkéch 1. Vidno, Ze
1
n= §(N +m),

takZe pre pravdepodobnost’ P’(m), Ze m nadobudlo ur¢iti hodnotu, musi platit’, Ze

N+m
2

P/(m) =P
Prep=qg=1/2je

N! 1
(52 (52)1 27

P'(m) =

Binomické rozdelenie mdZeme aplikovat’ na systém spinov rovnako dobre ako na sibor
N mincf (akd je pravdepodobnost’, Ze pri vrthu N minci padne n hlav?) alebo na N molekul
v nadobe (aka je pravdepodobnost’, Ze n z N molekiil sa ocitne v I'avej polovici nddoby?)

2.4 Stredné hodnoty

Predpokladajme, Ze premennd u mdzZe v nejakom systéme nadobidat’ v moZnych réznych
hodndt w1, us, ... us s pravdepodobnostami Py, Ps, ... P,. To znamena, Ze v sibore N
systémov je N, = N - P, systémov, v ktorych ndjdeme v = w,.. Strednd hodnota premenne;
u je potom definovana ako

u=

Niug + Noug + - - Notia N,
N '_Z;MW’

t. )
= Z Pray .
r=1

Podobne plati pre funkciu f(u) definicia
_ (03
flu)=> P flur).

Pre dve rozne funkcie f(u) a g(u) pomocou poslednych troch vzt'ahov dostaneme, Ze
f+9=7F+3.

Ak c je konstanta, I'ahko vidno, Ze

cf=cf.
Dolezitd a menej trividlna je nasledovna vlastnost’. UvaZujme premenné u a v, ktoré v
danom systéme mdZu nadobidat’ hodnoty

UL, U2 "+ Uy

V1,02 Vg -
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Ozna¢me symbolom P, pravdepodobnost’, Ze v danom experimente nadobudne » hodno-
tu u,. Podobne Ps nech je pravdepodobnost’, Ze v nadobudne hodnotu v = v,. Ak sd
premenné u a v Statisticky nezdvislé, potom (ako sme uz ukézali)

7)7"5 - PT PS .

Definujme
a B

=33 Prflu)glv,)
r=1s

=1
a upravme tito definiciu nasledovne:

Ezzzppfur Us prur Zpsg us =

Dostdvame doleZzity vysledok -
fa=1rg.

Konecne, disperzia premennej u je definovand vzt ahom

(Au)? = (u — ) Z Pr(
a Standartnd odchyl'ka je definovand ako

Au =1/ (Au)?

2.5 Vypocet strednych hodnét pre spinovy systém.

Ak st orienticie spinov Statisticky nezdvislé, tak moZeme ziskat' doleZité vysledky aj
bez pouzitia binomického rozdelenia Py (n). Poéitajme strednd hodnotu M. Mdme

M=pm+p2+-+pN

t.j.
N
M=
i=1
Ustrednime a mame
N N

takze

Teraz vyratajme disperziu
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Ponajprv
N N
M- =Y (-7 =Y Au,
i=1 i=1
kde
Api = (i — 1) -
Potom

(AM)* = (Mg + Apz + -+ Apy) - (g + Dpz + -+ Ap)

N N N

=" (Am)* + DD (Aw) (Awy)
=1 =1 j=1
J#i

Po ustredneni

Druhy ¢len na pravej strane obsahuje len Cleny i # j. KedZe orientdcie spinov i a j sd
Statisticky nezavislé, plati, Ze

(Api) (Apg) = Aps Apy.

TieZ plati

takze

N
:Z(A

Ked'Ze spiny st nerozliSitel'né, musi platit’, Ze

(Am)? = (Ap)? = ... = (Aun)” = (Ap)?,

takze

Konecne, Standartna odchyl'ka je

AM = \/(AM)* = VN \/(Ap)?
a relativna odchyl'ka je
AM-—y An
M VN @

Este ndm ostalo vyrétat’ 77 a (Agu)?. Pre strednd hodnotu hned” mame

B = pho +q(—po) = (p— @)po = (2p — Lpo -
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Pre disperziu mame

(Ap)* = (u—1)" = p(po —1)° +q(—po — B)* = 4pasd .

Potom

M=N@p-qu , (AM)* =4Npgud
AM =2 +/Npq wo

Ak sa systém spinov nachddza v magnetickom poli a zarovei je v tepelnej interakcii s
inym systémom (tzv. rezervoarom), potom pravdepodobnosti p a ¢ nebudd rovnaké. Nekor
uvidime, Ze sd dané tzv. kdnonickym rozdelenim. Teraz predpokladajme napriklad p =
0.51 a ¢ = 0.49. Dostdvame

M = 0.02N g .

Pre Standartnd odchylku dostdvame
AM = /Npq po =~ V'N o,

takze
aM- Ny 50
M 002Npuy /N

Pre N = 100 mame

M s
M /100
takZe
%M>M.

.....

Pre N =~ 10%* v§ak dostaneme

%—va o0 —5x 10711
M ViR

takze
AM < M .

V makroskopickom systéme spinov je teda relativna odchyl'’ka zanedbatel'ne mald, prak-
ticky vZzdy budeme merat’ hodnoty M dZasne blizke M.

2.6 Gaussove rozdelenie

V predchddzajicom texte sme odvodili binomické rozdelenie

N!

n N-—n
n!(N—n)!p 1

P(n) = , (2.2)

kde ¢ = 1 — p. Ak je N vel'ké, vypocet P(n) z binomického rozdelenia sa stdva prak-
ticky nemoZnym kvoli obrovskym faktoridlom. V nasledujicich riadkoch ukdZeme, ze v
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takom pripade sa P(n) dd vo vel'mi dobrej aproximadcii vyjadrit’ a vypocitat pomocou tzv.
Gaussovho rozdelenia.

Predpokladdme teda, Ze N > 1. Budeme tieZ predpokladat’, Ze ani p ani ¢ nie je prili$
blizke nule, t.j. Ze strednd hodnota m = Np nie je prilis blizka nule alebo N. Potom zrejme
plati aj m > 1. Pre vel'ké N zjavne plati

| P(n+1) — P(n) |< P(n), (2.3)

takze P je pomaly sa meniaca funkcia n. Vtedy méZeme n povazovat’ za spojiti premennti.
Dalej je vyhodné sa zaoberat’ s logaritmom funkcie P (n), ktory sa meni s n ovel’a pomalSie
ako funkcia P(n). Dostaneme

InP=InN!—Inn! —In(N —n)!+nlnp+ (N —n)lng. (2.4)

HI' adajme hodnotu n = n, pri ktorej nadobiida PP(n) maximum. N4jdeme ju z rovnice

dnP _ 1dP _ |

- -7 2.5
dn P dn ’ )
pretoZe In P ma to isté maximum ako P. Dosadime (2.2) do (2.5) a vyuZijeme vzt'ah
dlnm!
2T nm, (2.6)
dm
platny pre m > 1. Vzt'ah (2.5) sa upravi na tvar
dl
an =—lnn+In(N—-n)+Inp—Ing. (2.7)
n

Aby sme nasli maximum funkcie P, poloZime pravu stranu (2.7) rovni nule. Dostaneme
N —
In [<n> p] — 0
n.oq

a odtial’
Np = n(p+aq).

VyuZijeme, 7¢ p + ¢ = 1. Hodnota n = n, kde P(n) md maximum, je potom podl'a
poslednej rovnice dand vzt ahom
n = Np. (2.8)

Skidmajme teraz chovanie funkcie In P(n) v okoli maxima. Urobime Taylorov rozvoj

2
InP(n) = 11177(%) + [dlnP] n 1 [d InP

~\2
— — —n)7, 29
dn (n—n)+ 2 | dn? } (n—n) 29)
kde hranaté zdtvorky znamenaju, 7e derivdce podl'a n sa robia pre n = n. Prvé derivicia
je nulovd, pretoZe sa pocita v bode n = n, kde In P md maximum. Pre druhi deriviciu
dostaneme [zderivovanim rovnice (2.7)] vyraz
P 1 1 -N

dn? n N—-n nN-n)
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Poditame tiito derivaciu pre n = n, tj. pren = Npapre N —n = N(1 — p) = Nq.

Dostaneme
d?InP _ 1

dn? Npq’

Konecne, Taylorov rozvoj (2.9) upravime na tvar

_ ~  (n-n)?
InP(n) = InP(n) SNpg
alebo
~ _(nf"r\;)2
’]D(n) =P .e 2Npg , (210)

kde P = P(n).
Vsimnime si, Ze pravdepodobnost’ (2.10) sa stane zanedbatel'ne malou v porovnani s
jej maximom P, ak
|n—7n|> (Npg)'/?,

~

pretoZe exponencidlny faktor je ovel’a mensi ako jedna. P(n) je teda v porovnani s P
nezanedbatel'nd len v intervale | n—7n |< (Npg)'/2. V tomto intervale st hodnoty | n—7 |
dostatocne malé na to, aby sme v Taylorovom rozvoji (2.9) mohli zanedbat’ ¢leny imerné
(n — %)3 a vysSie mocniny. To znamend, Ze rozvoj (2.9) je vel'mi dobra aproximécia.

Hodnota konStanty P sa da ur¢it’ z normaliza¢nej podmienky
> P(n) =1, @.11)
n

kde sumujeme cez vietky mozné hodnoty n. Pretoze P(n) sa meni malo medzi susednymi
hodnotami n, tito sumu mdéZeme nahradit’ integrdlom. Podmienka tak nadobudne tvar

N 00~ ~ 0~
/ P(n)dn = / P e~ (=) /2Npa gy — / P e V2N gy = 1 (2.12)
0 —00 —00

kde y = n — n akde hranice 0 a N sd zamenené hranicami —oo a oo. Této zdmena
je vynikajice aproximdcia, pretoze P(n) je zanedbatel'ne malé vidy ked | n — n | je
dostato¢ne vel'ké.

Integrél na pravej strane (2.12) je Laplaceov integrdl, takZe rovnicu (2.12) mdZeme
upravit’ na tvar

~

Pv2rNpg = 1.

Odtial )
P = —. 2.13
2w Npq ( )
a konecne 1
P _ —(n—Np)?/2Npq 2.14
() = gt 214

Pravdepodobnost’ (2.14) mé funkénud zévislost’ od n, ktord sa vold Gaussova distribtcia.
Pre vel'ké N a n je vynikajicou aproximaciou k binomickému rozdeleniu a na rozdiel od
neho sa dé I'ahko pocitat’, lebo neobsahuje faktoridly.
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Pocitajme teraz strednt hodnotu n

n—z P(n)n = (2rNpq)~ 1/2/ e~ (n=NP)*/2Npa gy

= (2nNpg)~'/? / e VNP (7 4 y) dy

= %(271'Npq)71/2 / €7y2/2Npq dy + (27.‘.Npq)*1/2 / efyz/ZNpq y dy

—0oQ —0o0
Prvy integrél na pravej strane je opét’ Laplaceov integrél a jeho hodnota je (2w N pq)*l/ 2,
Druhy integrél na pravej strane je zjavne rovny nule. Dostdvame
n=n (2.15)
alebo
7= Np. (2.16)
Podobne sa d4 ndjst’ disperzia
(An)?2 = (n—m)? ZP (n —m)?
oo
= (27 Npq)~1/? / e~ (n=Np)*/2Npg (n — Np)? dn
oo
= (27‘(‘Npq)_1/2 / e—yz/QNpq y2 dy .
— 0o
Posledny integril je opédt’ Laplaceovho typu, takZe I'ahko dostaneme
(An)?2 = Npq . (2.17)

Gaussovo rozdelenie potom mdZeme zapisat’ v tvare

. 2
P(n) = L o |2 <n_n> , (2.18)

kde
n = \/(An)? = \/Npq (2.19)

je Standartnd odchyl'ka. V§imnime si, Ze vysledky m = Np, (An)? = Npga An = /Npq

sa zhoduju s vysledkami, ktoré sme ziskali v predchddzajicom odseku inym sp6sobom.



30

Kapitola 2.0




Kapitola 3

Uvod do $tatistiky systému spinov.

3.1 Kvantové stavy systému spinov

Jedna Castica (atém alebo elektrén) s vel'’kost'ou spinu //2 ma dva mozné kvantové
stavy. V jednom z tychto stavov je magneticky moment Castice paralelny so smerom vy-
branej osi (priemet vektora magnetického momentu na tito os je pg), v druhom stave je
magneticky moment s touto osou antiparalelny (jeho priemet na os je —pg). Ziadne iné
priemety magnetického momentu na tito os neprichddzaji do dvahy. V tom je zdsadny
rozdiel v porovnani s klasickou fyzikou, v ktorej magneticky moment (napr. magneticky
moment pridovej slucky alebo magneticky moment zeme) moZe mat’ svoj vektor orien-
tovany v principe do I'ubol'ného smeru, t.j. jeho priemet na vybrand os sa mdZe spojite
menit’.

V predchddzajiicej kapitole sme uz diskutovali systém mnohych spinov. Predpokladali
sme, Ze orientacie jednotlivych spinov st vzajomne nezavislé. Za tohoto predpokladu sme
odvodili pravdepodobnost’

n

N
P(n) = ( >p”qN‘”, 3.1)

7Ze v systéme zloZzenom z N spinov je pridve n magnetickych momentov orientovanych
smerom hore. V predchadzajicej kapitole sme pouzivali premennt

m=mn-n"=n—(N-n), (3.2)

2j =n—-n" = n—(N—-n). (3.3)

Cislo 27 sa zvykne nazyvat’ spinovy zvy$ok. Prepisané pomocou premenne;j j,

N N!
< ) = 71 Y3 Ny (3.4)
n (N +)NGEN =)t
Konecne, v predchadzajticej kapitole sme pouzivali oznaCenie
N
Cn(n) = <n)’ (3.5)

teraz namiesto C'y (n) budeme pouZzivat’ symbol (N, j), t.j.
N!
GN+)GEN =)t

AN, j) = (3.6)
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kde (N, j) st koeficienty binomického rozdelenia
P(j) = QN,j) pla ) gaN=). (37

Ked polozime p = ¢ = 1/2, dostaneme

2V = > Q(N,j). (3.8)

j=—

Q(N, j) je oCividne pocet spdsobov, ktorymi mdéZeme N magnetickych momentov rozdelit’
na %N + 7 momentov ukazujicich smerom hore a %N — j momentov ukazujicich smerom
dole. Teraz ukdzeme, Ze €2(NN,j) ma eSte iny vyznam v pripade Ze sa systém spinov
nachadza v magnetickom poli.

Uvazujme systém N spinov v magnetickom poli B.Z nauky o elektrine a magnetizme
vieme, Ze potencidlna energia magnetického momentu /i v magnetickom poli B je

U= —-ji-B. (3.9)
Ak mad i-ty spin svoj magneticky moment orientovany v smere pol’a B, jeho energia je
ei = —fi; B = —poB, (3.10)

v opacnom pripade je ¢; = poB. Systém N spinov ma potom energiu

N N
E:Z&' :—BZM: —BM
i=1 i=1 (.11
=-B(n—n")uy = —2juo B
Cislo j mbZe nadobiidat’ celo¢iselné hodnoty od —N/2 po N/2. Preto sa energia
E(j) = —2jpoB (3.12)

meni od najnizsej hodnoty
E(j=N/2) = —NuB

aZ po najvyssiu hodnotu
E(j=—-N/2) = NuB

nespojite po kvantach
B(j—1) - E(j) = 2mB.

Hovorime, Ze energia E(j) je kvantovand, pocet moznych hladin energie je N + 1.

Konkrétna hodnota ¢isla j sa v systéme N spinov moZe realizovat’ prave (N, j) spo-
sobmi. Preto aj konkrétna hodnota E(j) sa mdZe realizovat’ prave (N, j) sposobmi.
KaZzdy z tychto spdsobov (tzv. kvantovy stav alebo mikrostav) je Specifikovany konkrét-
nou orientaciou kazdého spinu.

Preto (N, j) predstavuje pocet dostupnych kvantovych stavov s energiou E(j). Hov-
orime tieZ, 7e energetickd hladina E(j) je (NN, j) krét degenerovand resp. Ze makrostav s
energiou £ sa dd realizovat’ (N, j) mikrostavmi.
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Vyjadrime distribiciu (2.18) pomocou premennej j = n — N /2. Dostaneme

N\ 2
. 1 1({j—7
e () , 3.13
P(j) = %:jeXp 2(37) (3.13)

Prep=q=1/2 je j=0aAj= \/]V/2 Z posledného vzt ahu dostaneme

. 2 2j°
P(j) = 4/ — exp [— N} (3.14)
a sacasne zo vzt'ahu (3.7)
. "
P(j) = Q(NJ)QTV- (3.15)

Odtial’ dostaneme §2(N, j) v Gaussovskej aproximacii,

-2
Q(N,j) = 2N,/7TiNexp {—2]{7] . (3.16)

3.2 Zakladny postulat Statistickej fyziky.

Zékladny postulat Statistickej fyziky sa formuluje nasledovne: fyzikalny systém, ktory
je izolovany od vonkajSieho okolia, sa m6Ze s rovnakou pravdepodobnost’ou nachadzat’ v
I'ubovolnom dostupnom kvantovom staciondrnom stave. Ekvivalentnd formulécia povedand
inak znie: v uzavretom systéme je kazdy dostupny mikrostav rovnako pravdepodobny.
Pod’me upresnit’, ¢o znamend tento postulét.

Pod uzavretym resp. izolovanym systémom sa rozumie systém s konStantnou energiou,
konStantnym objemom a konS§tantnym poctom Castic. Vrat'me sa k prikladu s N spinmi v
magnetickom poli. Ak je systém spinov izolovany od okolia, jeho energia E(j) = —2juoB
sa zachovdva a pocet dostupnych stavov je Q(N, 7).

Predpokladajme, Ze tento systém sa v danom okamihu nachddza v ur¢itom mikrostave
(charakterizovanom Specifickou orientdciou kazdého z N spinov). Keby spiny medzi se-
bou neinteragovali, tento mikrostav by bol perfektne stacionarny a systém by v lom zotrval
navzdy. Medzi spinmi v§ak v realite vZdy existuje slaba dipdl-dip6lova magnetickd interak-
cia, ktord sme pri odvodeni celkovej energie E(j) = —2juoB zanedbdvali. Taito interakcia
spdsobuje, Ze jednotlivé spiny sa mozu preklapat’ do opacného smeru, pravdaze vzdy tak,
7e E(j) resp. j sa zachovdva. Vd aka slabej interakcii medzi spinmi teda systém prechddza
z jedného mikrostavu do iného, t.j. mikrostavy nie st perfektne stacionarne. Podl'a zak-
ladného Statistického postuldtu systém pri prechode medzi mikrostavmi neuprednostiiuje
Ziaden z nich. To znamend, Ze pocas vel'mi dlhého pozorovania moéZzeme systém s rov-
nakou pravdepodobnost’ou ndjst’ v 'ubovolnom z (N, j) dostupnych mikrostavov.

Dokézat’ opravnenost’ zakladného Statistického postulatu matematicky korektnym spo-
sobom je vel'mi t'aZké. Preto sa postupuje nasledovne. Postuldt sa prijme ako hypotéza
a na zdklade tejto hypotézy sa vybuduje Statistickd fyzika. VSetky teoretické predpovede
Statistickej fyziky sa doposial’ ukazali byt v stilade s experimentadlnymi pozorovaniami.
Spravnost’ zdkladného Statistického postuldtu teda potvrdzuje experiment. Intuitivne sa
zakladny Statisticky postulat da zdévodnit’ len tym, Ze v zdkonoch kvantovej mechaniky sa
nenachddza ni€ také, ¢o by uprednostiiovalo jeden mikrostav pred druhym.
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3.3 Dva spinové systémy v tepelnom kontakte.

Uvazujme teraz dva systémy spinov 1 a 2, ktoré sa nachddzaji v magnetickom poli B.
Oznacime celkové pocty spinov v tychto systémoch ako Ny a N, ich spinové zvysky ako
271 a 252, aich energie ako F; a F». Budeme predpokladat’, ze N1 a Ny su fixované (spiny
nemoZu prechddzat’ zo systému do systému), avSak pripustime, Ze systémy 1 a 2 si moZu
vymienat’ energiu prostrednictvom vel’mi slabej magnetickej interakcie medzi jednotlivymi
spinmi. Predpokladdme, Ze celkovy systém 1 + 2 je izolovany od okolia. Preto pre systém
1+ 2 plati, Ze

N = Ny + Ny, (3.17)

E(j) = E1(j1) + E2(jo)- (3.18)

Kvdéli jednoduchosti predpokladame, Ze energetické hladiny si v oboch systémoch vzdi-
alené o td istd hodnotu 2ugB, teda Ze obidva systémy sa skladaji zo spinov rovnakej
vel'kosti.

Vd’ aka slabej interakcii medzi spinmi sa individudlne spiny mézu preklapat’ do opaéného
smeru. Energia, ktord strati systém 1 pri otoCeni jedného spinu, mdZe prejst’ do systému 2
vd’aka tomu, Ze sa v systéme 2 otoci jeden spin v opacnom smere. PretoZe celkova energia
E1(j1) + E2(j2) sa zachovédva, musi platit’, Ze

J=7+Jo (3.19)

UvaZujme teraz systém 142 v konfigurcii, v ktorej ma systém 1 nejaky konkrétny spinovy
zvySok 271 a systém 2 nejaky konkrétny spinovy zvysok 2js. Této konfiguracia (makrostav)
sa moZe realizovat’ len takymi mikrostavmi, ktoré si charakterizované Cislami j; a jo.
Pocet dostupnych mikrostavov systému 1 je €1 (V1, j1) a kazdy z tychto mikrostavov sa
moze realizovat’ spolu s hociktorym z Q29 (Na, j2) dostupnych mikrostavov systému 2. Pre-
to celkovy pocet mikrostavov, ktorymi sa realizuje makrostav ji, je

Q1 (N1, j1) - Q2(N2, j — j1)

kde sme vyuzili, Ze jo = j — j1. Celkovy pocet mikrostavov systému 1 + 2 je potom

QN,j) = > (Ni, 1) Q2(No,j — ) (3.20)
J1
kde sa sumuje cez vSetky j; < j, N7 a Ny st fixované a N = N; + Ns. Pravdepodobnost’,
7Ze systém 1 + 2 sa nachddza v urCitom mikrostave, je 1/Q(N, j), pretoze podl’a zakladného
Statistického postulatu je kazdy mikrostav rovnako pravdepodobny.
Pytame sa, aky je najpravdepodobnejs$i makrostav systému 1 + 2, t.j., akd hodnota j;
sa realizuje najpravdepodobnejsie. Pravdepodobnost’ spozorovania urcitej hodnoty j; je s
ohl'adom na zdkladny Statisticky postuldt dand ako podiel

Q1 (N1, j1)Q2(N2, j2)
>, (N1, j1)Q2(N, j2)

Preto staci ndjst’, pre aké j; nadobida maximum stcin

Q1 (N1, j1)Q2(N2, j2) - (3.21)
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Vyjadrime 2; a 2o pomocou Gaussovho rozdelenia ako

. . 27 243
Q1(N1, J1) - Q2(Ne, j2) = 21(0) - Q2(0) - exp [~ — =], (3.22)
Ny Ny
kde ©21(0) = Q1(N1,0) a Q2(0) = Q2(N2,0). VyuZijeme, Ze jo = j — ji1 a dostaneme, Ze
' . 9 .9 2(i _ i 2
(N1, 1) - Q2(Na, jo) = Q1(0) - (0) - exp [~ - — M] : (3.23)
Ny Ny
HTI'addme extrém posledného vzt ahu. Najprv ho zlogaritmujeme. Dostaneme
. . 9 ) 2(i _ i 2
I Q4 (N1, 1) - 2a(Nay ) = In @(0) (0 — 22 — 2TI7 3y

Ny No

Funkcia (3.24) musi nadobudat’ extrém pre to isté j; ako funkcia (3.23). Budeme teda
hl'adat’ extrém vyrazu (3.24). Dostaneme

A AU — )

0
— {In Q1 (N1, 41) - Q2(Na,j2)} = ——— = 0. 3.25
3j1{n 1(N1, 41) - Q2(Na, j2) } N + N (3.25)
Odtial o .
J1 J—J2 J2
= = = =, 3.26
N N Ny (3:20)
Z tejto rovnice vyplyva rovnost’
J1 J2 Ev(j1) _ Ea(j2)
J_ J2 ) = ) 3.27
M No e M No G:27)
Ked'ze N1 + N2 = N, plati aj
SR T BlGD BelR)  EG) (3.28)

Nt Ny N M N N
Posledné dve rovnice hovoria, Ze najpravdepodobnejsie rozdelenie energie & = E1 + F»
medzi systémy 1 a 2 nastane vtedy, ked’ strednd energia pripadajica na jeden spin v systéme
1 sa rovna strednej energii pripadajicej na jeden spin v systéme 2. K podobnému zaveru
sme uZ dospeli, ked’ sme hl’adali podmienky tepelnej rovnovahy pre tepelny kontakt dvoch
idedlnych plynov. Tam sme na zdklade klasickej mechaniky nasli, Ze v tepelnej rovnovahe
sa musi strednd kinetickd energia molekuly v plyne 1 rovnat’ strednej kinetickej energii
molekuly v plyne 2.

3.4 Spontanne odchyl’ky od tepelnej rovnovahy

Poslednu rovnicu mdZeme prepisat’ ako

~ ~

J1 J2 J
N2 3.29
N, Ny N (3.29)

kde le ajNQ oznacuju hodnoty j; a ja, pri ktorych siaéin €4 (N1, j1)Qa2(N2, j — j1) nadobida
maximum. Toto maximum je

(2192)mae = Q1 (N1, 71)Q22(Nay j — j1) = Q1(0)Q22(0) exp(—252/N).  (3.30)
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UkdZeme teraz, Ze toto maximum je vel' mi ostré. ZapiSeme j; a jo ako

J1 =0 +A, jo = ja—A,

~ ~

kde A je miera odklonu od j; a jo. Umocnenim na druhd dostaneme

~2 ~ ~2 ~
=1 20 A+ A% G5 = o —2p A+ A*, (3.31)
Dosadime 3.31 do 3.23 a dostaneme

2AZ 22
} . (3.32)

Q1 (N1, 1)Q2(Na, j2) = (2192)maz exp {Nl N,
Urobme &iselny odhad pre Ny = Ny = 10222 A = 10'2, t,j. pre A/N; = A/Ny = 10710,
Skimame teda vel'mi mald odchyl'’ku A. Dostaneme 2A2?/N; = 2A2%/Ny = 200 a zo
vzt ahu (3.32) mame

Q1(N1,71)20(Nayj2) = (2192)maz €40 = (212)maz 107173 (3.33)

Vidno, Ze sicin 4 (N1, 71)Q22(N2, 7 — j1) sa v porovnani so svojim maximom stdva zaned-
batel'ne maly uZ pre extremne male A. Maximum € (Ny, jl)QQ (Ng,j— ]1) je teda dZasne

ostré. MdZeme uzavriet’, Ze jl a 32 sd v podstate totoZzné so strednymi hodnotami j, a j, ,
tj.
Ji= v 2 = de- (3.34)

AkY je redlny zmysel tvrdenia, Ze pravdepodobnost’ ndjst’ systém s relativnou odchyl’k-
ou A/N; = 10719 je 10'™ krit mensia ako pravdepodobnost’ najst’ systém s relativnou
odchyl'kou A/N; = 0? V redlnych systémoch meni individudlny spin svoju orientéciu v
priemere raz za cca 10~'2 sek. Plny pocet spinov je 10?2, takZe systém prejde z jedného
kvantového stavu do druhého 10'2 - 10?2 = 10* krét za jednu sekundu. To znamend,
7e musime Cakat' (10~3%sek) - 1017 = 1039 sekiind, aby sme spozorovali odchyT'ku
A/Ny = A/Ny = 10710, To je ovel'a dIhif as neZ trvanie vesmiru (~ 10'8sekiind), ¢o
znamena nikdy.

Samozrejme, ak by bol jeden zo systémov vel'mi maly (napr. N; ~ 100), relativne
odchyl'’ky A/N; by mohli byt dost’ vel'ké a I'ahko pozorovatel né.



Kapitola 4

Uvod do $tatistiky ¢astic v krabici

4.1 Specifikicia kvantového stavu systému.

V predchéadzajucej kapitole sme vysvetlili niektoré zo zakladnych principov Statistickej
fyziky pomocou systému spinov. V tejto kapitole zopakujeme v podstate tie isté myslienky
opierajuc sa o analyzu systému kvantovych Castic v krabici.

Mikroskopické Castice, (elektrony, atémy, molekuly) si popisané zdkonmi kvantove;j
mechaniky. Zdkony klasickej mechaniky (Newtonove zdkony) su len pribliZzenim, ktoré
je v pripade mikrocastic dobré v urcitych Specidlnych pripadoch (napr. v pripade vel'mi
riedkeho idedlneho plynu). Principidlne spravny je vSak popis kvantovomechanicky.

Mikroskopicky stav 'ubovolného systému Castic mdze byt’ Uplne popisany Specifikd-
ciou kvantového stavu, v ktorom sa systém nachadza. Kazdy kvantovy stav 'ubovolného
izolovaného systému sa vyznacuje urcitou konkrétnou diskrétnou hodnotou jeho energie,
ktora sa zvykne volat’ hladina energie. Jednou a tou istou hladinou energie sa moze vyz-
nacovat’ viacero kvantovych stavov. Vtedy hovorime, Ze stavy si degenerované a pocet
stavov prislichajici tejto hladine volame stupeii degenerdcie hladiny (alebo pocet stavov
hladiny). KaZdy systém md najniZSiu moZnud energiu a kvantovy stav s najniZSou moz-
nou energiou volame zdkladny stav systému. Stavy s vyS$s$imi hladinami energie zvykneme
volat’ excitované stavy systému.

4.2 Castica v jednorozmernej krabici.

Vseobecny sihrn z predchadzajiceho odstavca teraz budeme ilustrovat’ na priklade cas-
tice v jednorozmernej (1D) krabici. UvaZujme jedinu Casticu s hmotnost'ou m, ktord sa
vol'ne pohybuje v jednom smere tak, Ze jej siradnica x musi leZat’ v intervale 0 < x < L.
V tomto intervale na Casticu nepOsobia Ziadne sily.

Castica uzavretd v krabici sa mdZe pohybovat’ tam a spit’, pri¢om sa odraZa od stien. V
kvantovomechanickom opise ma tato Castica vinové vlastnosti popisané vinovou funkciou
U (z). Fyzikélna interpretdcia vinovej funkcie je takd, e | ¥(x) |? dz predstavuje pravde-
podobnost’ ndjst’ Casticu v intervale medzi x a = + dx.

PretoZe sa Castica odraza od stien krabice a do stien nemozZe preniknit’, vinova funkcia
U (z) musi mat’ tvar stojatej viny s nulovou amplitidou na stendch krabice. VInova funkcia
musi mat’ preto tvar

U(z) = Asin Kz, 4.1)
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(kde A a K st konStanty) a musi spifiat’ hrani¢né podmienky
v(0)=0, ¥(L)=0. 4.2)

Vzt'ah (4.1) splita podmienku ¥ (0) = 0. Aby spliial aj podmienku W (L) = 0, mus{ platit’

KL =mn
resp.

K:%m 4.3)
kde

n=12.3,... (4.4)

Konstanta K je tzv. vlnové &islo (alebo vinovy vektor) Castice. VInovy vektor je spojeny
s vlnovou dlZkou (tzv. deBroglieho vlnovou dlZkou) vzt’ahom

27
K=— 4.5
1 (4.5)
takZe (4.3) je ekvivalentné podmienke
A
L=ns. (4.6)

Podmienka (4.6) je totoZnd so zndmou poZiadavkou, Ze stojaté viny vznikajui len vtedy, ak
sa dizka krabice rovnd nejakému celo&iselnému nésobku polvin.

Hodnotu n = 0 netreba uvaZovat’, pretoZe ddva ¥ = 0, ¢o zodpoveda neexistujicej Cas-
tici. Zaporné celociselné hodnoty nevedd k novym vlnovym funkcidm ¥ (zmena znamienka
n-ka menf len znamienko funkcie ¥, nezmeni sa pravdepodobnost’ | ¥(z) |? dz ).

Vzt ah medzi hybnost’ ou Castice p a vinovym vektorom K uddva deBroglieho vzt ah

2
p=hK = h% 4.7)

Energia Castice € je len kinetickd energia, pretoZe neexistuje Ziadna potencidlna energia od
vonkajsich sil. Preto mdZeme energiu vyjadrit’ cez impulz p ako

2 2 72
P K
“=om~ om 9
a s pouzitim podmienky (4.3) ako
h? T 2
° 2m (nf> ' 4.9)

Predchadzajice vysledky m6Zme dostat’ aj priamym rieSenim Schrodingerovej rovnice
pre vinovu funkciu ¥. V jednorozmernom pripade vol nej Castice ma Schrodingerova rovni-
ca tvar

h? d?
- 2mdx?
Pre hrani¢né podmienky (4.2) mdZeme jej rieSenie hl'adat’ v tvare (4.1). Pre vlnovy vektor
opiat’ dostaneme vzt'ah (4.3) a rovnica (4.9) pre energiu nam vyjde dosadenim (4.1) do
(4.10).

U(z) = eU(x). (4.10)
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Kvantovy stav Castice v 1D krabici je teda diplne urCeny Specifikovanim kvantového
Cisla n (vzt'ah (4.4)). Odpovedajice diskrétne energie stavov Castice st dané rovnicou (4.8).
V tomto pripade prislicha jednej energii jedna hodnota n, takZe stavy nie si degenerované.
NajnizSia hladina energie nie je nulovd, o je dosledok principu neurcitosti (v dosledku
vzt'ahu neuritosti AzAp ~ h musi mat’ Castica minimélny impulz p ~ h/L a tomuto
impulzu zodpovedajticu minimélnu energiu p?/2m).

4.3 Castica v trojrozmernej krabici.

Nech je Castica uzavretd v pravouhlej krabici s hranami L,, L, L.. Stradnice z, y, z
Castice mOZu lezat’ v intervaloch

0<2<L,, 0<y<L,, 0<z<L, . (4.11)

Vo vniitri krabice Castica nie je vystavend pdsobeniu vonkajsich sil.
VInova funkcia Castice reprezentuje stojacu vinu v troch rozmeroch, t.j.

U =AsinK,z sin Kyy sinK.z, 4.12)

kde K, K, a K su zlozky vlnového vektora K Gastice. Pre hybnost’ Castice p’ plati de-
Broglieho vzt'ah
p = hK , (4.13)

takZe medzi vel'’kost’ou p a vel'’kost'ou K opit plati vzt'ah (4.7). Pre energiu Castice dosta-

neme
-2 2 72 2
p WK h 2 2 2
-2 _ = — (K*+ K>+ K?) . 4.14
T om 2m 2m ( w Ty Z) .19
Ku vzt'ahom (4.12) a (4.14) by sme opit’ mohli prist’ aj priamym rieSenim Schrodingerove;j
rovnice pre vol'nu Casticu v troch rozmeroch,

R [ d? d? d?
—— =V + =V +——=T ) = 0. 4.15
2m <dx2 + dy? e ) © (4.15)

Naozaj, ak h'addme rieSenie rovnice (4.15) v tvare (4.12), po dosadeni do (4.15) dostaneme,
Ze energia spfﬁa vzt'ah (4.14).

VInova funkcia musi byt rovna nule na vSetkych stendch krabice. PoZadujeme teda
¥ =0 pre

=0,y=0,2=0,

(4.16)
x:LCC ) y:Ly ) Z:LZ )

Vzt'ah (4.12) automaticky ddva ¥ = Opre x = 0, y = 0 a z = 0. Aby dal to isté aj pre
x=L;,y=Lyaz= L., konStanty K, K, a K, musia spliiat’ podmienky

T T
Ky=—n;, Kj=—ny K, =

4.17
L, Ly Ny, ( )

L.

kde
Ng, Ny, ny = 1,2,3,... (4.18)
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Stav Castice je urCeny zadanim trojice Cisiel {ns,n,,n.} a tomuto stavu zodpovedd

energia
h? <7r2 s m o, m 2)
e=—\|—=—=n,+-—=n, +-—5n; | . (4.19)
2m \ L2 * L2V L2°°7

Stav s najniZSou energiou je len jeden (n, = ny, = n, = 1), tj. zdkladny stav nie je
degenerovany. Stavy s vy$§imi energiami uz degenerované mozu byt’. Napriklad, ak L, =
L, = L., potom stav (n; = 2, n, = 1, n, = 1) md ti istd energiu ako stavy (n, = 1,
ny =2,n, =1)a(m, =1,n, =1, n, = 2),t]j. zodpovedajica hladina energie je
trojnasobne degenerovana.

4.4 Idealny plyn N castic v krabici.

Uvazujme systém /N Castic s rovnakymi hmotnost’ami m, uzavrety v trojrozmernej kra-
bici z predchddzajiceho paragrafu. Predpokladajme, Ze interakcia medzi Casticami je tak-
mer zanedbatel'nd, takZe Castice tvoria idedlny plyn. Potom celkova energia F plynu je
jednoduchym sictom energii individudlnych Castic

E =¢ +ea+es+---+en, (4.20)

kde ¢; oznacuje energiu i-tej Castice. Kvantovy stav ¢-tej Castice je podl’a predchadzajticeho
odseku Specifikovany zadanim trojice kvantovych Cisiel n;z, niy, 1. a jeho energia €; je
dand vzt’ahom (4.19). Preto je kvantovy stav systému NV Castic Uplne zadany Specifikovanim
3N kvantovych Eisiel

{nla: y N1y, N1z 5 N2g, N2y, N2z 5 - -« NMNg , Ny , NIN2 } (4.21)

Takto Specifikovany stav ma energiu

n* [ 2 w2
E = Z o <L%n?z + L—Zn?y + L2n2) : (4.22)
Tentokrat mdze byt dand hladina energie (4.22) mnohondsobne degenerovand, t.j. jednej
energii moZe prislichat’ obrovsky pocet kvantovych stavov. Vypoctom stupiia degenericie
hladiny sa budeme zaoberat’ neskor.

Byva zvykom danému kvantovému stavu priradit’ index r a vSetky kvantové stavy ¢islo-
vat’ v nejakom vhodne zvolenom poradi r = 1, 2, 3,4, . ... Pri tejto konvencii m6Zeme nase
Uvahy zhrnidt' takto:

Mikroskopicky stav systému modze byt opisany zadanim kvantového stavu r, v ktorom
sa systém nachddza.

Uplne presny opis izolovaného systému &astic by si Ziadal vziat’ do dvahy vietky inter-
akcie medzi Casticami. Ak by systém bol v presnom staciondrnom kvantovom stave, zostal
by v nom navzdy. Prakticky vSak nie je mozné, a ani uzitocné, s dokonalou presnost ou
zapocitat’ vSetky interakcie medzi Casticami. Z tychto dovodov sd kvantové stavy systému
pouZzivané v praxi len tzv. pribliZnymi kvantovymi stavmi. Su to stavy, v ktorych si zapoci-
tané vSetky doleZité interakcie, avSak zanedbané su vSetky rezidudlne interakcie (napr. pri
analyze NN idedlnych Castic v krabici sme vo vzt'ahu (4.20) ignorovali zanedbatel' ne maly
prispevok od potencidlnej energie Castic interagujticich pri zrdzke). Potom ale systém, ktory
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sa v nejakom pociatocnom case nachddza v jednom z jeho pribliznych kvantovych stavov,
neostane v tomto stave navzdy. Ako ¢as plynie, pod vplyvom rezidudlnych interakcii bude
systém prechddzat’” do jeho dal'Sich pribliznych kvantovych stavov (s vynimkou takych,
ktoré si mu nedostupné napr. z dévodu zdkona zachovania energie a pod.)

4.5 Tlak idealneho plynu. Kvantovy vypocet.

Uvazujme najprv jednu Casticu s hmotnost’ou m v krabici s hranami L, L, a L. Pred-
pokladajme, Ze tato Castica je v kvantovom stave 7 Specifikovanom zadanim troch kvan-
tovych Cisiel ng, ny a n.. Energia ¢, tohoto stavu je dand vzt'ahom (4.19).

Castica v stave r pOsobi na pravua stenu krabice (na stenu x = L) nejakou silou F,
v smere z. Stena musi na Casticu pdsobit’ opacnou silou —F;. v smere —x. Ak by sme
stenu x = L, vel'mi pomaly pohli doprava o tusek dL., vykonali by sme na Castici pracu
—F, dL,. V dbsledku tejto prace by sa energia Castice €, zmenila o hodnotu

de, = —F,dL, (4.23)

Poslednd rovnicu moZeme prepisat’ ako

Oe,
F. = — . 4.24
r oL, (4.24)
Ked’ do rovnice (4.24) dosadime (4.19), dostaneme vyraz
h2 [ 2 2
F, = —(—=n2)—. 4.25
"7 om (Lg "f”) L, (425)

Teraz predpokladajme, Ze uvaZovana Castica je len jednou z NV Castic tvoriacich idedlny plyn
v nddobe. V doésledku slabych rezidudlnych interakcii (zrdZok) s ostatnymi Casticami bude
Castica prechddzat’ postupne cez rdzne stavy r, takZe silu F,. musime ustrednit’ cez vSetky
moZné stavy r. Strednd silu F zapiSeme ako

= _ = R 2=\ 2
F=F, = —|—n2|— 4.26
"7 om <L§"l’> L’ (4.26)
kde F, = ZW P, F,.. Pravdepodobnost’ P, ndjst’ Casticu v stave r zatial' nepozndme a ani
ju teraz nepotrebujeme. V d’alSom budeme pre jednoduchost’ predpokladat’, Zze L, = L, =
L, = L. Zo symetrie tejto situdcie vyplyva

n2 = n2 = n?. (4.27)
Potom vzt ah (4.26) m6Zeme prepisat’ ako

— 1 K w2

— = —\ 2 2
_ 2 2 2 — =
F=3omp (Brm+nd) s =3¢

1
—. 4.28
i3 (4.28)
Sila, ktorou na stenu x = L, pdsobi N Castic, je zrejme NF a tlak je p = NF/L>.
Vyuzijeme (4.28) a dostdvame vysledok
_ N 2 _ N
= =—" — £ = —
P= 13~ v

Vysledok je zhodny s vysledkom, ktory sme nasli v prvej kapitole pre klasicky plyn.

2s
JE



42 Kapitola 4.0

4.6 Pocet stavov pre jednu casticu v krabici.

Vypocitajme najprv pocet stavov pre jednu Casticu v jednorozmernej krabici dfiky L.
Mozné energie Castice su

n? 7%
= — 4.2
€=g 2" (4.29)
kde n = 1,2,3,.... Koeficient pri n je veI'mi maly, ak L je makroskopicky vel'ké.

Napr. pre L = lcm a molekulu dusika s hmotnostou m ~ 5 x 10723 gramu dostane-
me h?7m?/2mL? ~ 1073%J. Ak uvazujeme molekulu plynu za normalnych podmienok (s
typickou energiou ¢ ~ 6 x 10721.J), zo vzt'ahu (4.29) dostaneme, Ze n nadobiida typické

z w7

hodnoty n ~ 10°. Z toho vidno, Ze kvantové &isla

L 1/2
n = — (2me 4.30
- (2me) (430)
sa pre za sebou nasledujice hodnoty n liSia len nepatrne (o jednotku). Preto mdZeme pre-
mennd n vo vybornom pribliZzeni povazovat’ za spojiti. Preto je pocet ®(e) kvantovych
stavov s energiou mensou ako ¢ rovny (n/1) = n, t.j.,

L
Pe) =n = — (2me)'/? (4.31)
Zaujimajme sa d’alej, Comu je rovny pocet €2(g) stavov s energiou v intervale (g,¢ + d¢).

Zrejme plati
_do

Qe) = P(e+de) — P(e) = 555 : (4.32)
Ak dosadime do (4.32) vyraz (4.31), dostaneme
=L g2 2
Qe) = 57 (2m)/“¢e e . (4.33)

Pre Casticu v trojrozmernej krabici s hranami L, = L, = L, = L je vypocet ®(¢) a Q(¢)
o nieco zloZitejs$i. Energie si dané vzt’ahom
W 2 2

V kartézskej ststave osi 1, 1y, 1 je stav Castice $pecifikovany vektorom 77 = (14, ny, nz).
PretoZe dve najbliZsie hodnoty kvantového Cisla sa liSia o jednotku, na jeden stav pripada
elementdrny objem v tvare kocky vel'’kosti 13. Takisto ako v predchidzajicom priklade
Castice v jednorozmernej krabici, aj teraz tieto kvantové Cisla nadobudaji typické hodnoty
~ 10%, ak uvaZujeme molekulu idedlneho plynu v makroskopicky vel'’kej krabici za nor-
malnych podmienok. Zo vzt ahu (4.34) mame

2
L
2 2 2 _ (& — p2
ng +ny+n; = <7rh> (2me) = R”. (4.35)
Kvantove ¢isla {n,, n,, n.} stavov s energiou < ¢ musia spifiat’ nerovnost’

ny+n,+n? < R, (4.36)

z —
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tj. v kartézskej sustave n,, n,, n. tieto stavy lezia v kladnom oktante gule s objemom
(4/3)mR3. Objem tohoto oktantu je %(%ﬂR?’). Ked' tento objem vydelime objemom 13
pripadajicim na jeden stav, dostaneme pre pocet stavov s energiou < € vyraz

1[4 s 3 _ (L ’ 3/2
O(e) = 3 (37TR > /1° = 5 <7Th> (2me)”’= . (4.37)

Pre (2(e) dostaneme

dd L3

a® e _ 3/2,.1/2
dé_ée 47r2h3(2m) e/40e . (4.38)

Qe) =

4.7 Pocet stavov pre N castic v krabici.

Odhadnime ®(FE) a Q(F) pre idedlny plyn NN Castic. Energia E celého N-Casticového
systému je dand vzt'ahom (4.22). Najprv hl'addme ®(E), teda pocet vSetkych stavov,
ktorych energie si mensie alebo rovné E. Hodnotu ®(F) mdzeme hrubo odhadnit’, ak
predpokladdme, Ze dominujicimi mikrostavmi s energiou E st také mikrostavy, v ktorych
maju vSetky Castice priblizne rovnaké energie €. To znamend, Ze vSetky jednocCasticové
energie na pravej strane vzt'ahu (4.22) aproximujeme rovnakou hodnotou

E
~ . 4.39
cT N (439)
Prv4 Castica sa typicky moZe nachddzat’ v jednom z ®(e) jednocCasticovych stavov, podobne

druhd az N-ta. Z tejto uvahy hned’ dostdvame
®(E) =~ [o(e)]Y, (4.40)

ak uvazujeme rozliSitel' né Castice. Pre plyn nerozliSitel'nych Castic treba poslednd rovnicu

modifikovat’ na tvar ]
~ L N
O(E) ~ N [@(e)] . (4.41)
Pripominame, Ze jednocCasticova veli¢ina ®(¢) je tu dand vzt'ahom (4.37).
Pocet stavov Q(E) s energiami z intervalu (E, E + dE), kde varepsilon << 0E <<

b, je

Q(E) ¢ j(EE) OF ~ % [@(e)] ¥ dif) : j—;éE = )
— & e 2

Neskor nés bude zaujimat’ najmé veli¢ina In Q(E). Ked’ zlogaritmujeme (4.42), dostaneme

InQ(E)~—-InN!'+ (N —-1)In®(E) —|—1n{d;1)i€)5 E}
~ NInN + N+ Nlnd(e) +ln{d§)§)5 E} (4.43)

:Nln{(l)](vg)e} +ln{d§)§)5E} ,
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kde sme vyuzililn N! ~ Nln N — N In(e) a zanedbali jednicku v porovnani s N.

Odhadnime typické hodnoty oboch ¢lenov na pravej strane rovnice (4.43). Hmotnost’
molekuly dusika je 5 x 10720kg, v krabici s hranami L = 10~2m sa za normalnych pod-
mienok nachddza N ~ 2.4 x 102 molekiil dusika s typickymi energiami ¢ ~ 6 x 10721.J,
Ked’ tieto paramentre dosadime do vzt'ahov (4.37) a (4.38), dostaneme, Ze ®(c) ~ 1028
a dp(e)/de ~ 10*7. Dosadime tieto dve &isla do pravej strany rovnice (4.43) spolu s
N = 2.4 x 10?2, Veli¢ina 6F m4 spliiat’ poziadavku ¢ < §E < E, vezmime ale na-
jnepriaznivejsiu hodnotu 0 E ~ E ~ Ne ~ 10%]. Dostaneme

d®
In {(8)5E} ~1n 10% ~ 100
de
)
N m{](VE) e} ~ 2.4 % 1021n10% ~ 10?3 .

Druhy clen na pravej strane (4.43) je teda zanedbateI'ny v porovnani s prvym c¢lenom.
Uzatvarame, Ze

P
InQE) ~ Nln{ ](Vg)e} ~N (4.44)
atiez, Ze
InQ(FE) nezavisiod JF. (4.45)

Ked’ do vzt'ahov (4.41) a (4.42) dosadime vzt'ah (4.37) a vzt'ah(4.39), dostaneme, Ze
®(E) o B3N/ (4.46)

aaj
Q(E) < E3N/? (4.47)

kde o je znamienko imernosti (konstanty imernosti sme pre jednoduchost’ explicitne ne-
napisali). Vidno, 7e ®(E) aj (E) st pre N ~ 10?3 tZasne rychlo rastice funkcie energie
E. Toto je principidlny rozdiel v porovnani s jednoCasticovymu veli¢inami ®(¢) a Q(¢),
ktoré s energiou € rastd len pomaly.

Doteraz sa naSe odhady veli¢in ®(F) a Q(F) vztahovali na idedlny plyn N Castic.
Tieto odhady sa vsak dajd dost’ rozumne zobecnit’ na 'ubovolny systém N Castic v krabici,
t.j. , aj na interagujdce Castice, ¢o je pripad neidedlneho plynu, kvapaliny atd’. Zobecnenie
sa urobi nasledovne.

Vseobecne plati, Ze kazdy makroskopicky systém N Castic je popisany stiborom f kvan-
tovych Cisiel, kde f je pocet stuptiov vol'nosti - ¢islo rovné ~ 3N. Kazdému kvantovému
Cislu (stupniu vol'nosti) prislicha energia e, ktord prispieva k celkovej energii £ systému.
Napriklad, v pripade volnych Castic by energia € bola dand vzt'ahom (4.9).

Nech ®(¢) je pocet moznych hodnét tohto kvantového Cisla pre energie < e. Naprik-
lad, ak by sa jednalo o volné Castice, pre ®(e) by platil vzt'ah (4.31). V analdgii s tymto
vzt'ahom oCakdvame, 7Ze ®(¢) ~ 1 pre € = €¢, kde ¢ je najmensia mozna hodnota energie
. V analdgii so vzt'ahom (4.31) tiez oéakdvame, Ze pre € > £ bude ®(¢) rast’ zhruba ako

O(e) ~C(e —e0)* +1, (4.48)

kde C je konstanta imernosti a « je ¢islo radu jednotky (o« = 1/2 by nas vrdtilo ku (4.31)).



Statistick4 fyzika 45

Uvazujme teraz cely systém s f stupiiami vol'nosti. Celkovi energiu systému, t.j. sicet
kinetickych a potencidlnych energii vSetkych Castic v systéme, moZeme zhruba vyjadrit’
ako sumu energetickych prispevkov od vSetkych stuptiov vol'nosti, t.j.

(E— Ey) ~ f(e —ep) . (4.49)

Ide tu o dvahu podobni tej, ktord nds viedla k aproximaécii (4.39).
Konecne, tie isté tivahy ako pre idedlny plyn (vzt'ah (4.41)) nds privedu k vzt ahu

1

O(E) =~ [®(c)]f (4.50)

a ku vzt’ahom ) o aB(e)
QE) ~ N [®(e)] 75E (4.51)
ImQ(E) ~ —N In[N/e] + (f — 1) In (&) + In { dq:lf) . 5E} L 4

Teraz nevieme priamo odhadnit’ ®(c) ani d®(e)/de, pretoze pre interagujiice Castice
nepozndme presne ani konstantu « a ani prefaktor C' vo vzt'ahu (4.48). Ked’ vSak vezmeme
ako radovy odhad veli¢in ®(g) a d®(g)/de tie &isla, ktoré sme nasli pre idedlny plyn (1028
a 10%7), dostaneme, Ze posledny ¢len na pravej strane (4.52) je zanedbatel'ny. Vtedy

_N
f

mg@n:fm{@@ﬂNm)f}:fm{w@@w@4ﬁ}:f, (4.53)
kde sme uvazili, 7e f — 1~ f,N/f ~3aln {(I)(g) (N/e)~V 3} ~ 50. Znovu

InQ(FE) nezavisi od  JF. (4.54)

PravdaZe vznikd otdzka, ¢o nds opraviiuje pouzit' odhady ®(g) ~ 10%® a d®(e)/de ~
10%7, ziskané pre idedlny plyn. Viimnime si, Ze aj keby sme namiesto tychto odhadov
rddov vSak sotva ocakdvame), prisli by sme k tym istym uzaverom (4.53) a (4.54). Ked’ je
totiz vel'mi chybne uréené &islo radu 1028, logaritmus tohto &isla je zjavne uréeny s ovel'a
mensou chybou, ktord by nase odhady nijako podstatne nezmenila.

Konecne, podobnym spdsobom, ako sme pre idedlny plyn dostali vzt ahy (4.46) a (4.47),
dostaneme teraz vzt ahy

E — Ey
f

®(E) o ( )af x (E — Ep)’ (4.55)

E— g\ o010
Q(E) « ( 7 0) x (E — Ey) | (4.56)
ktoré hovoria, ze ®(F) a Q(E) sa pre I'ubovolny makroskopicky systém tdzasne rychlo
rastice funkcie energie E (jedinou vynimkou je systém nepohyblivych spinov, o om sa
eSte zmienime). Znovu, kons$tantu o dobre nepozndme a preto sme zobrali ako rozumny
odhad o ~ 1. Aj keby vSak bolo « ~ 1/10000 alebo av ~ 10000, mocnina «f by stéle bola

2 w7

obrovské ¢islo a zdver o tizasne rychlom raste by zostal v platnosti.
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4.8 Tepelny kontakt medzi dvomi krabicami s vel’kym poctom
castic

Uvazujme dva makroskopické systémy A a A’. Moze ist’ o 'ubovol'né systémy Castic v
krabici, napriklad o idedlny plyn, redlny plyn, kvapalinu, . ... Oznacime energie tychto sys-
témov ako F a E’. Podobne ako v predchddzajicom odseku si predstavime, Ze energetické
osi £ a E’ st rozdelené na malé rovnaké intervaly § E. Znovu, § E' sa voli ovel'a menSie ako
vel'’ké mnoZstvo diskrétnych energetickych hladin F resp. E.

Problém je, Ze vo vSeobecnosti nevieme vypocitat’ pocet dostupnych stavov jednej
konkrétnej diskrétnej hladiny E. Aby sme problém obisli, robime nasledovny trik. Namiesto
skuto¢ného spektra hladin uvazujeme spektrum hladin £ vzdialenych o ekvidistantnd hod-
notu § E a vietky dostupné stavy skutoénych hladin, nachddzajdcich sa v intervale (F, E +
JFE) povazujeme za stavy patriace jednej hladine F z ekvidistantného spektra. Pre takto
definované hladiny F uZz vieme pocet dostupnych stavov 2(E) rozumne odhadnit” (vid’
predchddzajici odsek) a logaritmus In 2(E') dokonca pozndme s vel'mi dobrou presnost’ ou
ako ¢islo nezavislé od vol'by 0 F.

Ten isty trik pouZijeme pre systém A’. Redlne spektrum hladin systému A’ nahrddzame
hladinami E’, vzdialenymi o ekvidistantnd hodnotu 6 E' a po¢et dostupnych stavov Q' (E")
vSetkych hladin nachddzajidcich sa v intervale (E’, E' + 0 E') povaZujeme za pocet dostup-
nych stavov hladiny E’ z ekvidistantného spektra.

Predpokladdme, Ze systémy A a A’ majud fixované polty Castic N a N’ a objemy V a
V. Vo funkcidch Q(E) a Q' (E’) preto funkénd zavislost na NV a V resp. N' a V' explicitne
nepiSeme.

Kombinovany systém A* = A + A’ je izolovany od okolia. Preto jeho energia E* mus{
byt konStantnd a zdroven

E*=FE+FE. (4.57)

Vd’aka slabej vzajomnej interakcii si oba systémy mo6Zu cez oddel’ujicu stenu vymienat’
energiu. Energia E systému A sa teda mdZe menit, ale vZdy tak, Ze energia systému A’ je

E =F*—E. (4.58)

Makrostav systému A*, v ktorom ma systém A urcitd energiu F, ma pocet dostupnych
stavov Q(E)Q'(E* — E). V silade so zdkladnym Statistickym postuldtom je potom pravde-
podobnost’ ndjst’ systém A v stave s energiou £ dand vzt’ahom

P(E) = C QE)Y(E* - E), (4.59)

kde
C™'= Qu(E*) =Y QE)Y(E* - E) (4.60)
El

je celkovy pocet dostupnych stavov systému A*. Podl’a predchadzajiceho odseku je funk-
cia Q(F) « (E — Ey)7 tzasne rychlo rastica funkcia energie E. Pretoze E' = E* — E,
funkcia Q'(E') o (E' — E})/" musi zase s rasticim E tZasne rychlo klesat’. Z toho vy-
plyva, Ze funkcia P(F) ma (vel'mi ostré) maximum pri nejakej energii £ = E. Energiu
E = FE nédjdeme z podmienky dP(E)/dE = 0, resp. z podmienky d InP(E)/dE = 0.
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Ked zlogaritmujeme (4.59), mame
InP(E)=InC +InQ(E)+ Q' (E). (4.61)

Zderivujeme (4.61) podl'a E a poloZime derivdciu rovnu nule. Dostaneme

OlnQE) ol (E) (OE"
9E + EYol 95 )~ 0. 4.62)
PretoZe dE'/dE = —1, dostaneme
/ /
OlnQ(E) 0l (E) 4.63)

OE  OF

Energia F = F, pri ktorej P(E) nadobiida maximum, je teda rieSenim rovnice (4.63).
Teraz ukazeme, Zze maximum funkcie P(FE) je dzasne ostré. Definujeme odchyl'ku

A=FE—-F (4.64)

a rozvinieme In Q(E) do Taylorovho radu v okoli E = E . Dostaneme

5, OmQE)

nQ(E) = InQ(E) A4 L mOUE)

2
9E 5 OE? A (4.65)

kde derivéicie berieme v bode E = E . Podobne, definujeme odchyl’ku
ANN=FE-F=-A (4.66)

arozvinieme In Q'(E’) v okoli E' = E’. Dostaneme

Oln QY (E)
OE'

1% QY(E)

1y 1t
mQ(E)=mQ(E)+ 5 e

(=A) + (—A)?, (4.67)

kde derivaciu berieme v bode E' = E’. Rovnice (4.65) a (4.67) s¢itame a dostaneme

mQ(E)Y (E') = nQ(E)Y (E)
OmQE) OmQ(EN 1[PmOE) PWQ(E) o (4.68)
+ oF B OF' +2 OE?2 + OE"? :

Druhy ¢len na pravej strane rovnice (4.68) je rovny nule, pretoZe pre £ = E’ aF =F
plati podmienka (4.63). Ked’ to vezmeme do tivahy a zavedieme oznacenia

_ 9?InQ(E) o 9?InY(E")

= &Ry = =yt 4.
Y OE?2 ) Y aE,Q » Y0 Y+, ( 69)

vzt'ah (4.68) moéZeme prepisat’ do tvaru

QE)Y(E') = Q(E)Q(E') e 37102 4.70)
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resp. do tvaru
P(E) = P(E) e 20E-E7 @.71)
O chvil'u uvidime, Ze 7o je kladné Cislo. PretoZe vy > 0, zo vzt'ahu (4.71) dostaneme

hodnoty P(E) porovnatel'né s maximdlnou hodnotou P(E) len v pripade

~ 1
| E—FE |~ —. 4.72)
/70

V opa¢nom pripade, pre | E — E |> o, dostaneme P(E) < P(E).
Teraz odhadneme . Najprv napiSeme podmienku (4.63) v tvare

BIE) = B(E), (4.73)
kde 3(E) = 0In(E)/OE. Ked vyuzijeme odhad Q(F)  (E — Ey)7, dostaneme
/
P N L (@.74)
E - E, E — E}

kde sme polozili £ = EaFE = E. Podobnym spdsobom dostaneme zo (4.69) vzt ahy

s 8

~

< » VRS ; (4.75)
(B~ E 7 (&~ gy

’y%

Vidime, Ze 9 = v + ' je naozaj kladné ¢islo. Pre jednoduchost’ teraz predpokladajme, Ze

.....

(4.74) a (4.75) vyplyva v > «/'. Vtedy
NRNPY ORI S & (4.76)
(E — E0)2 E
a vzt'ah (4.72) nadobudne tvar

\E-E| 1
— 4.77)
B v
Typicka relativna odchyl'ka energie £ od najpravdepodobnejSej hodnoty E’ je teda pribliZzne
1//f. Pre f ~ n ~ 10%* dostaneme relativnu odchyl'ku ~ 10712, t.j. pik distribicie P(E)

v okoli E = FE je iZasne ostry. Preto s vynikajicou presnost’ou plati aj rovnost’
E = F, (4.78)

t.j. medzi strednou energiou E a najpravdepodobnej$ou energiou E v podstate nie je rozdiel.
MbobZeme zhrnit'. Rovnica (4.63) je podmienkou tepelnej rovnovihy medzi dvomi krabi-
cami s makroskopickym poctom Castic. V tepelnej rovnovdhe ma pravdepodobnost’ P(FE)

nezanedbatel né hodnoty len pre E GZasne blizke E. V tepelnej rovnovdhe mé teda systém

A v podstate len jednu hodnotu energie, E = E = E. Relativne fluktuicie energie st v
tepelnej rovnovéhe zanedbatel' né, rddove ~ 1/+/f.
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Tepelny kontakt medzi 'ubovol’nymi fyzikalnymi systémami:
entropia a absoldtna teplota

5.1 Zobecnenie analyzy Castic v krabici a analyzy spinov.

V predchéddzajicom sme analyzovali tepelny kontakt medzi dvomi spinovymi systéma-
mi a tieZ tepelny kontakt medzi dvomi krabicami s makroskopickym poctom cCastic. Ziskané
vysledky eSte raz zhrnieme pre tepelny kontakt dvoch I'ubovol'nych systémov 1 + 2. Nech
Q(N, E) je poCet dostupnych stavov celého systému 1+ 2. PretozZe zjednoteny systém 1+ 2
je izolovany od okolia, plati zdkon zachovania energie £ = E; + Es. Pocet dostupnych
stavov zjednoteného systému je

QN,E) = > (N1, E1) - Qa(No, E — Ey) (5.1)
Eq

kde Q1 (N1, E1) je poCet dostupnych stavov systému 1 pri energii F1 a Qo(Na, E2) je podet
dostupnych stavov systému 2 pri energii F2 = E — Ej, takZe sumovanie ide cez vSetky
hodnoty energie F; menSie alebo rovné F.

HI'addme konfiguriciu s najpravdepodobnejSou hodnotou energie Eq, t.j. h'addme pre
ktoré F; ma maximum sucin Q4 (N, E7) - Q2(Na, E — E7). Podmienkou extrému je, Ze
diferencial sa rovna nule, t.j.,

091 8QQ
. — Qs dE Q| —= dE, = 0 5.2
<3El)z\f1 2t <8E2>N2 ? ’ 62
kde
dE; = —dE>. (5.3)

Posledny vzt'ah vyplyva z toho, Ze E = FE; + Ey = const. Odtial' d(E; + E2) = 0.
Pripominame, Ze N7 aj Ny je pri derivovani fixované.
Vydelime obidve strany (5.2) sic¢inom {212, a polozime dFy = —dE7. Mame

1 8Q1 . 1 892
o (am)Nl T (azsz)NQ C

¢o sa da prepisat’ ako

0 0
<8E‘1 thl)Nl == <3E2 IDQQ>N2 . (55)
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Podmienka (5.5) urcuje energiu £y = Ej, pri ktorej sa realizuje najpravdepodobnejsi
makrostav. Ked’ prljmeme zéver spinovej analyzy a analyzy Castic v krabici, ze ﬂuktua—
cie hodnoty E; okolo E1 su extrémne malé, potom sme vlastne nasli hodnoty E1 a Eg, pri
ktorych sd systémy 1 a 2 v tepelnej rovnovédhe (nevymieniaju si teplo).

Podmienka (5.5) je podmienkou tepelnej rovnovahy pre dva systémy vo vzdjomnom
tepelnom kontakte.

5.2 Definicia entrdopie a definicia absolitnej teploty.

Dva systémy sa nachddzajui v tepelnej rovnovéhe, ak sa systém z nich zloZeny nachadza
v najpravdepodobnejSom makrostave, t.j. v konfiguricii, pre ktord je pocet dostupnych
mikrostavov 4 (N1, Eq) - Qo (Na, E — F1) maximélny.
Pocet dostupnych stavov Q (N, E') makroskopického systému je vel'mi vel'’ké &islo. Je-
ho logaritmus,
¥ =mhQWNV,E), (5.6)

je ovel’a mensie Cislo ako Q(N, E). Logaritmus poctu dostupnych stavov sa nazyva en-
tropia. PresnejSie, z historickych dévodov sa namiesto definicie ¥ = InQ(N, E) ujala
definicia entropie

S = kp mQ(N,E), (5.7)

kde kp je Boltzmanova konsStanta. Ked’ pomocou tejto definicie prepiSeme podmienku
rovnovéhy (5.5), dostaneme

0 0
k;B {anl thl(Nl,El)}Nl == kB {aE'Q IDQQ(NQ,EQ)}N2 . (58)
resp.
9 v enY = {0 sy ) (5.9)
8E1 1 1, 1 N, - 6E2 2 2,442 N, . .

Podmienka (5.8) resp (5.9) je podmienkou tepelnej rovnovdhy dvoch systémov. Z experi-
mentu zase vieme, Ze podmienkou tepelnej rovnovdhy medzi dvomi systémami je rovnost
ich termometrickych tepldt (napr. rovnost’ vy3ok ortut’ového stipca). Definujeme absoldtnu
teplotu 1" systému vzt’ahom

1 0
resp.vzt ahom
i = i S(N,E) (5.11)
T OF N '

Toto je najobecnejSia definicia teploty. Postupne uvidime, Ze tito definicia v sebe zahfiia
vSetky vlastnosti termometrickej teploty, na ktoré sme zvyknuti zo skisenosti.
Definicia (5.11) umoziiuje prepisat’ podmienku tepelnej rovnovahy do tvaru

1 1

™
resp.
T =T. (5.12)
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Ked' sme analyzovali tepelny kontakt dvoch idedlnych plynov, absolitnu teplotu sme
stotoZnili so strednou kinetickou energiou molekuly idedlneho plynu. Definicia (5.11) je
ovel'a obecnejia - platnd pre I'ubovol'ny fyzikalny systém. Citatel’ si moze vyskisat’, Ze
ked’ sado (5.11) dosadi za Q (N, F) vzt ah platny pre ideélny plyn, vrati nds to ku absolitnej
teplote ako strednej kinetickej energii molekuly. Definicia (5.11) vSak spdja pojem teploty s
ovel’a fundamentélnejSou vlastnost ou systému, s logaritmom poctu dostupnych kvantovych
stavov resp. entropiou.

5.3 Vlastnosti entropie a absoliitnej teploty.

UvaZujme najprv systém zloZeny z dvoch systémov, ktoré nie st vo vzdjomnom kontak-
te. PoCet dostupnych stavov prvého systému nech je 1 (N1, E1) a poCet dostupnych stavov
druhého systému nech je (N2, E2) Potom celkovy pocet stavov 2 systému 1 + 2 je

Q = Q1 (Ny, E1) Qa(No, Es) . (5.13)
Po zlogaritmovani oboch strdn rovnice a po ich vyndsobeni konstantou kp dostaneme, Ze
S = S1(N1, Er) + S2(Na2, Ez) (5.14)

kde Sl(Nl, El) = k‘B In Ql(Nl, E1) a SQ(NQ, EQ) = kB In QQ(NQ, EQ) sd entropie pl'VéhO
a druhého systému a S nazyvame entropiou celého systému. Vidime, Ze ked’ systémy nie
st vo vzajomnom kontakte, entropia je aditivna veliCina.

Ocakédvame, Ze pri vzniku tepelného kontaktu medzi dvomi systémami bude entropia
celého systému rdst’. Stane sa tak, ak si¢in Q3 (N1, E1)Qa(Na, E2), vypolitany pre poCia-
tocné F a Es, je mensi ako maximélna hodnota Q4 (N1, E1)Qa(Na, E»), ktord sa dosiahne,
ked’ sa celkovd energia E rozdeli ako & = E; + E5. Najpravdepodobnej$im makrostavom
zjednoteného systému je taky makrostav, pre ktory je Q1 (N1, E1)Q2(N2, E2) maximdlne.
Preto, ak po ustanoveni tepelného kontaktu zjednoteny systém prejde do najpravdepodob-
nejsieho makrostavu, plati

Q1 (konecné) Qs (koneéné) > €2 (pociatocné)2s (pociatocné) .

PretoZe In = rastie s rasticim z, predchddzajica nerovnost’ sa zachova aj po zlogaritmovani
obidvoch jej stran a ich vynasobeni konsStantou k. Dostaneme

S1(konecné) + Sa(kone¢né) > S; (pociatoéné) + Sa(pociatocné) (5.15)

.....

7e ak sa medzi dvomi systémami ustanovi tepelny kontakt, tak entropia izolovaného sys-
tému 1 + 2 bude narastat’. Znamienko rovnosti sa v (5.15) uplatni, ak st pri ustanoveni
kontaktu teploty systémov rovnaké.

Pri odvodeni (5.15) sme mlcky predpokladali, Ze celkova entropia S je S1 + So aj pre
dva systémy vo vzdjomnom tepelnom kontakte. Je vSak zrejmé, Ze ak si systémy 1 a 2
vymienaju energiu, pre entropiu .S plati exaktne vzt'ah

S = kpln{ Y IOy (Ny, E))Q(No, E— Ey) ¢ (5.16)
Eq
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kde sa sumuje cez vSetky energie £y < FE. Pytajme sa najprv, ¢i je mozné tento exaktny
vzt'ah vyjadrit’ v aditivnej forme S7 + So.

Odpoved’ na tito otdzku modZeme I'ahko ziskat’ v spinovom modeli. Dosadime do
(5.16) Gaussovsku aproximdciu (3.32) a namiesto sumovania cez premennd F; budeme
integrovat’ cez premennd A. Dostaneme, Ze

[e.e]

S = kBln{(QIQQ)max/

(222 4222
dA e (N1+N2)} . (5.17)
—00
kde sme sa dopustili aproximécie pouZitim hranic od —oco do co. Pre jednoduchost’ este
predpokladajme, ze N1 = Ny = N/2. Po jednoduchych vypoctoch dostaneme

S — kg [m(sm?)max + %m (WN/S)} | (5.18)

Tu si v§imnime, Ze prvy ¢len na pravej strane je rddove ~ N a druhy rddove In N. Pre
N ~ 10%* je teda druhy ¢len zanedbatel'ny, takZe dostdvame aditivnu formu

S = kg In Ql(Nl,EVl) + kg In QQ(NQ,EVQ) . (5.19)

Vzt'ah (5.14) je teda vynikajicou aproximdciou exaktného vyjadrenia (5.16) v pripade, Ze

Fy = Ej resp. F» = FE5. Zopakovat’ tdto istd dvahu pre Castice v krabici prenechdme
Citatel' ovi, treba len do (5.16) dosadit’ (4.70) a zopakovat’ argumantaciu.
Este si v§Simnime iny problém. V uzavretom systéme celkova energia E a pocet Castic
N nezavisia od Casu. Preto od Casu nezdvisi ani exaktny pocet dostupnych stavov Q (N, E)
[vzt'ah (5.1)] a ani exaktnd entrdpia (5.16). Ako teda mdme rozumiet’ tvrdeniu, Ze entropia
izolovaného systému, zloZeného z dvoch systémov v tepelnom kontakte, bude narastat’?
Ako sme ukazali, toto tvrdenie plati pre aditivnu formu

S = Si(N1, Er) + S2(Na, Ea) , (5.20)

nie pre exaktni entropiu (5.16). Aditivna forma (5.20) sa zvykne nazyvat’ zov§eobecnenou
entropiou, pretoze charakterizuje pocet stavov zjednoteného systému pre jedno konkrétne
rozdelenie energie I/ = F1+ F». Treba teda upresnit’, Ze ked’ hovorime o narastani entropie
izolovaného systému, hovorime o narastani zov§eobecnenej entropie.

Tvrdenie o narastani zovSeobecnenej entropie izolovaného systému sa nazyva druhd
veta termodynamickd, resp. je jednou z formuldcii druhej vety termodynamicke;.

Nakoniec ukdZeme, Ze ak sa dva systémy dostand do tepelného kontaktu, energia tecie
zo systému s vicSou teplotou do systému s menSou teplotou. Vypocitame zmenu 9.5
zovSeobecnenej entropie S = 51 + S za predpokladu, Ze systému 1 sa odoberie kladné
mnozstvo energie U a to isté mnoZstvo dU sa odovzda systému 2. Pre vel'mi malé §U
plati, Ze

§S =S1(E1 — 6U, N1) + Sa2(Es + 6U, No) — S1(E1, N1) — So(Es, Na)

(65, 55, (1 (5.21)

Uz sme ukazali, Ze zovSeobenena entropia S1 + S zjednoteného systému 1 4 2 musi naras-
tat’. To znamend, Ze 6S > 0, takZe prava strana rovnice musi byt’ kladna. Odtial’ vidno, Ze
T1 > 15, t.j. energia naozaj te¢ie smerom od teplejSieho ku chladnejSiemu systému.
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Systém v tepelnom kontakte s rezervoarom

6.1 Kanonické rozdelenie

.....

témom A’, tzv. rezervoidrom. Predpokladdme, Ze systém A ma omnoho menej stupiiov
vol'nosti (Castic) neZ rezervoar A’. Systém A moZe byt I'ubovolny makroskopicky ale
aj mikroskopicky systém. Napriklad st6l je v tepelnom kontakte s rezervodrom tvorenom
miestnost’ ou, t.j. podlahou, stenami, ndbytkom a vzduchom v miestnosti. Prikladom z lab-
oratdria mdze byt’ vzorka polovodica ponorend v tepelnom rezervodri kvapalného hélia v
héliovom kryostate. MoZe to byt aj nejaky rozliSitel ny mikroskopicky systém. Napriklad,
atém lokalizovany v konkrétnom mieste kryStalickej mrieZky je v tepelnom kontakte s rez-
ervoarom ostatnych atdmov mriezky. Alebo, atém v idedlnom plyne je vd’ aka zrazkam v
tepelnom kontakte s ostatnymi atémami plynu.

Energeticku Skélu rozdelime na rovnaké intervaly vel'kosti  F, ktoré st dostatocne malé
v tom zmysle, Ze obsahuju vel'mi vel'a energetickych hladin rezervodru A’. Vzdialenosti
medzi susednymi hladinami rezervodaru A’ si nevyhnutne ovel’a menSie ako vzdialenosti
medzi susednymi hladinami systému A. Preto zdroven plati, Ze interval J £ je ovel’a mensi
ako vzdialenosti medzi susednymi hladinami systému A.

Systémy A a A’ tvoria spolu izolovany systém A* s konstantnou hodnotou energie E* =
E + FE’. Pytame sa, aké je pravdepodobnost’ P(r) ndjst’ systém A v urlitom kvantovom
stave r s energiou ¥ = E.

V silade s oznalenim zavedenym v odseku 4.8 nech je Q'(E’) poCet stavov systému
A’, ked’ sa jeho energia nachddza v intervale (E' | E' + §E) ). Ked’ je systém A v stave r
s energiou F,., rezervoar A’ musi mat’ energiu

E =FE - FE (6.1)

Ked’Ze A sa nachddza v jednom konkrétnom stave r, tak pocet stavov celého izolovaného
systému A* je jednoducho 1 x Q' (E* — E,), kde Q' (E* — E,) je pocet stavov systému A’
prienergii £ = E* — E,.

Zakladny Statisticky postuldt hovori, Ze izolovany systém A* sa nachadza v kazdom zo
svojich moznych stavov s rovnakou pravdepodobnost’ou. Preto pravdepodobnost’ néjst’ A
v stave r je jednoducho tmerna poCtu tych stavov systému E*, pri ktorych je A prave v
kvantovom stave r, Cize

P(r) o Y(E* - E,). (6.2)
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Doteraz bola nasa diskusia obecna. Teraz vyuZijeme skutocnost’, Ze systém A je omnoho
mensi neZ rezervoar A’. V tomto pripade I'ubovol'nd energia F, systému A spfﬁa pod-
mienku

E, <« E*. (6.3)

*

Zlogaritmujeme (6.2) a rozvinieme In Q'(E’) okolo hodnoty E' = E*.
podmienku F, <« E* dostdvame vo vynikajicom pribliZeni, Ze

S ohl’adom na

Oln QY
QY (E*—E,) ~ nQ(E*) - | ———
né¥( ") n()[aE/}’" (6.4)
= InQ(E*) - BE, ,
kde Oln QY
n
= |— . 6.5
5 = 2] os
Derivicia je vypocitana pri fixnej energii E' = E* a preto 3 = (kT)~! je konstantny
teplotny parameter rezervodru A’'.
Zo vzt'ahu (6.4) dostaneme
Q(E*—E,) = Q(E") e P5 . (6.6)

Pretoze Q' (E*) je kon$tanta nezévisld od r, z z posledného vzt'ahu a vzt'ahu (6.2) dostane-
me, 7ze
P(r) = Ce PP, (6.7)

s konstantou umernosti C' nezdvislou od r.

Fyzikalny obsah vysledku (6.2) resp. (6.7) je nasledovny. Ak sa systém A nachddza v
istom konkrétnom stave 7, potom rezervoar A’ sa mdze nachadzat’ v I'ubovolnom z vel'’kého
poctu ' (E* — E,.) svojich dostupnych stavov. Pri analyze Castic v krabici sme sa dozvedeli,
7e poCet stavov ' (E’) je obvykle rychlo rasticou funkciou energie E’, ¢o znamend, Ze 3 v
(6.5) je obvykle kladné. Porovnajme pravdepodobnosti ndjst’ systém A v jednom z dvoch
I'ubovol'nych stavoch, ktorych energie su rozne. Ked’ je A v stave s vyS$Sou energiou, zo
zakona zachovania energie celého systému A* vyplyva, Ze energia rezervodru je nizsia ako
v pripade, ked’ sa A nachadza v stave s nizSou energiou. Preto je ovel’a nizsi aj pocet
dostupnych stavov rezervoaru a aj prislusnd pravdepodobnost’” P,. Kanonické rozdelenie
(6.7) tito uvahu vyjadruje matematicky ako exponencidlna zavislost' P, od E,.

Pravdepodobnost’ (6.7) je vSeobecny vysledok fundamentdlneho vyznamu v Statistickej
mechanike. Exponencidlny faktor e=#Fr sa nazyva Boltzmannov faktor a zodpovedajiica
distribicia pravdepodobnosti (6.7) je tzv. kdnonické rozdelenie. Statisticky stbor fyzikilne
rovnakych systémov, ktoré su v kontakte s rezervodrom zndmej teploty 7', sa nazyva kdnon-
icky stibor. Systémy kanonického suboru si rozdelené medzi svoje mozné stavy s pravde-
podbnost’ou (6.7).

Konstanta imernosti v (6.7) sa ur¢i z normaliza¢nej podmienky

Y Po=1, 6.8)

kde sumujeme cez vSetky moZzné kvantové stavy r systému, teda cez vSetky stavy r vSetkych
moznych hladin E,. Zo (6.7) a (6.8) vyplyva

Cy efPr=1. (6.9)
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Konecne, (6.7) méZeme zapisat’ v tvare
¢—BEr
I

Nech je systém A v kontakte s rezorvoarom teploty 7. Nech ista fyzikdlna veliina y
nadobtida hodnotu y,., ked’ A je v stave r. Potom pre stredni hodnotu veli¢iny y plati vzt’ah

P — (6.10)

L S, e By,
y:ZPryr = W, (6.11)

kde sumdcia prebieha cez vSetky stavy r systému A.

6.2 Paramagnetizmus. Curieho zakon

Kanonické rozdelenie nachddza aplikacie v mnohych fyzikdlne dblezitych situdciach.
Zacneme vySetrovanim magnetickych vlastnosti 14tky zloZenej z N magnetickych atémov,
nachadzajicej sa v magnetickom poli B. Uvazujme najjednoduchsi pripad, ked’ kazdy
magneticky momonet ma spin vel'’kosti /1/2 a s nim spojeny magneticky moment vel’ kosti
wo- Latka je v tepelnej rovnovédhe s rezervodrom, ktorého teplota je 7. Pytame sa, akd je
strednd hodnota priemetu vektora i magnetického momentu na os paralelnd s pol’om B.

Predpokladdme, Ze interakcie medzi jednotlivymi magnetickymi momentami v sku-
manom systéme s zanedbatel'né. Magnetické atomy musia teda byt’ od seba dostatoCne
d’aleko, aby sme v mieste daného atému mohli zanedbat’ magnetické polia od ostatnych at6-
mov mriezky. Tato aproximadcia je zjavne rozumnd, ak sa jednd o riedky plyn magnetickych
atémov alebo o IV magnetickych atémov rozptylenych v nejakej nemagnetickej kvapaline
resp. nemagnetickej tuhej latke. Casto je rozumnd aj vtedy, ked’ sa jednd o kvapalinu alebo
tuhd latku zloZend vyluéne z magnetickych atémov, t.j., ked’ st vzdialenosti medzi sused-
nymi magnetickymi atdémami malé. Vynimkou st feromagnetické latky, v ktorych susedné
magnetické momenty interaguji nielen magneticky, ale aj cez tzv. vymennd interakciu,
ktora je vel'mi silna.

Ak je interakcia medzi magnetickymi momentami zanedbatel' nd, sta¢i nim uvaZovat’
jeden magneticky moment ako maly systém A a vSetky ostatné magnetické momenty spolu
s okolim ako tepelny rezervoar A’ pri teplote T'.

Kazdy atém sa moZe nachddzat' v jednom z dvoch moZnych stavov. V stave (+) je
magneticky moment paralelny s pol’om Ba jeho magnetickd energia je £, = —puoB. V
stave (—), je magneticky moment antiparalelny s pol’om Ba jeho magnetickd energia je
E_ = pogB. Podl'a kanonického rozdelenia (6.10) je pravdepodobnost” P, najst’ atém v
stave (+) dand vzt'ahom

Py = C-elroB (6.12)

Podobne pre pravdepodobnost’ P_ ndjst’ atém v stave (—) dostaneme
P = C.ePmob (6.13)

Vidno, ze Py > P_, pretoZe stav (+) je stav s niz§ou energiou ako stav (—). Konstantu C'
ur¢ime z normaliza¢nej podmienky

P, + P =1. (6.14)
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Odtial )
- eBroB 4 e—BuroB - (6.15)
Pre stredny magneticky moment dostaneme
B eProB _ o—BuoB
i = Pipo) +P-(—ho) = HO BB + ¢—BuoB (6.16)
Vysledok m6Zme prepisat’ aj ako
B
I = pp tanh (5;1‘) , 6.17)
kde B
w = BugB = Z;—T (6.18)
a
w o W
e e

Pre kT > B je w < 1, preto mdZeme urobit’ rozvoje e’ ~ 14+ wae ™™ ~ 1 —w.
Vtedy tanh(w) ~ w a vzt'ah (6.17) sa zjednodusi na

_ 1B

= 0= 6.20
kT (6.20)

pripadne na iz = 0 pre kI’ — oo. Posledny vysledok je fyzikdlnym dosledkom faktu, Ze
pre kT > B je P4+ =~ P_. Jednoducho, pri vysokych teplotich si magneticky moment
vyberd z dvoch moZnych orientécii tplne ndhodne - ma tendenciu chovat’ sa ako v nulovom
magnetickom poli.
Pre kpT < poB je w > 1, takZe e® > e~ . Vtedy tanh(w) ~ 1 a vzt'ah (6.17) sa
zjednodusi na
= po - (6.21)

Tento vysledok vyplyva z toho, Ze pre kgT' < poB je P+ ~ 1 aP_ ~ 0. Pri dostato¢ne
nizkej teplote je teda magneticky moment paralelny s pol'om B, podobne, ako ked’ sa
magnetickd ihla kompasu orientuje paralelne s magnetickym pol'om Zeme. VSimnime si
ale, Ze na to, aby sa magneticky moment naorientoval vylucne paralelne s pol’om B, je
nevyhnutnd pritomnost’ tepelného rezervoaru. Predstavme si hypoteticky, Ze znemoZnime
tepelnd vymenu s rezervodrom v okamihu, ked’ sa magneticky moment nachddza v stave
FE_ = poB, teda antiparalelne s B. V takom pripade magneticky moment zostane v stave
E_ = poB napriek tomu, Ze stav £, = —pugB je energeticky niz§ie. Aby mohol prejst’
do stavu By = —puoB, potrebuje odovzdat’ rezervoaru energiu 2p0B. Ak je vSak tepelne
izolovany, jeho energia £_ = ugB sa zachova nezmenend, nech je B akokol vek silné.
Stredny magneticky moment pripadajici na jednotkovy objem latky je

B
M = Noi = Nopotanh 222 (6.22)
knT

kde Ny je pocet magnetickych momentov v jednotkovom objeme. Pre kpT" < poB je
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a hovorime, Ze magnetizicia je saturovand. Pre kT > 1o B mame

~— _ Noud
M = B. 6.24
TnT (6.24)
V limite B — 0 musi vieobecne platit’ linedrny vz£ah M = x B, kde konstanta y je

magnetickd susceptibilita latky. V naSom pripade vidime, Ze

Nopd
= . 6.25
X kT (6.25)

Zavislost x oc T~ pozoroval pre rozne paramagnetické latky po prvy krat Piere Curie.
Preto je zndma ako Curieho zdkon.

6.3 Stredna energia idealneho plynu monoatomarnych molekul.

Uvazujme idedlny plyn N identickych Castic s hmotnost’ ou m, uzavrety v krabici s
hranami L, L, a L.. V idedlnom plyne je strednd vzdialenost’ medzi molekulami tak
vel'’kd, Ze strednd potencidlna energia vzdjomnej interakcie medzi molekulami je vel'mi
mald v porovnani so sumdrnou strednou kinetickou energiou molekil. Hoci molekuly st
identické, predpokladdme tieZ, Ze kazd4 z nich sa d4 rozliSit' od tych ostatnych v tom
zmysle, Ze ju moZno povaZovat' za maly systém a tie ostatné za tepelny rezervodr. (Tento
predpoklad je splneny pre tzv. nedegenerovany idedlny plyn. Ako sa takato rozliSitel' nost’
definuje kvantitativne ukdazeme neskor, ked’ budeme Studovat’ opacni tzv. degenerovanu
limitu. Zatial' uvedieme len tol'’ko, Ze prakticky vSetky obycajné molekuldrne plyny sud
nedegenerované.)

Predpokladajme, Ze plyn je v rovnovdhe pri teplote 7. VyuZijeme predpoklad ro-
zliSitel'nosti a zameriame sa na jednu molekulu plynu ako na maly systém v kontakte s tepel-
nym rezervodrom ostatnych molekul pri teplote T". Pravdepodobnost’ ndjst’ tito molekulu
v kvantovom stave 7 s energiou ¢, je dand kdnonickym rozdelenim

6_657"
kde 8 = 1/kpT. Strednd energia molekuly plynu je preto dand vzt ahom
. Z e_ﬂETET
g = Z Pre, = W (6.27)
r T

Vsimneme si, Ze
_ 0 _
d e e, = ~33 (Z e ﬁsr) (6.28)

a zavedieme oznacenie
Z= e Per (6.29)

kde Z je tzv. particnd suma . Vzt'ah (6.27) sa potom da prepisat’ ako

_ 10Z 0
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Predpoklad o idedlnosti plynu ndm umoziuje vyjadrit' €, ako energiu vol'nej Castice
v krabici. Najjednoduchsi je pripad monoatomarneho plynu ako napriklad hélium alebo
argén, v ktorom sa kazd4d molekula sklada z jediného atému. Energia €, monoatomarnej
molekuly je len jej kinetickd energia. V tomto pripade je stav r Specifikovany zadanim
trojice kvantovych Cisiel {nz,n,,n.} a

n?n? [ n2 ’nz n?
= — — +—=]. 6.31

Pripadu plynu viacatomdrnych molekil sa budeme venovat’ neskor.
Ked'Ze energia monoatomarnej molekuly je dand vzt'ahom (6.31), jej parti¢nti sumu
mdZeme vyjadrit’ v tvare

_ pren® (ny  ng
Z = ZZZexp [— o fg+ﬁ+ﬁ , (6.32)

Ng Ny Nz Y z
kde sa sumuje cezn, = 1,2,..., a podobne pre n, a n.. Posledny vzt'ah prepiSeme ako
Z=2,2y2, , (6.33)
kde
0o - -
_ ph?a® n}
Z, = Z xp |~ | (6.34)
ng=1 - -
00 B 27
_ ph?a® ny,
z, = Z exp | == =25 | (6.35)
ny=1 L Y]
a
0o _ -
Bh2m? n?
Z, = — —= 6.36
z nz_l eXp i 2m Lg- I ( )

Vypocitame Z,. Pre makroskopicky vel'’ké L, a nie prili§ vel'’ké 3 je koeficient pri n2
vel'mi maly. Preto sa za sebou nasledujice ¢leny sumy liSia od seba len zanedbatel'ne a
sumu mdZeme nahradit’ integralom

[e%9) h2 2,2
zZ, = / exp {—5 il ”fg] dn,, . (6.37)
1/2 2m LCE

Hranicu 1/2 mdZeme nahradit’ nulou, pri¢om sa nedopust ame takmer Ziadnej chyby ak je
koeficient pri n2 vel'mi maly. Dostaneme integral Laplaceovho typu, ktory sa dé I'ahko
vypocitat’ analyticky:

o0 Bh%7m? n?2 2m L,
o [ o[ )@ o

Posledny vzt'ah prepiSeme do tvaru

Ly

Zx :bm7

(6.39)



Statistick4 fyzika 59

kde
2mm

Podobné vysledky dostaneme pre Z, a Z., takze

Z = 22,2, = b3ﬁg/2, (6.41)
kde V = L,L,L,. KoneCne,
_ o) 3, 3V 3 4
f=—2mz= 2 [m (b 63/2)] = 25, (6.42)
alebo 5
g = 5kBT. (6.43)

Stredna kinetickd energia molekuly uZ nezavisi od rozmerov L., L, a L, a je timernd
absolitne;j teplote plynu. K tomuto istému vysledku sme uz raz prisli, ked’ sme analyzovali
idedlny plyn v rdmci klasickej mechaniky

6.4 Stredny tlak idealneho plynu Pubovolnych molekul

Vo stvrtej kapitole sme ukazali, Ze Castica v stave r s energiou €, tlaci na stenu x = L,
silou

F. = —=¢,. 44
aLxs (6.44)

Po ustredneni cez kanonické rozdelenie dostaneme strednu silu

F - Z P’rFr = ZT 6_657" . (645)

T

Posledny vzt ah upravime s vyuZitim vzt'ahu

e 0N =10 [ 5N 10— g 10
2" <‘aszr>—¥@aLx(eﬂ>—gaLxZ” = Far.%

T T x

(6.46)
kde Z oznaluje parti¢nd sumu. Dostaneme
— 11 0 1 0
F=—-—= Z = = InZ. 6.47
3Z 0L, BOLy 647
Dosadime sem vzt'ah (6.41) a mame
1 0 %4 1 0 1 oV 1
= - m(P—r) = V] = — = 4
BoL, “<b 63/2> sor, "V = wvor, = g, O
¢o sa dé pisat’ ako
— T
Foo kel (6.49)
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Doposial’ sme uvazovali plyn monoatomdrnych molekdl. UkdZeme, Ze vzt'ah (6.49)
plati aj pre viacatomarnu molekulu. Pre energiu viacatomarnej molekuly v stave r plati, Ze
er = e 400 (6.50)
kde 5,(016) je kinetickd energia translacného pohybu t'aZiska molekuly a 57@ je vnutromolekuldr-
na energia kmitavého a rota¢ného pohybu atémov molekuly vzhl’adom na t’aZisko moleku-
ly. PretoZe t'aZisko sa pohybuje ako jednoducha Castica s hmotnost’ou celej molekuly, equ)
je opét’ dané vzt'ahom (6.31). Zo vzt ahu (6.31) je zrejmé, Ze translaény pohyb t'aziska je
ovplyvneny rozmermi L, L, a L.. Narozdiel od toho, vnitromolekuldrny pohyb atémov
v molekule nemd preco od rozmerov krabice zdvisiet’, takze 55«1) nezévisiod L, L, a L.
Preto, ked’ dosadime (6.50) do (6.44), dostaneme

0 ' 0

Ustrednenim tejto rovnice cez kdnonické rozdelenie znovu dostaneme vzt’ah (6.49).
Stredn4 sila, ktorou na stenu & = L, pdsobia vietky molekuly, je NF, takZe stredny
tlak je
NF NEkgT N

D = = = — T . . 2
P=1,0. = L.L,L. T (6.52)

Rovnica
pV = NkgT (6.53)

je stavova rovnica idedlneho plynu. Ked’ zapiSeme N ako N = v N,, kde v je pocet mélov
plynu a N, je Avogadrovo &islo, dostaneme

V = vRT, (6.54)

kde
R = N,kp (6.55)

je plynova konsStanta.
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Principy merania absolitnej teploty, tepla a entropie.

7.1 Meranie absolitnej teploty. Boltzmannova konsStanta.

Najprv zopakujeme zdkladné pojmy termometrie. Pod pojmom teplomer sa rozumie
maly makroskopicky systém M, ktorého jeden makroskopicky parameter 6 sa meni, ked’
systém M absorbuje alebo doddva teplo. Parameter § nazyvame termometricky parameter.
Moéze to byt napr. dizka L ortut ového stfpca v kapilare ortut’ového teplomera. Ak je
teplomer M v tepelnom kontakte so systémom A, po dosiahnuti tepelnej rovnovahy sa
jeho termometricky parameter nastavi na hodnotu § = 64. Hodnota 6 4 sa nazyva teplota
systému A vzhl’adom na konkrétny teplomer.

Nulté veta termodynamicka hovorf, Ze systém A je v tepelnej rovnovahe so systémom B
(nevymieniaju si teplo), ak plati, Ze 0 = 6 4. Naopak, systémy A a B si teplo vymienaju, ak
0p # 0 4. Teplo pritom teCie so systému s vic¢Sou teplotou do systému s menSou teplotou.,
napriklad z A do B ak 0 > 6,4. Tieto empirické zdvery sme v predchddzajicom texte
odvodili aj pomocou teoretickych metdd Statistickej fyziky, pricom tdlohu empirickej teploty
0 prevzala absoliitna teplota I" definovana ako

1 0lnQE)
kel f=—F%r— (7.1)

oF
Tvrdenie, Ze systém A je v tepelnej rovnovahe so systémom B ak T4 = T'g, teda uZ nema
empiricky charakter, a podobne aj tvrdenie, Ze energia te¢ie z A do B ak Ty > Tp.
Definicia (7.1) dava do priameho vzt ahu mikroskopicky pojem poctu dostupnych stavov
a makroskopicky pojem teploty, pravdaZe za predpokladu, Ze absoliitna teplota je pristupna
makroskopickému meraniu. Zdklad pre merania absolitnej teploty poskytuje akykol vek
dostatoCne spol’ahlivy teoreticky vzt ah, do ktorého vstupuje teplota T' pripadne parameter
(. Napriklad stavovd rovnica idedlneho plynu,

oV = vN.kpT , (7.2)

umoziuje uréit’ kT, ak pozname tlak p, objem V' a mélové mnozstvo v idedlneho plynu.
Postup mdZe byt nasledovny. Malé mnoZstvo plynu sa uzavrie do vhodnej nddoby a uro-
bia sa vhodné technické opatrenia aby objem plynu V' zostdval konStantny nezdvisle od
toho, akd hodnotu ma tlak p. Ide tu o tzv. plynovy teplomer pracujici pri konStantnom
objeme, priCom termometrickym parametrom teplomera je tlak plynu p. Privedieme tento
teplomer do kontaktu s meranym systémom A a po¢kame, kym medzi nimi nastane tepel-
nd rovnovaha. Teplotu systému A, vyjadrend ako kpT4, ur¢ime tak, 7e zmeriame (napr.
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ortut ovym tlakomerom) tlak plynu v teplomeri, p = p4, a potom kg4 vypocitame zo
stavovej rovnice.

V praxi je vyhodnejSie namiesto merania energie k7’ merat’ priamo absolttnu teplotu
T tak, Ze absolitnu teplotu meraného systému porovname s absolitnou teplotou vhodne
zvoleného Standartného systému. Postup je nasledovny.

Ide o to zvolit’ Standartny systém v Standartnom makrostave, ktorému sa definitoricky
pripiSe urcitd hodnota absolitnej teploty. Podl'a medzindrodnych dohdd bola ako Stan-
dartny systém zvolend Cista voda a ako Standartny makrostav vody bol zvoleny makrostav,
v ktorom sud tuhd, kvapalnd a plynnd forma vody (I'ad, kvapalnd voda a vodnd para) vo
vzajomnej rovnovahe. Tento makrostav, zndmy ako trojny bod vody, bol vybrany preto, Ze
je len jedind hodnota tlaku a jedind hodnota teploty, pri ktorych vSetky tri formy vody mo6Zzu
koexistovat’ vo vzdjomnej rovnovédhe. Na teplotu systému teda neméa vplyv ani to, v akych
relativnych mnozstvach sa v iom I'ad, kvapalina a para nachadzaji. Trojny bod vody preto
poskytuje vel'mi presne reprodukovatel ny Standart teploty. Podl’a medzindrodnej dohody z
r. 1954 bola trojnému bodu vody pripisand absolttna teplota 7; s hodnotou

T, = 273,16. (7.3)

Téato zvlaStna vol'ba bola motivovand snahou, aby takto definovand teplotnd stupnica o
najlepsie stihlasila s inou, historicky starSou teplotnou stupnicou.

Ciselni hodnotu absoliitnej teploty akéhokol' vek systému moZeme ziskat’ nasledovne.
Privedieme plynovy teplomer do tepelného kontaktu s meranym systémom A a po dosi-
ahnuti tepelnej rovnovahy zmeriame tlak plynu p. Dostaneme hodnotu p = pa. Po-
tom privedieme plynovy teplomer do tepelného kontaktu s nejakym inym systémom B.
Pockame si na tepelnd rovnovahu a zmeriame tlak plynu v teplomeri. Dostaneme hodnotu
p = pp. Zo stavovej rovnice plynu vidno, Ze absolitne teploty 74 a T's musia byt pri
fixovanom objeme v tom istom pomere ako tlaky p4 a pp, teda

Ta _ pa (7.4)
s  pB
Predpokladajme, Ze systém B je prave voda v trojnom bode (teda T = 1}) a Ze teplomer
v rovnovahe s tymto systémom ukazuje tlak p;. Absoliitna teplota systému A ma potom
hodnotu

Ty = T, 24 = 97316 24 | (1.5)
Dt Dt

Pre takto urcent absolitnu teplotu sa zaviedla jednotka s ndzvom stupeni Kelvina (alebo
jednoducho Kelvin), ktorej oznacenie je °K (Casto sa pouZiva len K). Teplota vody v
trojnom bode ma z definicie hodnotu

Ty = 273.16 stupiiov Kelvina , (7.6)

takze

T4 = 273.16 P4 stupiiov Kelvina . (1.7)
bt

Definicia (7.6) fixuje Ciselnt hodnotu konstanty kp v energii kg7'. Hodnotu kp moZeme
urcit’ zo stavovej rovnice idedlneho plynu. Staci vziat’ ¥ mélov idedlneho plynu pri teplote
trojného bodu vody 7; = 273.16, zmerat’ objem plynu V a tlak plynu p a zo stavovej
rovnice (7.2) vypocitat’ plynovi konsStantu R = N, kp. Vysledok tohto postupu je

R = 8.31434 JK 'mol™! . (7.8)
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Konecne, zo vztahu kg = R/N, a z Avogadrovho &isla
N, = 6.02252 x 10** molekil/m6l (7.9)
(urceného nezdvisle pomocou Faradayovej elektrolyzy) dostaneme
kg = 1.38054 x 10723 JK—1 | (7.10)

¢o je Boltzmannova konStanta.

Poznamenajme, Ze absolidtna teplota bola povodne najprv definovand empiricky na zak-
lade Guy-Lusacovho zdkona. Guy-Lusacov zdkon hovori, Ze objem V idedlneho plynu sa
pri konStantnom tlaku p meni s teplotou ¢ (meranou v stupiioch Celzia) podl'a vzt’ahu

Vo= Vo (1491, (7.11)

kde V{ je objem plynu pri teplote ¢t = 0°C' a

1

—_— 7.12
273.15°C (7.12)

’7:

je empiricky urcend konStanta, platnd pre idedlny plyn I'ubovol'ného druhu molekil. Zo
vzt'ahu (7.11) vidno, ze

V — 0 pre t — —273.15°C, (7.13)

z ¢oho vyplyva, Ze niZ§ia teplota ako —273.15 °C' nemozZe existovat’. Absolitnu teplotu je
teda moZné definovat’ vzt’ahom

T = (273.15 4 t) stupnov Kelvina . (7.14)

Zo stavovej rovnice idedlneho plynu pri konStantnom tlaku vidno, Ze objem V' pri
teplote 1" a objem Vj pri teplote 7§ sd viazané vzt ahom

Vv T
= = —. 7.15
o T T (7.15)

Ked’ do (7.15) dosadime Ty = 273.15 °C a vzt'ah (7.14), ziskame spiat’ Guy-Lusacov
zékon.

7.2 Teplo, vniitorna energia a tepelna kapacita. Ich meranie.

Najprv si pripomenieme prvi vetu termodynamickd. UvaZujme dva I'ubovol’ né makroskopické
systémy A a A’. Oznacme energie systémov A a A’ symbolmi E a E’. Za predpokladu, Ze
celkovy systém A* = A + A’ je izolovany od okolia, plati, Ze

E + E' = E* = const, (7.16)

kde E* je energia celkového systému A*. Predpokladajme najprv, Ze systémy A a A’ sd
od seba oddelené a ich energie si E; a E,. Potom umoZnime vzdjomny tepelny kontakt,
nasledkom ktorého sa ich energie zmenia na Ey a E} PretoZe plati (7.16), plati aj

E; + E; = Ef + E}. (7.17)
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Odtial
Ef — E; + E; — E; =0 (7.18)
resp.
Q+Q =0, (7.19)
kde
Q = E; — E (7.20)

je teplo absorbované systémom A a
Q = E} - E] (7.21)

je teplo absorbované systémom A’. Prikladom takychto systémov mdZu byt dva plyny,
ktoré st od seba oddelené pevnou ale tepelne vodivou prekdzkou. Alebo, A by mohol byt’
kus kovu ponoreny v systéme A’, ktorym je voda.

Uvazujme d’alej pripad, ked’ su systémy A a A’ od seba tepelne izolované, ale mdzu
si vymienat’ energiu konanim mechanickej prace. Napriklad, moZe sa jednat’ o dva plyny
oddelené od seba pohyblivym ale tepelne izolujiicom piestom. Ak st tlaky plynov rézne, na
piest pdsobi sila, ktord ho posunie o urcitd vzdialenost’, takZe sa vykond mechanicka prica.
pracu na plyne s mens$im tlakom, ktorému sa tym zvy$i vnitornd energia. Obecne moZeme
znovu zapisat’, ze

E; — E; + E} — El =0 (7.22)

resp.
W+ W =0, (7.23)

kde
W = Ey — E; (7.24)

je mechanickd praca vykonand systémom A’ na systéme A a
W' = E} - E; (7.25)

je mechanickd praca vykonand systémom A na systéme A’.
Predchéddzajiice ivahy moZzeme zobecnit' na pripad, ked’ si systémy A a A’ mdzu
vzdjomne vymietat teplo a mdzu aj konat’ pracu. Vtedy

Ef —FE =Q+ W (7.26)
a
E; —E =Q + W, (7.27)
alebo obecne pre jeden systém
AE = Q + W. (7.28)

Vzt'ah (7.28) vyjadruje zdkon zachovania energie termodynamického systému. Hovori, Ze
vnutornd energiu systému modZeme zmenit' tak, Ze mu doddme teplo a/alebo vykondme na
tom pracu. Teplo a praca v iom vystupuji ako formy energie liSiace sa sp6sobom prenosu.
Z historickych dévodov sa vzt'ah (7.28) nazyva aj prvd veta termodynamickd.

Prv4 veta termodynamickd poskytuje zdkladny princip pre meranie energie systému ako
aj pre meranie mnoZstva dodaného tepla. Najprv vysvetlime, ako sa dd vnitorna energia
merat’ pomocou elektrického merania.
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Uvazujme systém A, ktory sa skladd z vody v nadobe a z elektrickej $piraly (elektrick-
ého odporu), ktora je ponorend do vody a zapojend na jednosmerny zdroj napétia. Ak na
elektricky odpor pripojime napitie V' a nechdme nim pretekat’ prid I pocas doby At, zdroj
vykona elektrickd pracu

W =V IAt. (7.29)

Téato praca sa prostrednictvom zohriateho elektrického odporu odovzd4 vode, ktorej sa tym
zvysi vnutornd energia. Zvysenie vnttornej energie vody sa prejavi zvySenim jej teploty,
ktord meriame teplomerom. Predpokladdme, Ze odber energie teplomerom je zanedbatel' ne
maly v porovnani s elektrickou pracou a jeho vplyv zanedbavame. Zmeny objemu a tlaku
vody, spdsobené jej ohrevom mdZeme zanedbat’, takZe makrostav vody je (pri konStantnom
objeme a tlaku) Specifikovanym jedinym makroskopickym parametrom - jej teplotou 7.
V tomto pripade nie je nutné aby to bola prdave absolitna teplota, takZze pod symbolom T’
mdZeme rozumiet” absolitnu teplotu alebo I'ubolnd empiricki teplotu (napr. dizku stipca
ortuti v ortut’ ovom teplomeri, udand v centimetroch).

Ozna¢me symbolom E strednd vniitornt energiu vody v makrostave s teplotou 7'. Sym-
bolom E, ozna¢ime stredni vnitornd energiu vody v nejakom $tandartnom makrostave
$pecifikovanom urcitou teplotou 7,. Hodnotu E, mdZeme poloZzit' rovnid I'ubovol’ nému
¢islu, napriklad nule. Zaujima nés otdzka, akd je strednd vnitorna energia £ — F, vody,
merand vzhl’adom na Standartny makrostav, ak sa voda nachddza pri teplote T'.

Aby sme mohli na tito otazku odpovedat’, systém A musi byt tepelne izolovany od
okolia. Startujiic z makrostavu s teplotou T}, vykoname ur¢itd elektricki pracu W = VIAt
pust’anim elektrického pridu cez odpor. Potom pockame, kym sa ustdli termodynamicka
rovnovdha a zmeriame elektricku teplotu 7. Ked’Ze k zmene vniitornej energie vody doslo
vyluéne vykonanim elektrickej prace, z prvej vety termodynamickej (vzt'ah 7.28) vyplyva,
Ze

E—-E, =W =VIAt. (7.30)

Tymto sme uréili hodnotu E odpovedajiicu teplote 7. Experiment mdZeme zopakovat’
mnoho krat, vykonajic zakaZzdym urcité mnoZstvo elektrickej prace. Ziskame tak z4vislost’
E(T) pre energie E > E,. Podobne mdZeme namerat’ aj E(T') pre E < E,, ked’ zatneme
merat’ pri urCitej teplote 7' mensej ako 7, a postupne zmeriame mnoZstvo prace potrebnej
na privedenie vody spdt’ do makrostavu a s teplotou 7;,. Tymto sp6sobom mdZeme teda
odmerat rozdiel E(T') — E, ako funkciu teploty 7' v §irokom rozsahu teplot.

Experiment moZeme teraz roz$irit' na meranie tepla, ktoré sa zo systému A prenesie
do systému B, ked’ sa A a B dostand do tepelného kontaktu. Systém B moze byt kus
pevnej latky alebo nddoba s nejakou kvapalinou pripadne nddoba s plynom. Tepelny kontakt
so systémom A sa realizuje tak, Ze sa systém B (napr. kovovy blok) dotyka nddoby s
vodou zvonku. Elektrickd praica W = VIAt sa teda stdle kond len na systéme A (na
vode) a systém B moze ziskat' energiu len absorpciou nejakého mnoZstva tepla Qp zo
systému A. Pritom sa predpokladd Ze systém A nekond na systéme B Ziadnu mechanicki
pracu (objemovi zmenu vody zanedbdvame) a naopak, ani B nesmie mat’ moZnost’ konat’
mechanickd pracu na systéme A pripadnym zva¢Sovanim svojho objemu.

Predpokladajme, Ze zatneme z nejakého pociatocného makrostavu a, v ktorom je cely
systém A 4+ B v termodynamickej rovnovédhe a teplomer ukazuje teplotu 7,. Vykoname
urditd elektrickd praicu W = VIAt, systém A+ B dosiahne novy termodynamicky rovnovazny
stav b a teplomer ukdaZe teplotu 73. Pytame sa, aké mnozstvo tepla () 5 absorboval systém
B v tomto procese.



66 Kapitola 7.0

Kombinovany systém A + B je izolovany od okolia. Preto zo vzt’ahu (7.28) vyplyva,

Ze vykonand praca W = V I At sa spotrebuje vyluéne na zmenu vntitornej celého systému
A+ B, t].

W = AE4 + AEp (7.31)

kde AE 4 je ndrast strednej vniitornej energie systému A a AE g je ndrast strednej vntitornej
energie systému B. PretoZe na systéme B sa nekona Ziadna praca, musi platit’, Ze

AEp=Qp, (7.32)

t.j., Ze vnitorna energia systému B nardstla len vd’aka absorpcii tepla zo systému A. Z
poslednych dvoch vzt ahov dostaneme

Qp = W—-AE,4. (7.33)

Praca W vykonana zdrojom napitia sa da priamo merat’. V praxi sa viacSinou pouZiva
systém A vel'mi maly v porovnani so systémom B v tom zmysle, 7e AE 4 < AEp ateda
AE 4 < Qp. Vtedy sa (7.33) zjednodusi na vzt ah Qg = W. V obecnej$om pripade sa d4
najprv v samostatnom experimente zmerat' zmena vniitornej energie AFE 4, zodpovedajtica
zmene teploty z T, na Tj. Potom sa ()5 da urcit’ priamo zo vzt'ahu (7.33).

DoleZitou charakteristikou termodynamického systému je jeho tepelnd kapacita. UvaZzu-
jme makroskopicky systém, ktorého makrostav je Specifikovany jeho absoliitnou teplotou
T a sadou d’al’Sich makroskopickych parametrov, ktoré oznacime symbolom x. Napriklad,
x mdzZe byt tlak alebo objem systému. Predpokladajme, Ze pri urcitej teplote T° doddme
systému infinitezimdlne mnoZzstvo tepla @(). V ddsledku toho sa teplota systému zmeni o
infinitezimalnu hodnotu dT', ktora zavisi od typu uvazovaného systému (napr. ¢i je to pevna
latka alebo plyn, ¢i je to plyn monoatomdrnych alebo viacatomarnych molekdl, ...) a tiez
od parametrov 1" a x Specifikujicich makrostav systému. Pomer

_ (adq
C, = <dT>x (7.34)

sa nazyva tepelnd kapacita systému. Index x tu explicitne oznacuje tie paramete systému,
ktoré pri dodavani tepla @ () drzime konStantné (napr. objem alebo tlak). Zdoéraznime znovu,
ze C,, je vo vSeobecnosti funkciou parametrov 7" a z, t.j. C,, = C (T, z). Tepelnd kapacita
(7.34) musi zavisiet' aj od vel'kosti uvaZovaného systému. Za predpokladu, Ze systém je
latkovo homogénny, je uZitocné definovat’ tepelnd kapacitu pripadajicu na jeden mol latky,

1, 1/aQ

kde v je pocet mélov létky v systéme. Casto tieZ hovorime o moldrnom mernom teple alebo
skrtene o mernom teple.

Oznacenie d@() sa pouziva namiesto oznaCenia d() zdmerne. Napriklad, symbol dT°
oznacuje infinitezimalne maly rozdiel medzi dvomi teplotami systému, povedzme medzi 75
a Ty1. Podobne, dV je rozdiel medzi dvomi objemami systému, dp je rozdiel medzi dvomi
tlakmi systému, a takisto moZeme pouZit’ aj symbol d.S pre entropiu systému S a symbol dE
pre vnitornd energiu systému £. Nemd vSak zmysel hovorit’, Ze d( je infinitezimalne maly
rozdiel medzi dvomi "teplami"systému, pretoZe teplo ) narozdiel od veli¢in T, V,p, Sa FE
necharakterizuje stav systému. M4 teda zmysel pisat’ vztah T, — T, = f;;b dT pre rozdiel
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dvoch tepldt systému v makrostavoch a a b, ale je nespravne pisat’, Ze |, g ;’ adQ = Qp— Q-
Ak sme systém priviedli z makrostavu a do makrostavu b dodanim urcitého mnoZstva tepla
Q, spravne je pisat’ fab aQ = Q.

Najjednoduchsia je situdcia, ked’” vSetky vonkajSie parametre systému (napr. objem)
drzime pri dodavani tepla @ () koStantné. V tomto pripade sa na systéme nekond Ziadna
prica a z prvej vety termodynamickej ostdva, Ze

adQ = dE . (7.36)
Vtedy je
_ [(dQ\ _ (dE
. (5) - (5),

kde index = oznacuje externy parameter, ktory drZzime konstantny. Napriklad, pre strednui
energiu v molov idedlneho plynu monoatomarnych molekil sme v Siestej kapitole dostali
vzt'ah

E =v %Nak:BT. (7.38)

Molérne merné teplo plynu pri konstantnom objeme je teda

1 (dE 3
= - (—=) = SNykp = 1247 JK 'mél—1. .
Ccy y (dT)V 5 kB 7J mo (7 39)

7.3 Zmena entropie pri malom prenose tepla, princip merania
entropie

Uvazujme makroskopicky systém A s fixovanym objemom a poctom Castic. Entropia
systému je dand vzt'ahom
S = kg mnQ(E), (7.40)

kde F je energia systému a 2(E) je degenerécia hladiny E. Prived’me systém A do tepel-
ného kontaktu s nejakym druhym systémom tak, Ze tento systém odovzda systému A malé
mnozstvo tepla (). Vypocitajme, ako sa meni In Q(E).
Predpokladajme, Ze
Q] < F—Ep, (7.41)

kde FEjy je energia zakladného stavu systému A. Najprv ukdZeme, Ze absoliitna teplota sys-
tému A sa prijatim tepla () zmeni len zanedbatel'ne mdlo, ak je () malé v zmysle nerovnosti
(7.41). Podl'a odseku 4.7 pre I'ubovol'ny makroskopicky systém s f stupfiami volnosti plati
ako rozumny odhad vzt ah

Q(E) x (E — Ey)’ (7.42)

kde f ~ N, je pocet stupiiov vol'nosti systému. Odtial’ a z definicie
I} 0 InQ(F) (7.43)
= ——=1n .
oF

dostaneme, ze

f
E—Ey’

B~ (7.44)
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Ked systém prijme teplo @, tak 3 sa zmeni o hodnotu

_ _ _ BT 5.5 @
kde sme za (3 dosadili odhad (7.44). Odtial
_ |98 Q
AB| = M@‘~’ BE_EO‘<<ﬁ- (7.46)
Pretoze T' = ﬁ, zmenu teploty AT moézeme vyjadrit’ ako
0 1 1 -T Q
AT = — (— )AL = — A = —AB ~ T ——— | 7.47
95 <k35> (T Ry o PR

kde sme za A dosadili vzt'ah (7.45) a za 3 vzt'ah (7.44). Zo (7.47) a (7.41) vidno, Ze
AT < T. (7.48)

Prijatim tepla () sa energia systému zmeni z hodnoty F na hodnotu F + @, takZe sa
zmeni aj In Q(E). Tito zmenu mdZeme vyjadrit’ ako

B 8anQ+1 9?1nQ
- JFE

10p

_ 1OP 42
= 5Q+28EQ +... .

A(nQ) = mQUE + Q) — nQ(E) Q?

2 OF? (7.49)

Uz sme ukdzali, Ze |(0F/0E)Q| < (. Preto mdéZeme na pravej strane vzt'ahu (7.49)
zanedbat’ druhy Clen v porovnani s prvym. Dostaneme

A(lnQ) = BQ (7.50)

resp.

Q
T
Rovnica (7.51) plati pre |Q| < (E — Ep). To vSak neznamend, Ze teplo () nemdze byt
vel'ké Co do absolitnej vel'kosti. Ak predpokladdme infinitezimalne malé @, t.j. Q — dQ,
tak rovnicu (7.51) mdZeme prepisat’ na vzt'ah

AS = (7.51)

aQ

s = — 7.52

T (7.52)

kde dS je infinitezimalne mald zmena entropie spdsobend prenosom infinitezimalne malého
tepla @Q.

Z definicie tepelnej kapacity C,(T) = (@Q/dT),, kde index = oznaCuje fixované

vonkajSie parametre (napr. objem), mdZeme vyjadrit’
adQ = C,(T)dT . (7.53)

a prepisat’ (7.52) do tvaru
aQ _ Cu(T)
d = — =
5 T T

dT . (7.54)
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Predpokladajme, Ze systému A sa postupne doddvajui infinitezimdlne malé mnoZstva tepla
d@ Q. Rovnovazny stav systému A je teplom @ () naruSeny zanedbatel ne, takZe absolitna
teplota T" systému A je pocas procesu doddvania tepla stdle dobre definovana. Za predpok-
ladu, Ze vonkajSie parametre x systému A su pri dodavani tepla fixované, systém A postup-
ne prechddza rovnovdznymi makrostavmi odliSujicimi sa hodnotami stavovych veli¢in T’
a S(T'). Oznalme absolitnu teplotu pociatoného makrostavu ako 7, a absolitnu teplotu
kone¢ného makrostavu ako 7}. Entropia prvého makrostavu bude S, = S(T,) a entropia
druhého makrostavu bude S = S(T3). Rozdiel S, — S, mdZeme vypoditat’ zintegrovanim

vzt'ahu (7.54),
( : To aqQ To C.(T)
Sb - Sa - / T - / T dT 5 (755)
Ta

a

ak predpokladdme, Ze systém preSiel zo stavu s teplotou 7}, do stavu s teplotou 7 mnohymi
za sebou nasledujicimi infinitezimdlnymi zmenami. Toto sa da realizovat’ tak, Ze sa sys-
tém A privedie postupne do kontaktu so sdstavou mnohych rezervodrov s infinitezimélne
odli$nymi teplotami.

Na to, aby sme zo (7.55) vedeli urcit’ absolitnu hodnotu entropie S, potrebujeme poz-
nat’ S, v limite T, — 0. Pri nulovej teplote sa systém musi nachddzat’ v zdkladnom stave s
energiou I/ = Ej. Vidno to aj zo vzt'ahu (7.44), ktory v limite £ — Ej ddva

1
B8 — oo resp. B = kgT — 0. (7.56)

Systém v zdkladnom stave mé len jeden dostupny mikrostav, pripadne relativne maly pocet
dostupnych mikrostavov. V pripade jedného dostupného mikrostavu mame Q(Ey) = 1 a
So = kpInQ(Ey) = 0. Tvrdenie, Ze entropia systému md pri nulovej absoliitnej teplote
nulovii hodnotu, sa nazyva tretia veta termodynamickd. Ked’ to zhrnieme, tak

E—>E,T—0,Q0Q—1,8—0. (7.57)

Ak Q(Ep) > 1, entropia sa v limite 7' — 0 nebliZi k nule ale k nejakej minimélne;j
hodnote Sy = kpIn(Ep). Této hodnota je vSak stile zanedbatel'ne mald v porovnani
s entropiou pri nenulovych teplotich. Pri nenulovych teplotich je totiz InQ(E) ~ f,
nakol'ko Q(E) o (E — FEy)f. Pokial' je hladina Ey degenerovan, stupeii degenericie
je zvycajne relativne nizky. Dokonca aj v extrémnom pripade Q(Ey) ~ f by stédle bolo
InQ(Ep) ~ Inf < f. Tretia veta termodynamickd sa v takom pripade formuluje nasle-
dovne: Ked’ sa teplota systému bliZi k nule, entropia systému sa blizi ku konStante, ktora
nezdvisi od vonkajSich parametrov systému.

Vzt'ah (7.55) implikuje dolezitu vlastnost’ tepelnej kapacity C,.. VSimnime si, Ze rozdiel
Sy — S, na lavej strane vzt'ahu (7.55) musi byt’ nejaké konecné Cislo, pretoze pocet dos-
tupnych stavov je vZdy konecny. To znamend, Ze integrdl na pravej strane vzt'ahu (7.55)
nesmie divegrovat’, ked’ T, — 0. Teplota T' sa v§ak nachddza v menovateli podintegralne;
funkcie, takZe ak integrdl nem4 divergovat’, musi platit’, Ze

Co(T) — 0 pre T — 0. (7.58)

Ttto obecnii vlastnost’ musi mat’ tepelna kapacita I'ubovolnej latky. V nasledujicej kapitole
uvidime, Ze tepelnd kapacita pevnych latok je naozaj pri nulovej teplote nulova vd’ aka tomu,
7e pohyb atémov latky je ovlddany zdkonmi kvantovej mechaniky.
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Ked’ do vzt'ahu (7.55) dosadime tepelnd kapacitu idedlneho plynu pri konStantnom
objeme, Cy = %N kg, dostaneme, Ze

3 Ty

Pre T, — 0 prava strana vzt'ahu (7.59) diverguje, takze vzt'ah Cy = %N kp ocividne
nemdze byt spravny pri nizkych teplotach. Neskor uvidime, Ze pri nizkych teplotach je
potrebné vziat' do tvahy kvantovu nerozliSitel'nost’ Castic. Vtedy aj pre idedlny plyn dos-
taneme Cy (T) — Opre T — 0.



Kapitola 8

Statisticka fyzika klasickych ¢astic.

8.1 Pojem stavu a poctu dostupnych stavov pre klasicky systém.

V predchddzajucich kapitoldch sme vysvetlili principy Statistickej fyziky siboru Castic,
ktorych pohyb sa riadi zdkonmi kvantovej mechaniky. Historicky vSak principy Statistickej
fyziky boli formulované eSte pred vznikom kvantovej mechaniky pre klasické Castice, teda
pre Castice riadené Newtonovymi pohybovymi zdkonmi. Je teda namieste zmienit’ sa aj o
tom, ako sa Statistickd fyzika formuluje pre klasické Castice. DoleZitym vysledkom tejto
formuldacie bude kdnonické rozdelenie pre klasické Castice, ktoré ma uZitocné praktické ap-
likacie. Newtonove pohybové zdkony su len pribliZzenim k presnej kvantovej tedrii. Budeme
sa preto zaoberat’ aj otdzkou, kedy je také pribliZenie opravnené.

Zacneme s tym, ako sa pre izolovany systém klasickych Castic definuji pojmy stav a
pocet dostupnych stavov. UvaZujme najprv jednu Casticu, ktord sa mdze pohybovat’ iba
pozdi kartézskej osi z. Podl'a klasickej mechaniky je stav takejto Zastice Gplne zadany,
ked’ urcime jej polohu z a jej hybnost’ p,. Stav Castice sa d4 zndzornit' geometricky ako
bod {z, p,} v dvojrozmernom priestore kartézskej sustavy osi x a p,. Priestor definovany
kartézskymi osami x a p, sa zvykne nazyvat’ fazovy priestor.

Premenné x a p, sa v klasickej mechanike m6Zu menit’ spojite. PoCet mozZnych stavov
klasickej Castice je preto nekoneCny. Aby sa pocet stavov stal konecny a spocitatel'ny,
rozdelime kartézsku os 2 na malé dseky dizky dz a kartézsku os p, na malé dseky dizky
0p,. Vo fazovom priestore osi x a p, tak vznikne dvojrozmernd siet’ buniek - malych
obdiznikov s plochou

ox 6p, = hg, (8.1)

kde hg je nejaka mald konStanta (s rozmerom momentu hybnosti). Stav Castice mdZeme
zadat’ $pecifikovanim intervalu (x, z + dz), v ktorom sa nachddza sdradnica Castice, a in-
tervalu (p,, px + dpz), v ktorom sa nachddza hybnost’ astice. Inymi slovami, stav Castice
je zadany, ked’ povieme, v ktorej builkke dvojrozmerného fazového priestoru sa nachddza
bod {x, ps }.

Zovseobecnenie na Casticu s tromi stupfiami vol'nosti je zrejmé. Stav takejto Castice
reprezentuje bod so stiradnicami {x, y, 2, p,, Dy, P> } V Sest rozmernom priestore kartézskych
osi x, Y, 2, Pz, Py, P-. Analogickym postupom ako v predchddzajiicom pripade rozdelime
tento Sest'rozmerny priestor na siet’ rovnako vel’kych buniek s objemom

0x 0y 02 6py Opy Op, = h% . 8.2)

Stav Castice bude zadany, ak povieme, v ktorej z buniek tejto Sest’rozmernej siete sa bod
{l', Y, Z,px,py, pz} nachadza.
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Konecne, stav N takychto Castic je bod so stradnicami

{xlaylazla" "INayNazNapxlapylale .. 'p:rN,pyNapzN}

v 6/N-rozmernom fdzovom priestore kartézskych osi z1, Y, Pyns PaN- Opit kai(}ﬁ v/
osi rozdelime na malé tseky, konkrétne os x; na tseky dlzky dx;, os y; na useky dlzky
0y, atd’. Nas 6N-rozmerny fazovy priestor sa tak rozdeli na 6/V-rozmernu siet’ rovnako
vel’kych buniek s objemom

021091021 . . . 0T NOYNOZNOPz, 0Py, 0Pz, - - - 0Pz ODyn OPzy = h03N . (8.3)

Stav N Castic bude zadany, ked’ povieme, v ktorej z buniek tejto siete sa bod

{xlvylazla .. 'xN7yN72N7pZ’17py27pZ3 .. -p:L’NypvapzN}

nachddza. Kazdej z buniek mdZeme priradit’ index r a bunky mdzeme ocislovat’ v ne-
jakom vhodne zvolenom poradi » = 1,2,3,.... NaSu diskuziu mdéZeme teraz zhrnit
nasledovne. Stav systému v klasickej mechanike je zadany, ak povieme, v ktorej bunke r
fazového priestoru sa stiradnice a hybnosti castic systému nachddzaju.

Vsimnime si analégiu medzi stavom systému v klasickej mechanike a kvantovej mechanike.
Bunka r vo fizovom priestore poloh a hybnosti je analogickd kvantovému stavu r v priestore
kvantovych Cisiel ng,, ny,, Ny, Sy - Nays Nyys Nzy, Sz - Energia systému v klasick-
om stave r,

ET = E(ptc17py1apz1 . . 'p$N7pyN7pzN7m17ylvzlv .. -$N7yN7ZN) ) (84)

je determinovand hybnost’ami a polohami Castic v stave r, zatial' o energiu systému v kvan-
tovom stave 7,

E, = E(Ngy, Ny, Nz, Sz -« - Ny s My s Mzns Szn) (8.5)

determinuju kvantové Cisla ng,, iy, , M2y, 82y - - My s Ny Mz s Szpe

Ktoré si dostupné stavy klasického systému? UvaZujme napriklad izolovany plyn N
klasickych Castic v krabici. Nech je systém v danom okamihu v uréitom stave r s energiou
E, danou vzt'ahom (8.4). Castice sa v krabici pohybuji a v ddsledku vzdjomnych zrazok
sa neustdle menia aj ich hybnosti. To znamena, Ze bod

{mlaylazla” ':Cvaszvaxlapylvp,n .. ~pa:N’pyNapzN}

prechddza vo fazovom priestore z jednej bunky do druhej a za vel'mi dlhy Cas zrejme prejde
cez obrovské mnozstvo buniek. Dostupné si mu vSak len tie buiiky, v ktorych ma energia

E(pxlapyple «oPxnsPynsPzns 21, Y1, 21, - - “INayNaZN)

rovnaku hodnotu, pretoZe energia izolovaného systému sa musi zachovavat’. Pocet dostup-
nych buniek Q(E) mdZeme v analdgii s kvantovym opisom nazvat’ degenerdciou energet-
ickej hladiny E(pa,, Pyis Dz - - - Pan s Pyns Pan s T15 Y1, 215 - - - TN, YN, 2N ). Inymi slovami,
tato energeticku hladinu zdiel’a Q(F) dostupnych mikrostavov s réznym 7.

Teraz mozZzeme sformulovat’ zakladny postulat Statistickej fyziky pre klasicky systém.
Izolovany systém sa moZe nachddzat’ s rovnakou pravdepodobnost ou v kazdom zo svojich
dostupnych mikrostavov (v kaZdej z dostupnych buniek vo fazovom priestore). Pravdepodob-
nost’ ndjst’ takyto systém v urcitom mikrostave r je teda 1/Q(E).
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8.2 Kanonické rozdelenie v klasickom pribliZeni

Z predchddzajiceho odseku je zrejmé, Ze keby sme chceli analyzovat’ tepelny kontakt
medzi dvomi klasickymi systémami, mohli by sme to urobit’ presne tak isto, ako sme to uz
urobili pre dva kvantové systémy. Prisli by sme k tym istym definicidm entropie a absoltit-
nej teploty, k tej istej podmienke tepelnej rovnovahy, atd’, ako v kapitoldch 5 a 6. TakZe
je zbytocné to vsetko znovu opakovat’. Zopakujme len, Ze keby sme analyzovali tepelny
kontakt klasického systému s rezervodrom pri absoldtnej teplote 7' = (k3)~!, znovu by
sme nasli, Ze pravdepodobnost’ P, ndjst’ systém v uréitom mikrostave r s energiou E, je
dand kdnonickym rozdelenim

P, o e PE- (8.6)

V tomto pripade sa index r vzt'ahuje na urCitd bunku vo fdzovom priestore, ktorej pris-
lichaju urcité hodnoty koordindt @1, Y1, 21, ... TN, YN, 2N, Pa1s Pyrs Pzt - - - Pans Pyns Pon -
Podobne, oznacenie E,. sa vzt ahuje na energiu

ET‘ = E(pxlvpy17pZ1 "'prapyN7p2N7$1aylazla-'”rNavazN)7 (87)

pretoZe energia klasického systému je funkciou jeho sdradnic a hybnosti.
Pokisme sa vyjadrit’ pravdepodobnost’

P(pxlapylv .. 'pZNal'lvyla e ZN) dpm dpy1 . 'deN d$1 dyl e dZN ) (88)

Ze systém v tepelnom kontakte s rezervodrom sa nachddza v stave, v ktorom m4 prv4 Castica
polohové siradnice z intervalov (1, x1 + dz1), (y1,y1 + dy1), (21, 21 + dz1) a hybnostné
sdradnice z intervalov (pg,, Pz, + dPay)s (Pyis Py + APy, ) (D215 Pz + dpz, ), a podobne
druhd, tretia az N-t4 Castica.

Diferencidly dx;, dy;, dz;, dps,,dp,,, dp., si dostato¢ne malé v tom zmysle, Ze ener-
gia F, sa zmeni zanedbatel'ne, ked’ sa suradnica x; zmeni o hodnotu dz;, siradnica y; o
hodnotu dy;, atd’. Zaroven su ale dostatocne vel'ké v tom zmysle, Ze

dx; > oz, dy; > 0y; , dz; > 0z , dpg; > 0ps, , dpy, > 0Dy, , dp., > 0D,
pre vSetky ¢ = 1,2,... N. To znamen4 Ze diferencidlny objem fazového priestoru
dpz,dpy, . ..dp.ydridy ... dzy
obsahuje mnoho buniek s objemom
0Dz 0Py, - - - 0Dz 0210Y1 ... 02N = h%N . (8.9)

V kaZdej z tychto buniek m4 energia E,. aj pravdepodobnost’ (8.6) priblizne rovnaku hod-
notu. Preto m6Zeme hl’adand pravdepodobnost’ (8.8) vyjadrit’ tak, Ze vynidsobime pravde-
podobnost’ (8.6) ndjdenia systému v danej bunke r ¢islom

dpz,dpy, . .. dp,ydradyy ... dzy /B3N
teda poCtom buniek v objeme dp,, dpy, . ..dp.,dr1dy; ...dzy. Dostaneme vysledok

P(ParsPyrs- - - Pans L1 Y1y - - - ZN)APz, Ay, - . . dpzydzidyy ... dzy

(8.10)
=C e—ﬂE(ml7py1,mpzN,m1,y1,.~ZN)dpmdpyl o dpaydydyy .. dzy
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kde konstanta imernosti C' obsahuje aj konstantu h%N . O nieco kratsi zapis je

P@r... PN, 7. PPy ... dpNdF ... dFy

L (8.11)
= C e PEOL-PNTTN) g dpndFy . dFN
Z normovacej podmienky
/P(ﬁl...ﬁN,Fl...FN)dﬁl...dﬁNdﬁ...dFN =1 (8.12)
vyplyva, Ze
cl = /e—ﬁE(ﬁl---ﬁNﬂ---FNuﬁl...dﬁNdﬁ...dFN. (8.13)

Energiu E(p} ... PN, 71 ... 7n) systému klasickych Castic mdzeme vzdy vyjadrit’ ako
sucet kinetickej energie € a potencidlnej energie U. Pre systémy elektricky neutrdlnych
Castic a pre systémy nabitych Castic, na ktoré nepdsobi vonkajSie magnetické pole, je ki-
neticka energia ¢ iba funkciou hybnosti pi, p> ... py a potencidlna energia U iba funkciou
poldh 71, 7 . .. ¥, kde tvar funkcie U (7 . . . ¥y) zdvisi od typu interakcie medzi Casticami
a od typu vonkajSieho silového pol’a, v ktorom sa nachadzaji. Ked’ dosadime sucet

—

E(ﬁl...ﬁN,Fl...FN) = 8(}91...]7]\[) + U(’I?lT_’)N) (8.14)

do (8.11), vidime, Ze pravdepodobnost’ P(pi ...pN,T1...7N)dp1 .. .dpNdFy ... dFN sa
d4 zapisat’ ako sucin pravdepodobnosti

PPy ...pN)dp1...dpy = C. e PPN g dpy (8.15)
a pravdepodobnosti
P(F...7n)dF ... diy = Cy e PUVTTNgr | diy (8.16)

kde C = C.Cy. Z normovacej podmienky dostdvame
06—1 _ / e PPN g5 . dpN 051 = / e PUTLTN) g dity . (8.17)

Dalej, kinetickd energia systému je si¢tom jednoCasticovych kinetickych energii, teda

er-.pn) = Y () - (8.18)

=1

Z tohto dovodu sa (8.15) faktorizuje na sti¢in jednocasticovych pravdepodobnosti

—Be(P) iy
L e p
P(p)dp = TePPdy (8.19)
Kineticka energia klasickej bodovej Castice s hmotnost'ou m a hybnost'ou p'je
2 2 2
+p, +
e(p) = Pz TPy TP ) (8.20)

2m
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Po dosadeni do (8.19) dostaneme vzt ah

Jé] 2 2 2
—5—(pz+p;+p3)
e 2m \WPz Yy z dp dp dp
P(pz: py; pz) dpe dpy dp: = ——5 (p2+p3+p2) .
[ e @R HrE9D) 4 dp, dp, 8.21)
—(p2+p5+p2)

= (271'771]{:3T)73/2 e 2T dp, dp, dp,

a odtial’ po dosadeni p = mo vzt'ah

— 2 2 2
2kaT> 3/2 —m@i+vi+d)
e

P(vz, vy, v;) dvg dvy dv, = ( 2kpT dv, dvy dv, . (8.22)

m

Posledné dva vzt'ahy si Maxwellove rozdelenie hybnosti a rychlosti. Maxwellove
rozdelenie plati pre individudlnu Casticu v I'ubovol’'nom systéme interagujicich klasickych
Castic, pretoZe nezavisi od vzdjomnej interakcie Castic vo vnutri systému a ani od vonka-
jSieho silového pol'a, v ktorom sa systém nachddza. V prvej kapitole sme Maxwellove
rozdelenie podl’a rychlosti odvodili inym sp6sobom pre idedlny klasicky plyn. Teraz vidime,
Ze plati aj pre klasické systémy s 'ubolvol' nou potencidlnou energiou U (77 ... 7x), teda aj
pre kvapaliny a pevné latky, pokial’ sa ich stavebné Castice dajui povaZovat’ za klasické.

Vrat'me sa eSte k pravdepodobnosti (8.16). UvaZujme na chvil'u idedlny plyn Castic
vystaveny posobeniu vonkajSieho silového pol'a. PretoZe Castice vzdjomne neinteraguju,
potencidlna energia systému je sictom potencidlnych energii jednotlivych Castic:

U(F17F2...FN) = U(Fl)—i-U(Fg)—i-'”—l-U(FN), (8.23)

kde U(7) je potencidlna energia jednej Castice vo vonkajSom silovom poli. Ked’ dosadime
(8.23) do (8.16), vidime, Ze pravdepodobnost’ (8.16) sa faktorizuje na sicin jednocasticov-
ych pravdepodobnosti

P(A)di = feeﬂxﬁ; . (8.24)
Predpokladajme, Ze Castice sa nachddzaji v gravitatnom poli Zeme. Vtedy
U(F) = mgz, (8.25)
kde z je vzdialenost’ Castice od zemského povrchu. Zo (8.24) mame
P(2) o ¢ FoT (8.26)

Ked’ posledni rovnicu prendsobime strednou koncentraciou N/V, dostaneme vzt ah

mgz mgz

n(z) o e *BT resp. n(z) = n(0)e *BT | (8.27)

kde n(z) = NP(z)/V je koncentracia molekul vo vyske z. Formula (8.27) je zndma
barometrickd formula, ktord hovori, ako je rozdelend hustota vzduchu v zdvislosti od vysky
nad zemskym povrchom.

Doposial’ sme mlcky predpokladali, Ze hovorime o systéme bodovych Castic. Ak Casticu
nemdZeme povazovat’ za bodovid, musime okrem hybnosti pjej postupného pohybu vziat’
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do dvahy aj moment hybnosti J stvisiaci s jej vndtornym rotaénym pohybom. V tomto
pripade je kinetickd energia Castice dana vzt'ahom
N R T A (Jg J? J3>

e J) = T TR 2

8.28
2m 2 ( )

kde p,, py a p. st zlozky hybnosti postupného pohybu t'aZiska s hmotnostou m, A, A,
a A, st hlavné momenty zotrvaCnosti Castice a J;, Jy a J, si zloZky momentu hybnos-
ti vzhI’adom na hlavné osi. To znamena, Ze fazovy priestor Castice je definovany nielen
kartézskymi osami p;,py,p:,T,Yy, z ale aj tromi d’al$imi kartézskymi osami J,, J,, J..
Vsetky tvahy, ktoré sme doposial’ v tejto kapitole robili, sa dajd teda I'ahko zobecnit™ pri-
danim osi J;, Jy, a J.. JednoCasticové pravdepodobnost’ (8.19) sa tym zobecni na vzt'ah

. . —Be(p,J)
P, dpd] = 0 dpd]
[ e PN dp d.

(8.29)

ktory sa po dosadeni (8.20) faktorizuje na Maxwellove rozdelenie hybnosti (8.21) a na
rozdelenie momentov hybnosti

-B3 (A2 A2)
dJ, dJ, d
P(Jay Iy, J2) Ay Ay d. = —= JodJydJ.

[e A2+A2+A2)dJ dp.J, dp.. (8.30)

Iz

_a (BT T2
— (2rkpT) 32 (4,4,A4.)7? ¢ %BT<A%+A5+A%> dJ, dJ, dJ, .

8.3 Ekviparti¢ny zakon a merné tepla latok.

Uvazujme klasicky idedlny plyn Castic s hmotnost'ou m a s hlavnymi momentami zotr-
vacnosti A, A, a A,. Celkovd energia Castice je sictom kinetickej energie jej postupného
pohybu a kinetickej energie rotaéného pohybu,

(7, J) = W+2<£+Z+£> . 8.31)
Strednu energiu Castice mdZeme vyjadrit’ pomocou (8.29), (8.21) a (8.30) v tvare
_ [ dpj e e 5T
[dp [dJe” S (8.32)

L _e@d)

— (@rmkpT) " 2mkpT) Y2 (4,4, A.) /2 / dp / AT=(5. Je 157 .
Ked’ teraz dosadime do pravej strany (8.32) vyjadrenie (8.31), vidime, Ze prava strana (8.32)
sa rozloZi na suicet Siestich integralov. Prvy je

<(#.7)

2
(2rmkpT) ™2 (2nkpT) /2 (A, A, A,) /2 / dp / dJ%e‘fﬂ - %kBT,
(8.33)
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druhy je
(2mmkpT) ™/ (2mkpT) %% (A, A A.) /2 / dp / dffieﬁ? - %kBT,
atd’, Siesty je &
(@rmkpT) /2 (2mkpT) ™5/ (A,A,4,) V2 / a7 / df;ie‘ffi’;? = SksT.
(8.35)

Kazdy z tychto integralov ma hodnotu %kBT, o si Citatel' I'ahko preveri sim. Strednd
energiu Castice v idedlnom plyne mdZeme teda zapisat’ v tvare

1
e =/ ghsT, (8.36)

kde f je pocet stupniov volnosti Castice. V pripade bodovej Castice je f = 3 a za takd
mdZeme v dobrom pribliZeni povaZovat’ jednoatomédrnu molekulu. Dvojatomérna moleku-
la tvaru ¢inky ma nulovy moment zotrvacnosti vzhl'adom na os (napr. os z) totoznu so
spojnicou oboch atémov. MoZe vSak rotovat’ okolo dvoch d’al’Sich osi x a y, preto ma
f = 5. Troj a viacatomarne molekuly maji f = 6.

Vysledok (8.36) je matematickym vyjadrenim tzv. ekviparticného zdkona, ktory znie:
Kazdy nezavisly ¢len vo vyjadreni energie (7, J ), ktory je imerny Stvorcu zovSeobecnene;j
stradnice [ide o stradnice p;, py, . .. J, vo vzt'ahu (8.31)], prispieva k strednej energii Cas-
tice rovnakym prispevkom %k pT. Zdoraznime, Ze ekviparticny zakon plati iba pre sibor
klasickych Castic.

Strednt energiu jedného mélu idedlneho plynu rovnakych molekil uddva formula

1
E = NofghsT, (8.37)

kde N, je Avogadrovo ¢islo. Molérne teplo ¢y idedlneho plynu pri konStantnom objeme je

oF 1
Cy = (E)T) Lo 3 f Nokp . (8.38)

UvaZzujme teraz krystalickd pevnd latku. Atémy v krystalickej l4tke st umiestnené v
uzloch kryStalickej mrieZky a ich tepelny pohyb je kmitavy pohyb okolo rovnovaZnych
poldh. V prvom pribliZzeni m6Zeme teda kaZdy atém povaZovat' za trojrozmerny harmon-
icky oscilator, ktorého pohyb je nezavisly od ostatnych oscilatorov. Energia jedného takého
oscildtora je podl'a klasickej mechaniky dand vzt ahom

1 1
W) = 5 (02 +p +p2) + §mw2 (® +y* +27) | (8.39)
kde m je hmotnost’ atému, w je frekvencia kmitov a 7 = (z,vy, z) je vektor vychyl'ky z
rovnovaznej polohy. Ked’ ustrednime (8.39) cez kdnonické rozdelenie, dostaneme vyjadre-
nie pre strednu energiu,

e(p,7)

e~ = = 2\ 5 kT

_e@.r)
[dp [ die T
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Menovatel' v (8.40) mé4 hodnotu (2rmkpT)%/?(2nkpT /mw?)?/2, &o sa da I'ahko overit
dosadenim vzt ahu (8.39) a vypocitanim integrdlov typu f dpy exp[—p2 /2mkpgT) resp.
[25. dzexp|—mw?a? /2kpT]. MoZeme teda (8.40) prepisat’ do tvaru

- _3)2 [ 2mkpT 2 > S (= —e(p,7@) /kpT
g = (2rmkpT) —_— dp | dre(p,r) e =WH/FBE (8.41)

mw?

Prava strana (8.41) sa po dosadeni (8.40) rozloZi na stcet Siestich integrdlov. Prvy je

—3/2 .
(2rmkpT)~3/? (mf) / dj / g Vo ekt _ %kBT, (8.42)
mw

druhy je

omkpT\ /2 2 , 1
(27Tm/<;BT)3/2< B ) / dp / df'% o—c@R/kpT _ 5 kT,  (8.43)

mw?

atd’, Siesty je
orkpT\ /2 1
(27rmk:BT)‘3/2( mkn ) / dp / df gmu?s? ¢ POMT = D kT (8.44)

KaZdy z tychto integrdlov ma hodnotu %k: BT, €o si Citatel' 'ahko overi vypoctom. Opét
sa teda stretdvame s ekviparticnym zdkonom: Kazdy nezavisly Clen v celkovej energii
(8.39) prispieva k strednej energii klasickej astice rovnakym prispevkom %k‘ BT, pretoze je
umerny Stvorcu zovSeobecnenej stiradnice.

Stredna energia jedného atomu v krystalickej latke je teda

1
=26 3 kpT = 3 kT (8.45)
a strednd energia krystalu zlozeného z N, atémov je
E = 3N, kpT. (8.46)

Konecne, merné teplo takého krystalu je

dE
== — == Na . .4
cy ( aT > 3 kp (8.47)

Vzt'ah (8.47) je tzv. Dulong-Petitov zdkon. P6vodne bol najprv objaveny experimentdlne.

8.4 Vplyv kvantovania energie na merné tepla latok.

V predchddzajicom odseku sme vypocitali molarne merné teplo cy idedlneho plynu
rozliSitel'nych klasickych Castic. Pre idedlny plyn rozliSitel'nych jednoatomdrnych molekdil
podl'a vzorca (8.38) plati, ze

cy = g Na kB . (8.48)
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Rovnaky vysledok sme uz raz dostali na zdklade vypoctu, v ktorom sme individudlnu
molekulu vysetrovali ako kvantovomechanickd Casticu v krabici. V idedlnom plyne ro-
zlisiteI'nych bodovych Castic teda kvantovanie kinetickej energie Castice nemd vplyv na
vysledné merné teplo. Vzt'ah (8.48) je potvrdeny experimentdlne pre inertné plyny (He,
Ne, Ar, ...) ako aj pre cely rad inych plynov, zloZenych z jednoatomarnych molekul. Neskor
uvidime, Ze vzt ah (8.48) neplati pre idedlny plyn s tak vysokou koncentriciou Castic, pri
ktorej sa prejavuje ich kvantovomechanickd nerozliSitel' nost’.

Venujme sa teraz idedlnemu plynu, zloZenému z dvojatémovych molekul. Podl'a vzorca
(8.38) je merné teplo takého plynu dané vzt ahom

5
ev = 5 Nokg, (8.49)

pretoZe dvojatomdrna molekula mé okrem troch stupfiov vol'nosti pre postupny pohyb aj
dva stupne vol'nosti pre rotacny pohyb. Experimenty s idedlnymi plynmi dvojatémovych
molekil (napr. Ha, N3, Os,...) naozaj ukazuju, Ze ich merné tepla sa chovaji podl'a vzt ahu
plynu mensia ako 7., jeho merné teplo sa chova podl'a vzt ahu (8.48), to znamen4 tak,
akoby sa plyn skladal z jednoatomdrnych molekdl. Inymi slovami, ak je teplota plynu
mensia ako 7}, dvojatomarne molekuly z nejakého dovodu stratia dva rotacné stupne
vol'nosti a zostanu len tri stupne vol'nosti pre postupny pohyb. Toto zdhadné sprivanie
vysvetlil azZ vznik kvantovej mechaniky, a to nasledovnym sposobom.

Uvazujme molekulu, zloZentd z dvoch rovnakych atémov. Pre jednoduchost” budeme
zanedbdvat’ moZnost’ kmitavého pohybu obidvoch atémov oproti sebe. Molekula m4 teda
tvar tuhej Cinky, na ktorej koncoch su atomy. Ak obidva atémy povaZujeme za hmotné body,
zanedbdvame aj rotacny pohyb molekuly vzhl’adom na os (napr. os z) totoZni so spojnicou
obidvoch atémov, nakol’ko moment zotrvac¢nosti vzhlI’adom na spojnicu dvoch hmotnych
bodov je o¢ividne nulovy. Cinka viak mdZe rotovat’ okolo dvoch d’al'Sich hlavnych osi z a
y. Momenty zotrvaCnosti ¢inky vzhl’adom na tieto osi, A, a A, st dané zndmym vzt ahom

Ay = Ay = 2M1? = (8.50)

kde M je hmotnost' jedného atému a vzdialenost’ medzi atémami (dizka &inky) je 2r. Ro-
tacnd kinetick4 energia Cinky je teda

_ By P
ot = 54, Toa, T 24

(8.51)

kde J, a J,, sii zlozky momentu hybnosti .J vzhI'adom na rotatné osi x a y a J2 = J2 +
Jg je Stvorec momentu hybnosti. V predchddzajiicom odseku sme v stlade s klasickou
mechanikou povazovali J, a Jy, za spojite sa meniace veliCiny. Podl'a kvantovej mechaniky
v8ak Stvorec momentu hybnosti mdZe nadobudat’ len diskrétne hodnoty dané vzt’ahom

J? =nrjiG+1), j=0,1,2,..., (8.52)
takZe aj rotacnd kinetickd energia moZe nadobiidat’ len diskrétne hodnoty

R (5 +1)

Erot = 24 ) j:071727"‘ ) (853)
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Kazd4 diskrétna hodnota €,,(j) je pritom 25 + 1 ndsobne degenerovand, pretoze kvantovy
stav rotacného pohybu charakterizuje okrem kvantového Cisla j aj magnetické kvantové
Cislo my, ktoré pre dané€ j moze nadobuidat’ hodnoty m; = 0, &1, £2,--- £ j.

Energia molekuly v stave uréenom piticou kvantovych &isiel {ng, ny, n., j,m;} je

, R (n2  ny o n? R2j(j +1)
e(ng, ny,nz, j,mj) = oy (Ié + sz + é + A (8.54)
kde prvy Clen je kinetickd energia t'aZiska s hmotnost ou m = 2M a druhy Clen je kinetickd

energia rotacného pohybu. Strednud energiu molekuly vypocitame zo vzt ahu

g = —;ﬂlnz (8.55)
kde
Z Z 2.0 Z e~ el mynzgms) (8.56)
ng=1lny=1n,=1j= Omj——

je parti¢nd suma molekuly. Po dosadeni vzt ahu (8.54) dostaneme, Ze

Z = 2,2, Z. Zyor (8.57)
kde
0o h2x2n2 S h2n2n2 0o 2202
z,=Y Ttz % ¢z S (858)
ny=1 ny=1 n,=1
a

Zrot = Z Z o0 (8.59)

Jj=0mj =—j

Parti¢né sumy Z,, Z, a Z. uz boli vypocitané v Siestej kapitole, kde sme nasli, Ze

m m m
zZ, =/ L, Zy=—_ 1, , 2, =] L.. 8.60
2h2m 3 Y 2m2r3 Y 2h27 3 (8.60)

Parti¢nd sumu (8.59) mdéZeme hned’ upravit’ na tvar

o0

Zror = (25 + 1)e PR (8.61)
j=0

pretoZe energia h2j(j + 1) /2A nezévisi od m; v dosledku Eoho sa suma ZJ”J __j redukuje
na faktor 25 + 1.
Sumu (8.61) najprv vypocitame v limite

B > 1?24 = kpThe (8.62)
kde vzt ahom kpT,or = h> /2A definujeme charakteristicku teplotu T}..¢. V tejto limite
= %G _phlin
Zrot = Z(Qj +1)e 24 o~ / dj(2j + e
=0 0 (8.63)

oo 2
:/ dr e P33T — 2A/R*3,
0
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kde sme presli k integrovaniu cez spojitd premennd j a pouZili substiticiu j(j + 1) = «.
Prechod k spojitej premennej j je dobrym priblizenim, ak 3h2%j(j + 1)/2A < 1, pretoZe
. 25 +1) . s .
vtedy sa funkcia e~ St pre dve susedné hodnoty j 1iSi len zanedbatel'ne a d4 sa po-
vaZovat' za spojitd. Samozrejme, nerovnost 3h%j(j + 1)/2A < 1 nebude splnena pre
vel'mi vel’ké hodnoty j. Integrovanim az do j = oo sa vSak vel’ a nepokazi, pretoZe funkcia
02 (5

funkcia e T sa pre vel'ké j rychlo blizi k nule.

Dosadime do (8.55) vysledok (8.63) spolu so vzt'ahmi (8.60). Po jednoduchych vypoc-
toch ndm vyjde pre strednu energiu klasicky vysledok

0 0 3 5
E=——m(Z2,2,) — —InZ.n = =kgT +kgT = kT, 8.64
5 5 n(Z,2,Z2.) gg M2t = kB +kp kB (8.64)

pretoze —a% In Z,,; ddva pre Z,,; = A/h%f3 prispevok kT, zhodny s ekviparticnym
zakonom.
Suma (8.61) sa d4 vypocitat’ aj v opacnej limite

B < kpTror - (8.65)

Vtedy staci vziat’ len prvé dva ¢leny sumy a ostatné Cleny zanedbat’. Dostaneme
Z o~ 14 3e A = 1 43¢ Trod/T (8.66)
Ked’ tento vysledok dosadime do (8.55) spolu so vzt ahmi (8.60), vyjde ndm strednd energia

_ 0 2 3 h? 1
g = —% ln(ZnyZZ) - aiﬂ In Z’rot = ikBT + Z W y (867)
kde druhy clen na pravej strane je prispevok od rotacného pohybu. Tento prispevok je
zanedbatel'ny pre T' < Tyor = K2 /A2 kp a zacina byt vyznamny prave pre T =~ T}.,;.
Pre merné teplo plynu dostaneme zo vzt'ahu ¢y = N, dg/dT vyjadrenia

5
cy = §Nak‘3 pre T > T, (8.68)

. 3 3 (Trot/TQ) Trot/T
cy = §NakB + Ng (3eTror/T + 1)2’ e

Druhy ¢len na pravej strane (8.69) je vSak pre T < T,.,; zanedbatel’'ne maly v porovnani
s teplotne nezavislym ¢lenom 3N, kp/2, takze pre T' < T).,; mame cy = %NakB, co je
v zhode s experimentom Jednoducho, ked’ je typicka tepelnd energia mensia ako kvantum
rota¢nej energie 72 /A2, rotaény pohyb molekiil zanikne.

Vrat'me sa eSte k mernému teplu krystalickej pevnej latky. V predchadzajicom odseku
sme kazdy atom pevnej latky povaZzovali za klasicky harmonicky oscildtor, kmitajtici okolo
rovnovaznej polohy v krystalickej mriezke. Teraz budeme kazdy atém povazovat’ za kvan-
tovy harmonicky oscildtor. Energia kvantového harmonického oscildtora s tromi stupfiami
vol'nosti je

pre T < Toot - (8.69)

a‘:hw<nm+;>+hw<ny+;>+hw<nz+;> (8.70)
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kde ng . = 0,1,2.... PartiCnd suma takéhoto oscildtora je
Z =2, 2,2,, (8.71)
kde
o0
Z, = Y e it/ (8.72)
ne=0

apodobne Z, a Z,. Upravime Z, na tvar

Tw e Ny (1% 1
z, = 8% 3 (e—ﬂhw> _ B I (8.73)
Nz=0

arovnako aj Z, a Z,. Strednd energia oscildtora je

_ 0 0 0 0 0
g = *%hlz = *%hlzx*%lnzy*%lnzz = *?)%hlzx

— —B5 — -
= 385111(6 21—e—ﬂm>_3m(eﬂm—l+2)’

takZe pre merné teplo kryS$tdlu zlozeného z N, takychto oscildtorov dostaneme vysledok

de d 1 1
v = Ng— = 3Ny— hw 5 =
¢ ar = ° dT{ (6&_1+2>}

(hw/kpT)?  he (8.75)

ekBT |

_hw 2
)

V limite kgT >> fiw mdzeme urobit’ rozvoj e™/#8T ~ 1 4+ hw/kpT a vzt'ah (8.75) sa
zjednodusi na

(8.74)

= 3NykB

cy ~ 3Ny kp(1+hw/kpT) ~ 3N.kp, (8.76)

¢o je Dulong-Petitov zdkon, ktory sme v predchddzajicom odseku odvodili pre klasické os-
cilatory. V modeli kvantovych oscilatorov teda Dulong-Petitov zdkon plati v limite vysokych
teplot.

V opatnej limite kpT < hw je e™/#8T > 1. Vtedy zo (8.75) dostaneme vysledok

h{u 2 _ _hw
cy ~ 3Ny kB (k:BT> e *BT . (8.77)
a odtial’
cy — Opre T —0. (8.78)

Posledny vzt’ah suihlasi s predpoved ou, ktort sme v odseku 7.3 ziskali na zdklade obecnych
argumentov. Vzt'ah (8.75) aj s limitami (8.76) a (8.78) odvodil Einstein v roku 1907. Exper-
iment potvrdzuje, Ze pri dostatocne vysokych teplotich sa podl’a Dulong-Petitovho zdkona
chovaju vSetky pevné latky (samozrejme s vynimkou tych ktoré sa pred dosiahnutim takych
teplot roztavia). Experiment tieZ potvrdzuje, Ze cyy — 0 pre ' — 0. Samotny vzt'ah
(8.77) vSak nie je tplne spravny, lebo jeho odvodenie predpokladd, Ze kvantové oscildtory v
krystali kmitajd nezavisle jeden na druhom, ¢o v skutocnosti nie je pravda. Tedriu v tomto
ohl’ade vylepsil Debye, ale s tym sa tu zaoberat’ nebudeme.
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Tepelny a diftiizny kontakt medzi systémami

9.1 Podmienky tepelnej a difdznej rovnovahy. Chemicky poten-
cial.

UvaZujme systém 1 a systém 2. Systém 1 nech sa skladd z N; Castic, ktoré st uzavreté
v objeme V) a ich celkovd energia je 1. Podobne, systém 2 nech sa skladd z Ny Castic,
ktoré si uzavreté v objeme V5 a ich celkovd energia je Ey. Predpokladdme, Ze objemy 1
aj V5 su konStantné (jeden systém nemoZze menit’ svoj objem na tdkor druhého systému).
Predpokladdme tieZ, Ze celkovy systém 1 + 2 je izolovany od okolia. Preto

E = FEy + E5 = const 9.1

N = N; + Ny = const, 9.2)

kde F a N je energia a pocet Castic v systéme 1 + 2.

Nech medzi systémami 1 a 2 existuje vymena energie (tepelny kontakt) aj vymena Castic
(difdzny kontakt). Vtedy mdZeme pocet dostupnych stavov Q(F, N) celého systému 1 4 2
vyjadrit’ ako

QE,N) = > ) (B, N1) Q(E - E,N - Ny), 9.3)
FE1 N1

kde Q1 (E1, N1) je pocet dostupnych stavov systému 1 pri energii F a pocte Castic Ny a
Q2(E2, N2) je pocet dostupnych stavov systému 2 pri energii £2 = F — FE; a pocte Castic
Ny = N — Nj. V désledku vymeny energie a Castic sa vo vzt'ahu (9.3) sumuje cez vSetky
mozné F1 < FaN; <N.

HI'addme, pre ktoré F; a N7 md maximum sucin Qq(E7, N1)Q(E — E1, N — Ny).
Podmienkou extrému je nulovy diferencidl, d(€2;€22) = 0. Odtial’ dostaneme rovnicu

o o 0y 0o
— Qo dE — Qo dN1+Q7 | —= dEy+Qq | —= dNy = 0
<8E1>Nl 2 1+(8N1>E1 2 1+8 (8E2>N2 o+ (8N2>E2 2 )
(9.4)

kde
dE, = —dEy; , dNi = —dN>. 9.5)
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Rovnice (9.5) vyplyvaju z rovnic d(Fy + E2) = 0 a d(IN1 + N3) = 0, ktoré dostdvame
diferencovanim (9.1) a (9.2). Dosadenim (9.5) do (9.4) dostaneme rovnicu

o 00y o 08
— Qo — Q dFE — Qo — O dN;1 =0.
<8E1)N1 : (3E2) v <8N1>E1 : (31\72) ] '
(9.6)
Ked’ ju vydelime sicinom §2;€),, dostaneme
1 8(21> 1 <6Qg> 1 <6Q1> 1 <892>
— | == — | == dFE — | === - | = dN; =0,
Q <8E1 N, 2 \0E: )y, Q\ON )y, @ \ONz /g |
¢o sa dé prepisat’ ako
31n91> (311192) <8ln§21> (811192)
- dFEy + - dN; =0.
< OB, )y, 0B, Jn | ONi ) p, ONy )|

9.7)
PretoZe hodnoty dE; a dN; sa mdZu menit’ vzdjomne nezavisle, rovnica (9.7) plati len ak
su sticasne rovné nule obidva vyrazy v hranatych zatvorkach.
Odtial’ dostdvame

61HQ1) <8IHQQ>
= ) 9.8
< 0B )y, \ 0B )y, ©8)
6ln§21 . 6111{22
< e ) _< s )E ©.9)
resp.
<351 Eq, Ny) ) _ (882(E2,N2)) 9.10)
]\[1 8E2 ]\/'2 ’
0S51(E1, N1) [ 0S2(fa, Na)
< o > - <6N2 N ©.11)

kde S, (El, Nl) =kpln Ql(El, Nl) a SQ(EQ, Ng) =kpln QQ(EQ, Ng) su entropie systé-
mov 1 a 2. Rovnice (9.8) a (9.9) urCuju energiu E; a pocet Castic /N1, pri ktorych nadobida
maximum sucin €y (El, N1)Q(FE — E1, N — Np). V kapitole 5 sme ukézali, Ze fluktudcie
hodnoty F; okolo E1 su extrémne male Podobnym spdsobom by sa dalo dokazat Ze su
extrémne malé aj fluktudcie N; okolo N1 To znamend, Ze ked’ je F; = E1 alNy = Nl,
systémy 1 a 2 sd v tepelnej a diftiznej rovnovahe, nevymienaju si teplo ani Castice s vyn-
imkou extrémne malych fluktudcii. Rovnice (9.10) a (9.11) su teda podmienky tepelnej a
difiznej rovnovahy.
V kapitole 5 sme definovali absolitnu teplotu 7" vzt’ahom

1 [(0S(E,N)
T = (8E>N ©.12)

ktory umoziuje zapisat’ podmienku tepelnej rovnovahy (9.10) v tvare

T =T,. (9.13)
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Teraz eSte zadefinujeme chemicky potencidl p vzt ahom

po_ (OS(E,N)

Pomocou (9.14) méZeme podmienku diftiznej rovnovahy (9.11) zapisat’ v tvare

K1 M2

— = — 9.15

T T (9.15)
resp. v tvare

g1 = p2, (9.16)

ak vezmeme do uvahy aj tepelnd rovnovihu [rovnica (9.13)]. Systémy 1 a 2 su teda v
difiznej a tepelnej rovnovédhe vtedy, ked’ maji rovnaké chemické potencidly a rovnaké
absoldtne teploty.

tencidlom do systému s mens$im chemickym potencidlom. Predpokladajme p; > po a
Ty =Ty =T. Ked'Ze uy # o, medzi systémami 1 a 2 prebieha diftizia Castic. Ked'ze
systémy nie si v rovnovahe, zovSeobecnend entropia S = S + .52 musi narastat’ (d.S > 0).
To znamena, Ze

051 0859
— dN — dNy >0 9.17
<8N1>E1 L <3N2>E2 ? G170
resp.
M1 M2
——dN; — —dN. . 1
T1d ng 0o >0 (9.18)
Pretoze dN71 = —dNy a1y = Ty, = T, dostaneme
1
_T (ul—,ug) dN1 > 0. (9.19)

Absolitna teplota fyzikdlnych systémov je (s vynimkou pripadu nepohyblivych spinov)
vzdy kladnd. Pre T" > 0 a u; > pe z rovnice (9.19) vyplyva dN; < 0, CiZe Castice
teCd z 1 do 2. Vd’aka definicii (9.14) ma teda chemicky potencidl podobni vlastnost’ ako
absolidtna teplota (v kapitole 5 sme ukazali, Ze teplo tecie z 1 do 2, ak 17 > T5).

9.2 Velké kanonické (Gibbsovo) rozdelenie.

Znovu budeme analyzovat’ tepelny a difizny kontakt medzi systémami 1 a 2, tentoraz
za predpokladu, Ze systém 1 mé ovel’a menej Castic ako systém 2. Systém 2 sa vtedy nazyva
rezervodr a v stvislosti s tymto pojmom by si mal Citatel’ zopakovat’ odsek 6.1.

Tepelny kontakt s rezervodrom sme uz analyzovali v odseku 6.1 . Teraz analyzu rozsirime
aj na difdzny kontakt.

Podl'a predchddzajiceho odseku systémy 1 a 2 tvoria spolu izolovany systém s kons-
tantnou hodnotou energie £ = FE; + E3 a konStantnym poctom castic N = Nj + Na.
Pytame sa, akd je pravdepodobnost’ ndjst’ systém 1 v uritom kvantovom stave 7 s energiou
Ey = E,.(N7) apotom Castic V;.

Postupujeme podobne ako v odseku 6.1. Ked’ md systém 1 urcity pocet Castic V7 a
nachédza sa v jednom konkrétnom stave r, pocet stavov celého systému 1+ 2 je jednoducho
1 x Qo(FE2, N3), kde Qa(E2, N3) je poet stavov systému 2 pri energii Fo = E — E,.(Np)
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a pocte Castic N9 = N — Nj. Zédkladny Statisticky postuldt hovori, Ze izolovany systém
1 + 2 sa moéze v kazdom zo svojich dostupnych kvantovych stavov nachddzat’ s rovnakou
pravdepodobnost’ou. Preto pravdepodobnost’ P (N1, 7) ndjst’ systém 1 v stave r s poctom
Castic V7 je jednoducho imernd poctu tych stavov systému 1 4 2, v ktorych sa systém 1
nachddza prave v stave r s poctom cCastic N;. Takze

P(Nl,r) X QQ(E — Er(Nl),N — Nl) resp. P(Nl,T) = CQQ(E — Er(Nl),N — Nl) s

(9.20)
kde c je konStanta imernosti. Obidve strany vzt'ahu (9.20) zlogaritmujeme. Dostaneme
IHP(Nl,T) = 1HC+IHQ2(E—ET(N1),N—N1) . 9.21)

Systém 2 je rezervodr, o znamend, Ze E,(N;) < E a N; < N. Preto mdZeme na
pravej strane rovnice urobit’ Taylorov rozvoj. Dostaneme
InP(Ny,r) =Inc+InQe(E, N)
0lnQy(E, N) 0lnQy(E, N) )
—| - [=E.(V —— . [=N
Bl e E 2R I
kde sme zanedbali ¢leny rozvoja imerné E2? a N? ako aj ¢leny Gimerné este vy$§fm mocn-
inam E, a N;.
Cleny Inc a In Q(E, N) na pravej strane rovnice (9.22) st konstanty nezavislé od E,.
a N;. Cleny za nimi nasledujice mdZeme prepisat’ tak, Ze do nich dosadime definicie

1 01ln Qs 7 01ln Qs
— = - = 2
kT < oFE >N ’ kT ( ON )E ’ ©-23)

kde T" a p su absoliitna teplota a chemicky potencidl rezervoaru. Z rovnice (9.22) po malej
Uprave dostaneme vysledok

(9.22)

Nip—Er(Ny)

P(Ni,r) < e FBT | (9.24)
znamy ako vel'ké kanonické rozdelenie alebo Gibbsovo rozdelenie. Zopakujme, ze P (N1, )
je pravdepodobnost’ najst’ systém 1 v stave r s poctom Castic V7 v situdcii, ked’ je ten-
to systém v tepelnom a difiznom kontakte s rezervoarom, ktorého teplota je 1" a ktorého
chemicky potencidl je p.

Vysledok (9.24) zapiSeme v tvare
Np—Er(N)

P(N,r) = Ce *T | (9.25)
kde C' je kostanta imernosti a index 1 pri N je kvoli jednoduchosti vynechany (IV stile
oznacuje pocet Castic systému, ktory je v kontakte s rezervodrom). Musi platit’ normovacia
podmienka

1 =) P(N,r), (9.26)
N,r
kde suma ide cez vSetky mozné r a N. Z (9.26) a (9.25) dostaneme
1 1
C = N B = Z (9.27)
ZN,T e kT
kde N Bo ()
H— Ly
Z=>e T, (9.28)
N,r

sa nazyva vel'’k4 Statistickd suma.



Statistick4 fyzika 87

9.3 Kbvantové idealne plyny. Fermiho a Boseho Statistika.

V tomto odseku aplikujeme vel'ké kdnonické rozdelenie na pripad idedlnych kvan-
tovych plynov. Idedlnost’ je v tom, Ze interakciu medzi Casticami méZeme zanedbat’ a stav
jednej Castice (energiu, vinovi funkciu) mdzeme urcovat’ nezavisle od ostatnych castic ako
stav jednej Castice v krabici (odsek 4.3). Pod kvantovym plynom zase mame na mysli, Ze
Castice su vzajomne nerozliSitel' né. Preto nie je principidlne moZné vySetrovat’ Statistické
vlastnosti jednej vybranej Castice nezavisle od ostatnych tak, ako sme to robili v odseku 6.3.
V d’alSom odseku uvidime, Ze analyza v odseku 6.3 je aproximdcia vhodna pre riedky plyn.

V dosledku nerozliSiteI'nosti Castic nemdZeme teda vySetrovat’ Statistiku jednej vy-
branej Castice. Ni¢ ndm vSak nebrdni zamerat’ sa na jeden jednocasticovy kvantovy stav
a uvazovat’ ho ako podsystém v difiznom kontakte so zvySkom uvaZzovaného vel'’kého sys-
tému. Vysvetlime tento zdmer podrobnejSie.

Jednocasticovy stav Castice v krabici je tplne charakterizovany zadanim kvantovych
¢isiel {ng, ny, n.}. V pripade, Ze ide o Casticu s nenulovym spinom 5, je potrebné tieZ zadat’
hodnotu priemetu spinu Castice vzhI’adom na vybrand os, napriklad uviest’, aka je zlozka
s, . Jednocasticovy stav r je teda tplne zadany $tvoricou kvantovych ¢isiel {ng, ny, n., s, }
a stav IV Castic je uplne zadany uvedenim NN Stvoric

{n:r:l’nylynzlv S215Mx2, Ny2, M22, 8225+« - Mg N, My N, V2N SZN} .

Tu mdme v dmysle zadat’ stav N Castic inym sposobom, konkrétne tak, Ze povieme, aky
pocet Castic n sa nachddza v kazdom z moZznych stavov {ng, ny, n;, s, }. Cislo n sa nazyva
obsadzovacie ¢islo jednoCasticového stavu {n;,n,,n.,s.} a stav N Castic je zadany vy-
menovanim hodndt obsadzovacich isiel n pre vietky jednoCasticové stavy {ng, ny, n., s; }.

Teraz sa mozeme na jeden vybrany jednoCasticovy stav {n,, ny,n., s, } celého systému
pozerat' ako na podsystém, v ktorom sa nachddza n Castic a ktorého energia je ne, kde
e = €(ng,ny, Nz, 5,) je energia jednej Castice. Napriklad, ak sa jedna o Casticu v krabici s
nulovym magnetickym pol’om, tak

h2?

_ 2 .2 2
€= 573 (ng +mny, +n3). (9.29)

N&s podsystém je vSak v difiznom kontakte so zvySkom celého systému, pretoZe jed-
notlivé Castice moZu prechadzat’ z jedného jednocasticového stavu do iného v ddsledku
slabej medzicasticovej interakcie (pozri diskusiu v odseku 4.4). Obsadzovacie ¢islo n ndsho
podsystému sa teda s asom ndhodne meni. Ulohou §tatistickej fyziky je urCit’ strednd
hodnotu 7 tohoto obsadzovacieho ¢isla. Na vyrieSenie tejto tlohy mdZeme pouzit' vel'ké
kanonické rozdelenie, ktoré mdzeme aplikovat’ na na$ vybrany podsystém, pricom zvySok
systému bude fungovat’ ako rezervodr s teplotou 7" a chemickym potencidlom .
Kénonické rozdelenie (9.25), zapisané pre nas podsystém, bude

1 np—ne

P(n,r) = Z ¢ kpT (9.30)

kde E,(n) = ne je energia n Castic nachddzajicich sa v stave r = {ng, ny,n,,s.}, € je
energia jednej Castice v stave {1y, ny,n, 5.} a

z =S ersT | 9.31)
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je vel'ka Statistickd suma. Sumovanie v (9.31) prebieha cez vSetky dovolené hodnoty ob-
sadzovacieho ¢isla n. Poznamenajme, Ze v (9.31) sa na rozdiel od (9.28) uz nesumuje cez
r, pretoze v (9.31) uvazujeme jedno fixné r = {n,, ny, n., s, }. Konecne, strednd hodnota
7 je dand vzt'ahom

np—ne

m=Y nPnr) = Lgne ot (9.32)

np—ne

n Zn e kBT

Ideme teraz pravu stranu tohoto vzt'ahu vypocitat’.

Najprv sa venujeme pripadu tzv. fermiénov, Castic s polociselnym spinom. Naprik-
lad, elektrén md dve mozné hodnoty spinu (s, = +54/2) a typickym pripadom plynu fer-
miénov je plyn vodivostnych elektrénov v kovoch a v polovodicoch resp. polovodi¢ovych
suciastkach. Existuje fundamentalny prirodny zdkon - Pauliho vylucovaci princip, podl'a
ktorého sa v jednocasticovom stave {n,, n,, n, s, } moéZe nachadzat’ najviac jeden fermion.
Inymi slovami, v pripade fermiénov méZe obsadzovacie ¢islo n stavu {n, n,, n., s, } nadobu-
dat’ hodnoty n =0an = 1.

Vtedy zo vzt ahu (9.32) dostaneme

1 npu—ne Op—0e lp—1e
_ > nomne FBT 0-e*BT 4 1-¢e*BT
n = 1 np—ne = Op—0e lp—1e ’ (933)
anoe kT e *BT ¢ kBT
odkial
n—e
kT
_ eks 1
n= = . (9.34)

E—p

1+e’53%; ekBT +1

Vzt'ah (9.34) sa nazyva Fermiho-Diracove rozdelenie. Fermiho-Diracove rozdelenie urcuje
strednd hodnotu obsadzovacieho ¢isla fermionov v jednoCasticovom stave {n, ny, 12, 5.}
s energiou € = &(ng, Ny, Nz, Sz).

Teraz sa venujeme pripadu tzv. bozdénov, Castic s celoiselnym spinom. Napriklad,
bozénom je atém *He a plyn atémov * He je plyn bozénov. Bozény sa vyznaluji tym, Ze
nepodliehajd Pauliho principu. Inymi slovami, v pripade bozénov mdzZe obsadzovacie ¢islo
n stavu {ng, ny,n, s, } nadobidat’ hodnoty n = 0,1,2,.... V tomto pripade sa vzt'ah
(9.32) konkretizuje na tvar

np—ne

> megne FBT

ﬁ:

(9.35)

np—ne

domeo€ BT

ktorého prava strana sa znovu dd I'ahko vypocitat’. Najprv,

° np—ne © pw—e \ " 1

kT — kT - -
E e "B = E e*B = —s
n=0

n=0

H—E v
kde sme vysumovali geometricky rad za predpokladu e*s7 < 1. Dalej,

oo
E ne
n=0

o0

np—ne q

d o
BT = LI . 9.36
E nz%nq qdqnzzoq T (9.36)
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kde g = e’gls%;. Zo vzt ahu (9.35) tak dostaneme

p—e
kpT 1
= = 9.37)
1—e*BT eksT — 1

Vzt'ah (9.37) sa nazyva Boseho-Einsteinove rozdelenie. VSimnime si, Ze toto rozdelenie sa
od Fermiho-Diracovho rozdelenia (9.34) 1iSi znamienkom minus v menovateli.

Ked’ s¢itame stredné hodnoty 7 v3etkych moZnych stavov {ng, ny,n.,s.}, vysledok
musi byt’ celkovy pocet Castic V. Preto mdZeme napisat’ vzt ah

N= > a, (9.38)

vV ng My, Nz,Sz

kde
e = e(ng,ny,nz, ) (9.39)
a
_ 1
ne) = —— (9.40)
eksT +1

je Fermiho-Diracove resp. Boseho-Einsteinove rozdelenie. V praxi vel'mi ¢asto pozndme
N a nepozname chemicky potencial p. Vzt'ah (9.38) spolu so vzt'ahmi (9.39) a (9.40) nam
umoZiuje vypocitat’ v ako funkciu N a T

Vo vzt'ahu (9.38) sumujeme cez vSetky mozné hodnoty kvantovych ¢isiel {n,, ny, n, s, }.
Toto sumovanie mdZeme nahradit’ sumovanim cez vSetky moZné energie € nasledovne:

N = Q@E)n(e), (9.41)
Ve

kde Q(¢) je degenerécia hladiny &, t.j. pocet jednoCasticovych stavov, ktorych energia je
prave .
Vzt'ah (9.41) sa da upravit’, ak vyuzijeme poznatky z odseku 4.6. Tam sme odvodili
vzt'ah
m (LY 3/2
P = —|—=] (2 9.42
0 =5 (5) @me, ©042)
kde ®(e) je pocet jednolasticovych stavov s energiami < e. TieZ sme vyjadrili pocet jed-
nocasticovych stavov s energiami v intervale (g, + d¢) ako

L3
T 4n2h2

(2m)3/2e25e | (9.43)

kde ®'(g) = d®/de. Vo vztahu (9.41) mdéZeme nahradit’ spektrum exaktnych jednocasti-
covych hladin e(ng, ny, n2, ;) spektrom jednocasticovych hladin ¢ vzdialenych o ekvidis-
tantnd hodnotu de a degeneréciu () mdZeme vyjadrit’ pomocou (9.43). Dostaneme

N = ngél(s)ésﬁ(s). (9.44)
Ve

Poznamenajme, Ze v (9.44) vystupuje symbol gs, ktory sa v (9.43) nevyskytol. Symbol g;
je tzv. spinova degeneracia t.j. pocet spinovych stavov Castice. Vzt'ah (9.43) sme pdvodne
odvodili pre Castice bez spinu (resp. pre Castice s nulovym spinom), kedy je gs = 1. Pre
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Castice s nenulovym spinom je gs odli¥né od jednotky. Napriklad spin vel'kosti (1/2)h ma
dve mozZné orientacie, teda g5 = 2.

Teraz vo vzt ahu (9.44) prejdeme od sumy k integrdlu zémenou ) e — [ de. Dosadime
eSte do (9.44) vzt'ah (9.40) a mame vysledok

o0 1
0 e*sT £ 1
resp.
L3 o0 1
N = go—prz(2m)*? / de e'/? ——— . (9.46)
47'(' h 0 ekBiT :|:1

Integral vo vzt'ahu (9.46) sa neda integrovat’ analyticky, takZe presny tvar funkcie 1 =
w(N,T) sa da z (9.46) ziskat' len numericky. Analyticky vyraz pre p je mozné ziskat' v
urcitych pribliZzeniach, ktoré o chvil'u spomenieme.

9.4 Kbvantovy idealny plyn v klasickej limite. Boltzmannove rozde-

lenie.

Klasickou limitou nazyvame pripad, ked’ je stredna obsadenost’ vSetkych jednocasti-
covych hladin ovel'a menSia ako jedna, teda ked’

n=-—_—<1. (9.47)
e*sT £1
Nerovnost’ (9.47) plati, ak
BT > 1. (9.48)

n = e*sT . (9.49)

tak pre fermiény ako aj pre bozény. Vztah (9.49) sa nazyva Boltzmannove rozdelenie.
Skisme vypocitat’ pre Boltzmannove rozdelenie chemicky potencidl p.
Vzt’'ah (9.46) sa pre Boltzmannove rozdelenie zjednodusi na tvar

I3 o0 p—e
N = gsm@mﬁ/2 / de '/? e*sT | (9.50)
0
Urobime dpravu

L3 TR _—e_

= 95273 (2m)*/2eFsT / de e'/? 5T
0 . 9.51)

B 2
gs47r2h3(m) e (kgT) ; xrte |

pri ktorej sme pouZili substiticiu e/kgT = 22. Integral fooo dr 22 e je integral

Laplaceovho typu a jeho hodnota je /7 /4.
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Po malej dprave mdZeme (9.51) zapisat’ ako

N = “/; ¢F5T (9.52)
kde V = L3 je objem krabice a
_ orh? \ /2
Vo = g5 (kaT> (9.53)

je tzv. kvantovy objem. Z (9.52) dostaneme pre chemicky potencial vysledok

Ve
i = kgTln (Nf) . (9.54)
Zdoraznime, Ze tento vysledok plati pre fermidny aj pre bozény v klasickej limite (9.48).
Vzt'ah (9.48) musi byt splneny pre vsetky energie € vCitane ¢ — (. Odtial’ vyplyva, Ze
(9.54) plati len ak e*/*8T « 1, resp. ak

Vo
N—= 1. 9.55
v < (9.55)

Vsimnime si, Ze aj ked’ uvazujeme klasicku limitu, v ktorej (9.54) plati pre fermiény aj
bozoény, vysledok (9.54) stdle eSte obsahuje faktor spinovej degeneracie g;. Preto pre dva
plyny, ktorych Castice majd rézny spin, dostaneme iné . aj v klasickej limite (napr. plyny
SHea*He).

Konecne, odporicame Citatel' ovi, aby si overil, Ze objem V(; je rddovo rovny hodnote
/\3}9, kde Ap = 27h/+/3mkpT je deBroglicho vinova di7ka &astice s energiou & = %kBT.
To je dovod, preco sa Vg nazyva kvantovy objem. Podl'a podmienky (9.55) sa klasicka
limita dosiahne, ak NV <V, Co znamend, Ze plyn musi byt’ vel'mi riedky.

9.5 Barometricka formula, chemické reakcie, ionizacia plazmy

Uvedieme niekol' ko prikladov diftizneho kontaktu medzi systémami, v ktorych hré dlo-
hu Boltzmannove rozdelenie.

UvaZujme dve nddoby, jednu vo vyske z; nad zemskym povrchom a druht vo vyske
zo > z1. Objemy nddob sui V; a V5. Kazda z nddob obsahuje idedlny klasicky plyn rov-
nakych molekdl s hmotnost’ ou m. Pocet molekiil v nddobe 1 je N7, pocet molekiil v nddobe
2 je No. Rozmery nadob si zanedbatel'né v porovnani s vySkovym rozdielom zo —z1. Vtedy
m4 molekula v nddobe 1 energiu € 4 Uy, kde € je kineticka energia molekuly a U; = mgz;
je potencidlna energia molekuly v gravitatnom poli zeme. Podobne, molekula v nddobe 2
ma energiu € + Uy, kde Uy = mgzs.

Pre molekuly v nddobe 1 m6Zeme Boltzmannove rozdelenie napisat’ v tvare

pr1—(e+Ug) (1 —Uj)—e
nie) = e *BT = kT | (9.56)

pre molekuly v nddobe 2 mame Boltzmannove rozdelenie

ro—(e+U2) (ng—Uz)—e
na(e) = e *BT = e kBT | (9.57)
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Chemické potencidly p; a pg je mozné ziskat’ tym istym postupom ako v predchddzajicom
odseku. Vysledky su

N
g = kpTln <V1VQ1) + U1 (9.58)
1
a
N,
pa = kpTln (VQVQQ> +Us. (9.59)
2

Predpokladajme teraz, Ze obidve nddoby si vzdjomne mdZu vymienat’ Castice (napr. nech
su spojené dutou rirkou). Podmienkou difiznej rovnovdhy medzi nddobami je rovnica

o= s (9.60)

Dosadenim za 11 a po dostaneme znamu barometrickd formulu

n9 —mg(zp—=21)
— = ¢ kBT , (9.61)
ni
ktora dava do vzt ahu koncentraciu Castic no = Na/Va vo vySke z2 s koncentrdciou Castic
ny = N1 /Vi vo vyske z;. Formula sa dd zapisat’ aj ako

P _ (9.62)
b1
kde p = nkpT je tlak plynu. Barometricka formula vysvetl'uje, preco s narastajicou vysk-
ou klesa obsah kyslika v porovnani s obsahom dusika, dé sa vyuZit' pri merani vyskovych
rozdielov, pouZil ju Perrin pri ur¢ovani Boltzmannovej konstanty kg, atd’.
Teraz sa budeme venovat’ chemickym reakcidm. UvaZujme nadobu, v ktorej si zmieSané
idedlne plyny vodika a chléru. Zlucovanie vodika a chléru na chlorovodik prebieha podl'a
rovnice

Hy+Cly = 2 HCIL . (9.63)

Pytame sa, aké budd vysledné koncentracie molekil Hs, Cly a HC'l v zmesi vodika a chléru
v termodynamickej rovnovéhe pri teplote 7.

Ked’ reakcia (9.63) prebieha zI'ava doprava, uvol'iiuje sa vizobnd energia. Oznacime
symbolom U uvol’nend energiu pripadajicu na jednu vzniknutd molekulu H Cl. Na energiu
U modZeme nazerat' tak, akoby sa molekuly HC! v porovnani s molekulami Hs a Cly
nachadzali vo vonkajSom potencidlovom poli s energiou —U, v analdgii s predchddzajtiicim
prikladom molekil v gravitacnom poli. Pre chemické potencidly vSetkych troch zloZiek
zmesi méZeme hned’ napisat’ vzt ahy

N
el = kBT1n< o -VQ,HCZ> ~U, 9.64)
N
pm, = kgTlo (#.VQ,H,Z) , (9.65)
N,
e, = kpTln <5’2.VQ7012> , (9.66)

kde Ngci, Ny, a Ny, su pocty jednotlivych molekil v nddobe s objemom V.
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ZapiSme zovSeobecnent entropiu S zmesi ako stcet entropif vSetkych troch zloZiek:
S = Suci(Nuci) + Su,(Nu,) + Sci,(Newy) - (9.67)
V termodynamickej rovnovahe musi mat’ .S maximum, t.j. dS = 0. Odtial’ mame rovnicu

dSHOl(NHCl)dNHCl n dSw,(NH,) dSci,(Ne, )

AN
dNmey AN, o T T N

dNgi, = 0,  (9.68)

kde derivaciu podl’a poctu Castic robime pri fixovanej energii daného systému (pozri odsek
9.1). Do rovnice (9.68) dosadime

_BHCL _ <dSHCl> PHy _ (dSHz) pety _ <d5012> 9.69)
Ty \dNpci) ' Tw,  \dNm,) = Tci,  \dNcy, '

Ked’Ze v termodynamickej rovnovéhe su teploty vSetkych troch zloZiek rovnaké, dostaneme
rovnicu
prct ANgor + pa, dNg, + pel, dNe, = 0, (9.70)
Ked’ sa (v dosledku chemickej reakcie) Np, a N¢, menia rovnako, pre ich zmeny musi
platit’, Ze
dNpy, = dN¢i, = dN . 9.71)

Musi tiez platit’, Ze celkovy pocet molekil zostdva nezmeneny, t.j.

Np, + Ncgi, + Ngei = const. . (9.72)
Diferencovanim poslednej rovnice dostaneme

dNy, + dN¢i, + dNgeor = 0, (9.73)

takze
dNgcr = —2dN . (9.74)

Dosadime (9.71) a (9.74) do (9.70) a dostaneme, Ze

pHy, + pot, — 2ol = 0. (9.75)
Z poslednej rovnice po dosadeni vzt'ahov (9.64), (9.65) a (9.66) dostdvame vysledok

2
Np,Nci, -2 Vo.uer

— __eHct (9.76)
NE e Vo.u, - Voo

Prav4 strana rovnice zévisi len od teploty, preto pri zadanej teplote musi byt’ I'avd strana v
rovnovaznom stave konStanta nezavisle od toho, aké boli hodnoty Ng, a N¢;, na poCiatku
(pred dosiahnutim rovnovéhy). Napriklad zvySenie poctu molekil vodika v pociatocnej
zmesi bude mat’ za ndsledok pokles poctu nezreagovanych molekiil chléru v rovnovdznom
stave.

Pozrime sa na problém vzniku plazmy. Uvazujme idedlny plyn zloZzeny z N atémov,
uzavrety v nddobe s objemom V. Pri zrdzke dvoch atémov mdZe ddjst’ k ionizécii atd-
mu vyrazenim elektrénu z elektrénového obalu. Vznikne tak vol'ny elektrén a vol'ny idn.
Minimalna energia potrebnd na vyrazenie elektrénu z atébmu sa nazyva ionizacnd energia.
Oznacime ju U. V dosledku ionizé4cie bude postupne narastat’ pocet vol'nych elektrénov N,
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a pocet iénov N, klesat’ bude pravdaze pocet neutrdlnych atémov N,. Pri zrdzkach elek-
tréonov s i6nmi vSak bude dochadzat’ aj k spitnej rekombindcii na neutrdlne atomy, takze
sa nakoniec ustanovi rovnovaZny stav, v ktorom sa stredné hodnoty N., IN; a N, uZ neme-
nia. Nasim ciel’om je vypocitat’ rovnovazne hodnoty N, N; a N, ako funkcie teploty T" a
ionizacnej energie U.

Vypocet je vel'mi podobny predchadzajicej analyze chemickej reakcie. Mame docCine-
nia s tromi systémami v difiznom kontakte, s plynom elektrénov, plynom iénov a plynom
neutrdlnych atémov. Podobne ako pri chemickych reakciach, budeme na energiu U nazerat’
tak, akoby sa neutrdlne atémy nachddzali v potencidlovom poli —U. Chemické potencidly
neutrdlnych atémov, iénov a elektrénov moéZeme teda vyjadrit’ analogicky vzt'ahom (9.64),
(9.65) a (9.66). Dostavame

Nq
Mo = k’BT In <VVQ’CL> - U, (9.77)
Ne
N;

kde uz predpokladame, Ze vSetky tri systémy majui rovnaku absolitnu teplotu 7', k Comu v
rovnovahe nevyhnutne dbjde.

Dalej, v presnej analégii s postupom pri chemickych reakcidch by sme z poziadavky
maxima celkovej entropie S, + S; + .5, dostali rovnicu

ds;](vjj ) dN, + dS;](V]Z‘f) dNe + dei =0, (9.80)
a odtial’ rovnicu
ta ANy + pre dNe + p; dN; = 0. (9.81)
Je zrejmé, Ze platia vzt ahy
N, = N; , N;+ N, = const.. (9.82)
Ich diferencovanim dostaneme, Ze
dN. = dN; = dN = —dN, . (9.83)
Odtial’ a z rovnice (9.81) mame
—Ma + pe +pi = 0. (9.84)

Po dosadeni vzt ahov (9.77) - (9.79) z poslednej rovnice vyjde vzt ah

. U
NelNi -V Voa —pr (9.85)
Na VQ,e VQ,i

Ak sme na zaciatku dali do nddoby NV neutralnych atémov, zo vzt'ahu (9.85) mézeme I'ahko
vypocitat’, aky pocet atébmov (/V;) bude po ustanoveni rovnovahy ionizovany a aky pocet
zostane neutralny. Staci len do (9.85) dosadit’ rovnice

Ne = N;, Ny = N—-N; (9.86)
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a vyriesit' rovnicu (9.85) pre neznamu N;. Citatel’ si I'ahko ndjde presné rie$enie sam.

Vsimnime si jednu zaujimavost’. Vo vzt'ahu (9.85) vystupuje na pravej strane objem
nddoby V. To ale znamend, Ze pri fixovanych hodnotdch 7' a U mb6Zeme zvicSovanim
objemu V' zvicSovat’ pocet i6nov a elektrénov, az kym v limite V' — oo vSetky neutrdlne
atémy nie st ionizované. Citatel' by si mohol rozmysliet’, pre¢o to tak je (najprv si treba
uvedomit’, Ze vo va¢Som objeme elektrén t'azsie stretnd i6n a teda t’azsie rekombinuje).

V praxi je vel'mi uZitocné nasledovné priblizZné rieSenie. S ohl’adom na zanedbatel' ne
maly rozdiel medzi hmotnost’ami i6nu a neutrdlneho atému mézeme v (9.85) polozit’

Voi ~ Vo (9.87)

NN; __U_ N, 1 __u_
NV e kBT resp. — = 4 — e BT | (9.88)
Na VQ,@ Na VQ,e Na

ked’ze N, = N;. Formuly (9.88) st stile vel'mi presné. Teraz budeme predpokladat’, Ze
kpT < U. Vtedy musi byt N; < N, takzZe v (9.88) moZeme poloZit

Dostaneme

N, ~ N. (9.89)

N; [V 1 __u_
ﬁ = VQ N e 2kBT 5 (990)
e

zndmy ako Sahova formula. Na jej dobrd platnost’ sta¢i, aby U bolo len niekol'’ko krat
vicsie ako kpT'. Ked'Ze typické hodnoty U si niekol'ko elektrénvoltov, (9.90) plati aj pri
teplotach niekol'ko tisic kelvinov.

Dostaneme vysledok

9.6 Statistika vodivostnych elektrénov v kove. Fermiho energia
degenerovaného plynu.

Uvazujme najjednoduchsi pripad alkalického kovu ako je napr. sodik. Atém sodi-
ka ma 11 elekrénov, ktoré si rozmiestnené v atdbmovych orbitdloch podl'a schémy 1so,
259,2pg,3s1. Atém sodika ma teda jeden valenény elektron. Ked' sa z atémov vytvori
krystél sodika, valen¢né elektrény prestand byt’ viazané na jeden konkrétny atém. Mo6Zu sa
pohybovat’ po krystali a vo vel’mi dobrej aproximadcii sa chovaji ako kvantovy idedlny plyn
Castic uzavrety v krabici. (Krabicou je teraz priestor krystdlu, stenami krabice sd povrchy
krystalu.) Aj chovanie valencnych elektrénov v inych kovoch je podobné s tym rozdielom,
Ze na jeden atdm modZe pripadat’ viac neZ jeden valencny elektrén. Prejavom vol'ného po-
hybu valen¢nych elektrénov po celom krystali je ich schopnost’ viest” elektricky prad. Preto
ich nazyvame aj vodivostné elektrény.

Vsimnime si, Ze Fermiho-Diracove rozdelenie

_ 1
n(e) = ——— 9.91)
eksT 41
nadobuda hodnotu
nE) ~ 0, (9.92)
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ak hodnota ¢ prevySuje hodnotu g €¢o len o niekol'’ko kg7, resp. hodnotu
ne) ~ 1, (9.93)

ak je hodnota ¢ len o niekol'’ko kpT menSia ako p. V limite 7" — 0 teda plati, Ze Fermiho-
Diracove rozdelenie (9.91) nadobida hodnoty

ne) =1 pre e<p, (9.94)

nEe) =0 pre €¢>p, (9.95)

kde n = p(T = 0) je chemicky potenciél idedlneho kvantového plynu elektrénov pri
nulovej teplote. Zo vzt'ahov (9.94) a (9.95) vidno, Ze energia ¢ = u(7T = 0) je najvysSia
energetickd hladina, ktord je eSte pri nulovej teplote obsadend elektrénmi. T4to energia sa
nazyva Fermiho energia a zvykne sa oznacovat’ symbolom ¢ . OcCividne plati, Ze

N = g, ®(er) . (9.96)

kde ®(ep) je pocet kvantovych stavov s energiami < . Dosadime za ®(¢) vzt'ah (9.42)
a polozime g, = 2. Otocenim vzt ahu (9.96) dostaneme

B2 [3m2N\ %2

Kvoli kvantitativnej predstave dosad’me do (9.97) koncetréciu elektrénov N/V ~ 1.34 x
1022em~3 typicki pre alkalické kovy a hmotnost’ elektrénu m ~ 9 x 1073 kg. Dostaneme
ep ~ 2eVresp. Tp = ep/kp ~ 24000K . Vzt'ahom

EF

T =
F kg

(9.98)
je definovand tzv. Fermiho teplota.

Vzt' ahy (9.94) a (9.95) st presnym vyjadrenim pre Fermiho-Diracove rozdelenie v lim-
ite T — 0. Dostato¢ne dobre vsak platia aj pre nenulové teploty, ak 7" < 1. V praxi sa
bezne stretavame s teplotami 7" < 300K. Pre kovy je teda zvyCajne T' < Tr. To znamena,
Ze v kovoch je moZzné namiesto presného Fermiho-Diracovho rozdelenia (9.91) v dobrom
priblizeni pouZivat' vzt'ahy (9.94) - (9.95) a vzt'ah p ~ u(T = 0) = ep. Idedlny kvantovy
plyn fermiénov v limite 7" — 0 sa nazyva degenerovany Fermiho plyn.

9.7 Merné teplo elektréonov v kove.

Pri analyze mernych tepiel sme sa dozvedeli, Ze pre merné teplo cy tuhej latky plati
Dulong-Petitov zdkon
cy = 3R, (9.99)

kde R = N,kp je plynovd konStanta. TieZ sme sa dozvedeli, Ze merné teplo idedlneho

klasického plynu jednoatémovych molekil je

ev = SR. (9.100)
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Atémy v krystali kovu vykondvajui tepelny kmitavy pohyb okolo svojich rovnovdZnych
poloh a ich merné teplo je dané vzt'ahom (9.99). Ked’ sa zistilo, Ze valencné elektrény nie
st v kove viazané na atémy, ale sa pohybujui v objeme kovu ako idedlny plyn, prirodzene sa
¢akalo, Ze pre merné teplo tohoto idedlneho plynu bude takisto platit’ vzt'ah (9.100). Exper-
iment mal teda potvrdit’, Ze celkové merné teplo kovu je cyy = 3R + 3R/2, v skuto¢nosti
sa vSak pozorovalo

cv = 3R + &, (9.101)
kde 5
1 T 3 (7T
el 2
~ —m?Nykp— = -R|—— 102
¢y = gm Nakp o 2R<3 TF> ©.102)

je prave prispevok od plynu valenénych elektrénov. PretoZe v kove je T' < T, vidno, Ze
cf/l < 3R/2 anaviac, na rozdiel od ¢y = 3R/2 je cf/l funkciou teploty.

Vysledok (9.102) sa da teoreticky vysvetlit pomocou Fermiho-Diracovej distribucie.
Vysvetlenie, pochddzajice od Fermiho, teraz uvedieme. Merné teplo c%,l je definované
vzt ahom

dE

&t = 7 (9.103)

kde
& 1

0 ekBT 4+ 1
je celkovd energia vSetkych /N valencnych elektronov kovu. Dosadenim (9.104) do (9.103)
dostaneme

o d 1 dN
C%l = 2 / dE(I)/(E)Eﬁ T - EFW (9105)
0 eFsT +1

kde sme na pravej strane umelo pridali ¢len —ep dN/dT. Tento ¢len je rovny nule (pretoze
N nezavisi od teploty), ale pomdZe ndm pri d’al'Sich vypoctoch. Dosadime do (9.105)
vzt ah

e 1
N = 2/ de@’(s)? (9.106)
0 eksT +1
a poloZime p ~ €. Dostaneme
o — d 1
St~ k:BT/ ded(c) [sk ;F] a (_F> . (9.107)
0 B e*sT +1
Vyraz
EfEF
d 1 e kBT E—¢€F
dT< —ep ) T e 2 ppT?2 -108)
e kBT 41 |:€IcBT _,_1} B

je vel'mi rychle sa meniaca funkcia energie € v intervale ¢ € (ep — kpT,ep + kgT).
Mimo tento interval je tato funkcia rovna nule pre vSetky €. Pretoze v kovoch je T' <
er/kp,interval e € (ep—kpT,ep+kpT) predstavuje vel'mi izke okolie Fermiho energie.
Z tychto dovodov mdZeme vo vzt'ahu (9.107) pomaly sa meniacu funkciu energie ®'(¢)
nahradit’ konstantou ®’ (¢ ). Dostaneme

o0 x [e.9] x

el 2 /! 2_ € 2 P! 2_ ¢
~ k3T® ~ k3T
v = kT (er) /_ o T e = Rl Er) /_Oo e

kT
(9.109)
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kde sme pouzili substiticiu 2z = (¢ —ep)/kpT a dolnd hranicu integrdlu sme aproximovali
minus nekonecnom, pretoze e” je pre vel'ké zaporné x rovné nule. Integral na pravej strane
je uz len &islo rddovo rovné jednotke (jeho presnd hodnota je 72 /3). Dosadime za ®' (<) zo
vzt'ahu (9.43) a po malej iprave prideme k vysledku (9.102).

9.8 Pauliho paramagnetizmus vodivostnych elektronov v kove.

Elektr6n md spin (1/2)% a s nim spojeny magneticky moment vel'kosti 110, ktory moze
mat’ len dve moZné orientdcie vzhl'adom na vonkajSie magnetické pole B = (0,0, B).
V odseku 6.2 sme sa naucili, Ze pre magnetickd susceptibilitu y systému N spinov plati
Curieho zdkon

_ Nug

= T
Z odseku 7.3 zase vieme, Ze valencné elektrony v kove sa chovaju ako idealny plyn Castic,
tzv. vodivostnych elektrénov. Plyn vodivostnych elektrénov v kove je teda idedlny plyn
pohybujtcich sa elementarnych magnetov. Ked’ na takyto plyn aplikujeme vonkajsie mag-
netické pole, mal by vykazovat’ paramagnetizmus. Keby kazdy elektrénovy spin reagoval
na vonkajSie magnetické pole samostatne (bez vplyvu ostatnych elektrénov plynu), jeho
stredny magneticky moment iz by sme mohli vypocitat’ tym istym spdsobom ako v odseku
6.2. V takom pripade by pre magneticki susceptibilu x¢ vodivostnych elektrénov v kove
platil vzt'ah (9.110). Experiment vSak ukazuje, Ze

2
AR (T) . ©.111)

(9.110)

- kT \TF

Vidno, 7e x® nezdvisi od teploty a je % ndsobne mensie v porovnani s Currieho suscepti-
bilitou (9.110). Z toho vyplyva, Ze elektrény v kove zrejme nereaguji na magnetické pole
nezévisle jeden od druhého.

W. Pauli ukazal, Ze na vysvetlenie experimentalneho vysledku (9.111) staci uvazit, Ze
elektrény sd podriadené Pauliho vylucovaciemu principu. Inymi slovami, elektrény v kove
sa stdle chovajui ako idedlny plyn neinteragujicich Castic v tom zmysle, Ze medzi nimi
nepoOsobia Ziadne sily elektrostatickej alebo magnetickej povahy. Vedia vSak o sebe cez
Pauliho princip, ktory zakazuje, aby v jednom stave {n,n,,n.,s.} bol viac ako jeden
elektrén. Pauliho dvahy teraz uvedieme.

Uvazujme vzorku kovu, v ktorej je N vodivostnych elektréonov. Oznacime symbolom
N stredny polet elektrénov orientovanych paralelne s Ba symbolom N~ stredny pocet
elektrénov orientovanych antiparalelne s B. Plati, Ze

N =N"+ N". (9.112)
Strednd magnetizacia M plynu NV elektrénov je potom dand vzt ahom
M = puo(NT—N") (9.113)

a my potrebujeme vypo&itat N a N . Potencidlna energia elektrénového magnetického
momentu je Ut = —poB v pripade paralelnej orientécie a U~ = poB v pripade antipar-
alelnej orientdcie. Pre celkovi energiu elektrénu v stave {nz, n,,n., s, } plati vzt'ah

et = ¢+ UT, (9.114)
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kde ¢ je kinetickd energia elektrénu. Tu budeme predpokladat’, Ze kinetickd energia elek-
trénu € je dand vzt'ahom (9.29). Ten plati presne pre Casticu v krabici s nulovym magnet-
ickym pol’om, ¢o znamend, Ze vplyv pol'a B na kinetickd energiu € zanedbdvame.
Pauliho princip znamend v pripade vodivostnych elektrénov, Ze pre ne plati Fermiho-
Diracove rozdelenie 1
n(e) = —m——. (9.115)
e*sT 41

Ked’ pouZijeme normalizaént podmienku (9.45) pre N a N, dostaneme

o0 1
Nt = / de®’(e) ——pp (9.116)
0 e kBT +1
a o 1
0 e kBT + 1

Predchddzajice vzt ahy by sme mali dosadit’ do rovnice (9.112) a z nej by sme mali vyratat’
w(T'). Vystacime vSak s priblizenim p(7") ~ 11(0) = ep. Dostaneme

B o0 1 1
Nt_N— = / de®' (¢) < e — ) : (9.118)
0 TEsT TEeT 41

e kBT +1 e kBT

Obidva Cleny v zatvorke moéZeme pre malé 19 B rozvinit' do Taylorovho rozvoja. V limite
slabého magnetického pol’a dostaneme

+ - > / d 1
NT—-N~ ~—-2u B de®’(e)— | - 9.119)
0 eFsT +1

Spomenieme si, Ze v limite 7" < T’» v dobrom pribliZeni plati, Ze

1
— ~ 1 pre e <ep,
e*BT +1

1

E—ep

ekBT +1

d 1
“ \e®sT +1

je nulové vsade s vynimkou vel'mi tizkeho okolia Fermiho energie . Preto mdZeme v
integrali (9.119) nahradit’ funkciu ®’(¢) konstantou ®’(ep) a integral I'ahko zintegrovat'.
Dostaneme

(9.120)
~ 0 pre € >¢cF.

Z toho je zrejmé, Ze derivicia

Nt — N~ = 2uyB® (cf) (9.122)

a konecCne
M = pugB(Nt—=N7) ~ B, (9.123)

kde
x4 = 2udd'(ep) . (9.124)
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Vyjadrime ®'(ex) zo vzt'ahov (9.43), (9.97) a (9.98) a prichddzame k vysledku

3uoN 3 (Nu2\ [ T N2\ (T
W= 2ol 2 () (L) (R0 (L) (9.125)
25F 2 k‘BT TF k‘BT TF

ktory je vel'mi blizky experimentalne zistenému vysledku (9.111). Rozdiel je len v prefak-
tore, ktory ndm vysiel 3/2 a ktory sivisi najmi s tym, Ze sme zanedbali vplyv magnetického
pol'a na kineticku energiu ¢.

Vrat'me sa na zaver eSte raz ku vzt’ahu (9.119) a namiesto (9.120) dosad’'me do (9.119)
klasickd Boltzmanovu limitu

1 1 p—e’
. ~ = kBT (9.126)

—p e'—p
eFsT 11 ekpT

Po jednoduchych vypoctoch, ktoré prenechavame Citatel' ovi ako cvicenie, dostaneme

N
Nt —-N- = H‘;?B (9.127)
a nakoniec )
M N
el _ = = %T (9.128)

¢o je Curieho zdkon (9.110). Vidime teda, Ze faktor 7'/ T vo vysledku (9.125) je ddsledkom
toho, Ze elektrény v kove si degenerovany Fermiho plyn.
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Elemetarny uvod do elektrickej vodivosti pevnych latok

10.1 Castica v periodickej krabici.

Skor ako pristipime k vysvetl'ovaniu elektrickych vlastnosti pevnych 14tok, potrebu-
jeme si vyjasnit’, ako nesie elektricky prid jeden elektrén. V predchddzajicej kapitole sme
uz vySetrovali niektoré vlastnosti plynu valencnych elektrénov v kove. Na tieto elektrony
sme sa pozerali ako na vol'né Castice v krabici, ktorej steny tvoria povrchy krystalu. Aby
elektron niesol elektricky prid, musi sa pohybovat’ nenulovou rychlost' ou. Vypocitajme
strednd kvantovomechanickd rychlost’ pre elektrén v krabici.

Z kvantovej mechaniky vieme, Ze strednd hodnota o I'ubovol’ného kvantovomechanick-
ého operdtora ¢ je dana vzt’ahom

0 = /dF\I/*(F)é\If(F‘), (10.1)

kde ¥(7) je vlnova fukcia Castice, * je poloha Castice a integruje sa cez oblast’, v ktorej sa
Castica mdZe nachddzat’. Hybnost' Castice md v kvantovej mechanike priradeny operator
hybnosti p' = —ihV. Operétor rychlosti je preto ¥ = p/m = —%V. Vypocitajme stredni
hodnotu zlozky
th d
Vg = ——— (10.2)

mdz

Podl'a odseku 4.3 je vinova funkcia Castice v trojrozmernej krabici dand vzt’ahom

U(r) = Asin Kyzsin Kyysin K,z , (10.3)
kde . . -
Ko= fomes Ky = pony s Ko= pone (10.4)
a
ne=1,2,... , ny=12...  n.=12.... (10.5)
Mame teda o d -
_nae U(r) = _Bz y cos Kyxsin Kyysin K,z . (10.6)

mdx
Ked’ dosadime (10.3) a (10.6) do (10.1), dostaneme vzt’ah
_ ihKy o (" . Ly L
Uy = — A drsin K,z cos K x dysin“ K,y dzsin“K,z . (10.7)
0 0 0

m
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Integraly na pravej strane sa dajd I'ahko integrovat’. S ohl’adom na vzt'ahy (10.4) a (10.5)
dostaneme, Ze prvy z integrdlov je rovny nule, takze

T, = 0. (10.8)

Ten isty vysledok by sme dostali aj pre v, a 7. Castica v krabici ma teda nulovi stredn
rychlost’. Toto nie je prekvapujtice, nakol'ko Castica uvdznend v krabici sa mdze (klasicky)
pohybovat’ len tam a spét’. Takdto krabica je v§ak nepouZitel'nd pri vySetrovani vodivosti.

Elektricky prid moZe niest’ len Castica, ktord sa pohybuje. Je samozrejmé, Ze pri merani
vodivosti napr. kovovej vzorky nie je pohyb elektrénov vo vzorke obmedzeny stenami
vzorky, pretoze vzorka je sucast’ou meracieho obvodu. Nato, aby sme sa pri teoretickych
uvahéich zbavili povrchov vzorky, nemusime nast astie uvazovat’ meraci obvod. Stac{ ndm
definovat’ tzv. periodicku krabicu.

Predstavime si, Ze dany povrch krabice je "pripojeny'na povrch na opacnej strane kra-
bice. Elektrén, ktory prichddza k danému povrchu, sa vtedy neodrdza naspit’, ale opust'a
vzorku cez povrch a sicasne do nej vstupuje znova cez povrch na opacnej strane krabice.
Keby bola vzorka jednorozmernd, znamenalo by to nahradit’ tsecku dizky L, kruZnicou,
ktorej obvod je L,. Tato jednorozmernd konstrukcia o¢ividne nem4 trojrozmerny analég v
pripade redlnej vzorky tvaru kvadra, pretoZe nie je moZné spojit’ jeho dve proti sebe stojace
steny suicasne pre vSetky tri pary proti sebe stojacich stien.

Napriek tomu sa matematické zobecnenie d4 urobit’ jednoducho. V pripade jednorozmerne;j
vzorky zatoCenej do kruznice s obvodom L, vlnova funkcia ¥(x) Castice musi spitiat’ peri-
odickd hrani¢ni podmienku W(x) = ¥(x + L, ), pretoZe pri zmene polohy z x na x + L, sa
Castica na kruZnici dostane spit’ do tej istej polohy. Zobecnenim tejto hrani¢nej podmienky
na trojrozmernd vzorku su periodické hrani¢éné podmienky

V(z+ Lz, y,2) = ¥(2,9,2),
U(z,y+ Ly, z) = ¥(z,y,2), (10.9)
\Il(a:vyaz—’_Lz) - \Il(xvyvz)’

zname tieZ ako Born-von Karmanove hrani¢né podmienky.
RieSime teda Schrodingerovu rovnicu pre vol'ni Casticu.

[ d? d? d?

—— -t —-—=+—-—= |V = eV¥ 10.10
ktorej rieSenie spfﬁa hrani¢nd podmienku (10.9). D4 sa overit’” dosadenim do (10.10), Ze
rovnici (10.10) vyhovuje deBroglieho vina

U(F) = AT = Adherethuyeikss (10.11)
s energiou
- h2k?
) = T (10.12)
m

kde k je vel'kost’ vektora k = (ky, ky, k). PretoZe podl'a kvantovej mechaniky | ¥ (7) |2 d
je pravdepodobnost’ ndjst’ Casticu v bode 'z intervalu (7, 7+ dr), vinova funkcia W () musi
spliiat’ normovaciu podmienku

1 = /dF | O(7) %, (10.13)
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kde sa integruje cez objem kvadra L, x L, x L,. Ked dosadime (10.11) do (10.13),
dostaneme, ze A = 1/\/L,L,L, = 1/\/7, kde V = L,L,L, je objem nasej periodickej
krabice. TakZe

1 e
V() = ———e . (10.14)

Vyznam vektora k vidno, ked’ si vi§imneme, Ze vInové funkcia ¥z(7) o< ™" je vlastnd

hodnota operétora hybnosti ]%’ = —ihV, kde p, = —ih%, etc. Naozaj, funkcia

—ihV e = hEeT . (10.15)
Vlastnd hodnota hybnosti Castice v stave etk je teda
7= hk (10.16)

a vlastnd hodnota rychlosti, 7 = p/m, takejto Castice je

v = @ (10.17)

m

Castica m4d teda nenulovi rychlost’ a preto modZe niest prdd. S ohl'adom na (10.16) a
(10.17) mdZeme energiu (10.12) pisat’ aj v tvare

e(k) = =— = Zm?. (10.18)

Vektor k¥ mdZeme interpretovat’ ako vlnovy vektor. Funkcia e’*” je konstanta v kaZdej

rovine, kolmej na k, pretoZe takéto roviny si definované rovnicou k - ¥ = const. Zaroven

je ale funkcia e’ periodicka pozdfi ¢iar rovnobezZnych s vektorom k, pricom periédou je
(deBroglieho) vinova dlzka

27

A= 5 (10.19)

Teraz pouzijeme hrani¢né podmienky (10.9). Dosadime do nich rieSenie W (7) o e g

dostaneme rovnice

ehele — 1 ehvly — 1 | gthale — 7 (10.20)
Tieto rovnice su splnené pre
27 27 27
]{733 = Enz 5 ]ﬁy = L—yny s kz = L—znz s (1021)
kde
ng=0,£1,+£2... , ny,=0,£1,£2... , n,=0,£1,£2... . (10.22)

Vsimnite si, ako sa vzt'ahy (10.21) a (10.22) liSia od vzt'ahov (10.4) a (10.5), platnych pre
obycajnu krabicu.

Zbavili sme sa tispesne odrazov od stien krabice, vd’aka comu Castici prislicha nenulova
rychlost’. V d’alSom eSte budeme potrebovat’ poznat’ odpoved’ na nasledujicu otazku.
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Zvol'me v kartézskej stistave osi k, ky, k. urCity objem vel'kosti A a pytajme sa, kol'ko
dovolenych hodnot k sa nachadza v tomto objeme. Dovolené hodnoty k st dané rovnicami
(10.21) a (10.22). Z nich vidno, Ze dve susedné hodnoty k, sa li§ia o hodnotu 27 /L, a
podobne, dve susedné k,, sa liSia o hodnotu 27/ L, a dve susedné k, sa liSia o 2/L,. Na

jedno dovolené k = (kz, ky, k) teda pripadd v k-priestore objem

2 2 21
<L) <Ly> <Lz) ’ (1023

takZe hustota dovolenych hodnot k (alebo hustota stavov) v k priestore je

! _ LalyLe ) (10.24)

CIGICE

Pocet dovolenych stavov kv objeme A dostaneme vyndsobenim hustoty stavov (10.24)
objemom A:

LoLyL.
(2m)?

V pripade Castic s nenulovym spinom je potrebné pravi stranu (10.25) este ndsobit’ fak-
torom spinovej degenericie gs.

Na zdver este vypocitajme veli¢inu ®(¢), teda pocet stavov s energiou < e. Vypocet
urobime pre periodicku krabicu s hranami L, = L, = L, = L. MySlienka odvodenia je
takd istd ako v pripade obycajnej krabice v odseku 4.6, takZe ju tu neopakujeme. Z rovnic
(10.12), (10.21) a (10.22) mame vzt ah

pocet stavov kv objeme A = A (10.25)

L \2
2 2 2 _ — p2
ng +ny+n; = <27rh> (2me) = R*, (10.26)
kde R je polomer gule v priestore kartézskych osi n,, n, an,. Kvantové ¢isla {n,, ny,n. }
stavov s energiou < e musia spliiat nerovnost’
z —

ny+n,+n? < R, (10.27)

tj. v kartézskej sustave n,, n,, n. tieto hodnoty lezia v objeme gule §WR3. Jedna trojica
{ng,ny,n.} zaberd objem 1 x 1 x 1, takze

4 3 3 3
_ 5™ AL a2 _ T (L 3/2
*©) = ikl T 3 (27rh> @me)™™ = 5 \7p) el (028

Vysledok (10.28) je zhodny s vysledkom (4.37) vypocCitanym pre obycajnd krabicu. V
nasledujuicich odsekoch tejto kapitoly v§ak budeme nevyhnutne potrebovat’ najmi vzt ahy
(10.17) a (10.25), platné len pre periodicku krabicu.

10.2 Zaklady elektrickej vodivosti krystalickych latok.

V tomto odseku vel'mi zjednodusene uvedieme niektoré poznatky z pevnych latok. Za-
meriame sa na krystalické pevné latky, v ktorych st atdémy umiestnené v uzloch periodickej
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mriezky. Pokudsime sa jednoducho vysvetlit’, preco sa niektoré krystalické latky chovaji
ako kovy a iné ako izolanty resp. polovodicCe.

Vezmime najjednoduchsi kov, litium. Atém litia, 3 Li, ma tri elektrény s elektrénovou
Struktdrou 1s2, 2s'. Dva elektrény s opaéne orientovanymi spinmi sa teda nachadzaji na
orbitdli 1s a treti elektron sa nachddza na orbitdli 2s, na ktorom ostdva jedno neobsadené
miesto pre opacny spin. Elektrén na orbitdli 1s ma diskrétnu hodnotu energie, ktort oz-
nacime ;. Energiu elektrénu na orbitdli 2s oznaime €. Plati, Ze €; < €9, diskrétne
hladiny €1 a €2 s teda oddelené energetickou medzerou I/, = €2 — €1.

Uvazujme najprv dva atémy litia. Ak sd od seba vel'mi vzdialené, elektrénovd Struktdra
kaZzdého z nich ostane nezmenend, t.j. v kaZdom z nich su na hladine €; dva elektrony
s opaénymi spinmi a na hladine 9 jeden elektrén s urcitou orientdciou spinu. Zacnime
obidva atémy k sebe pribliZovat'. Ked sa atémy dostani k sebe tak blizko, Ze vinové
funkcie ich elektrénov sa zacnud trochu prekryvat’, prejavi sa Pauliho vylu€ovaci princip.
Ten zakazuje, aby sa dva elektrony nachddzali v tom istom kvantovom stave. Preto sa
kazda z hladin €1 a €9 rozstiepi na dve nové hladiny, ktoré maju vel'mi blizke ale rozdielne
hodnoty. Médme teda dvojicu vel'mi blizkych hladin, pochddzajicu z 1, a dvojicu vel'mi
blizkych hladin, pochddzajticu z €2, pricom energetickd medzera medzi tymito dvojicami je
priblizne F, ~ €2—&1. Naviac, kazd4 z hladin je spolo¢nd obidvom atémom, pretozZe vd’aka
prekryvu elektrénovych obalov uz dany elektron nepatri presne jednému atomu. Oba atémy
maju tak spolo¢nych Sest’ elektrénov. Na dvojici hladin, ktord vznikla rozstiepenim hladiny
€1, sa nachadzaju Styri elektrény, vZzdy dva s opacnym spinom na tej istej hladine. Na
dvojici hladin, ktord vznikla rozstiepenim hladiny €2, sa nachddzaji zvy$né dva elektrény.
Ak tieto dva elektrony maji rovnako orientované spiny, tak jeden obsadi nizsiu a druhy
vysSiu z hladin. V zdkladnom stave obidva elektrény obsadia niZ§iu z hladin s opacne
orientovanymi spinmi a vys$ia hladina zostane vol'na.

Uvazujme teraz N atémov litia, rozmiestnenych v uzloch krystalickej mriezky. Pred-
pokladajme hypoteticky, Ze mriezkovd konStanta tohoto krys$tdlu je tak vel'kd, Ze medzi
atbmami neexistuje Ziadna interakcia, a zaCnime ju postupne zmenSovat. Ked sa vl-
nové funkcie elektrénov susednych atémov zaénud prekryvat’, zacne sa uplatiiovat’ Pauli-
ho princip podobne ako v pripade dvoch atémov, avsak s jednym vyznamnym rozdielom.
V tomto pripade sa diskrétne hladiny €; a €2 rozStiepia kazd4d na N hladin. Z diskrét-
nej hladiny e tak vznikne kvazispojity energeticky pds skladajiici sa z N vel'mi blizkych
hladin. Podobne, rozstiepenim hladiny €2 vznikne d’al’Si energeticky pas, ktory sa tak-
isto sklada z N hladin. Tieto dva pésy st oddelené energetickou medzerou £, ktord je
menSia neZ povodny rozdiel e2 — 1. Opisana situdcia je typickd pre vSetky krysStalické
pevné latky. Hovorime, Ze elektrony v kryStdle maji pasove energetické spektrum, pre-
toZe povodne diskrétne hladiny €1, €2, €3 . . ., charakteristické pre individudlne atémy, sa v
krystéli Stiepia na energetické pasy oddelené energetickymi medzerami.

Energia elektronu povedzme v v-tom energetickom pase je vyjadrend skaldrnou funkciou
£, (k) vinového vektora k. Intuitivne si moZeme predstavit’, Ze zavislost' £, (k) by sa "vyv-
inula"zo zévislosti e(k) = h2k2/2m, keby sme vol'ny elektron vystavili pdsobeniu peri-
odického potenciélu krystalu, ktory sa zapina postupne. Podobne, rychlost” vol'ného elek-
tronu 7(k) = hk/m by sa vtedy zmenila na rychlost’ elektronu v pése v, vl,(k:) Pravdaze,
funkcie EV(E) a ¥, (k) maji vo vieobecnosti zloZitejsi tvar ako funkcie e(k) = h2k2/2m a

—

v(k:) hk /m. Dolezité je, Ze pre I'ubovol'ny krystél zostant platit’ vlastnosti

en(k) = e (—k) , G,(k) = G,(—k), (10.29)
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ktoré mali funkcie e(k) = h2k%/2m a 5(k) = hk/m.
Teraz sa zameriame na vyklad elektrickej vodivosti krystdlu. Stredna rychlost’ elek-
trénov v energetickom pése v je

ip = % Z 7, (k,s.) (10.30)
k,sz

kde N je pocet elektrénov v pdse v a sumuje sa cez vSetkych N obsadenych stavov. Pres-

nejsie, stav elektrénu v pase v je uréeny hodnotou vinového vektora ka priemetu spinu s,

takze suma v (10.30) zahitia N /2 obsadenych hodndt k a dve mozné hodnoty s, pre dané

k. V rovnovéznom stave st stavy k a —k obsadzované rovnako. Vtedy zo vzt'ahu (10.30)

dostaneme 7p = 0, pretoZe 7, (k) = 7, (—k).

Vonkajsie elektrické pole, pokial’ nie je vynimocne silné, nenarusi pasovi Struktiru
krystalu, takZe zdvislosti ¢, (k) a 7, (k) zostand rovnaké ako bez pol'a. Uginok pol'a sa pre-
javi v tom, Ze sa vlnovy vektor k elektronu meni s Gasom ¢ podl'a kvéziklasickej pohybovej
rovnice .

dk =~
hdt = —eF. (10.31)
Inymi slovami, elektrén v pase v pod vplyvom elektrického pol'a E prechddza z jedného
stavu k do d’al’sich. Nato, aby tieto prechody mohli nastat’, musi v§ak mat’ elektrén v pase v
k dispozicii neobsadené stavy. V tplne obsadenom pése sa rovnica (10.31) vobec neuplatni
a podl’a (10.30) je automaticky vp = 0, pretoze kazdy ¢len 17,,(13) je presne kompenzovany
&lenom @, (—k) = — 7, (k).

Vratme sa k prikladu litia. V krystéli litia, skladajicom sa z N atémov, potrebujeme
umiestnit’ do pasového spektra 3V elektrénov. V zdkladnom stave sa najprv zacne zapfﬁat’
najnizsi energeticky pas, ktory vznikol rozstiepenim hladiny ;. Ten obsahuje /N hladin a
na kaZzdej je miesto pre dva elektrény s opaénymi spinmi, spolu 2N vol'nych miest. Tie
uplne zaplni 2N elektrénov. ZvysSnych N elektronov sa umiestni v pdse, ktory vznikol
rozStiepenim hladiny 2. V tomto pése je takisto [V hladin a na kazdej z nich dve vol'né
miesta pre opacné spiny. Preto IV elektrénov zaplni postupne N/2 najnizsie leZiacich hladin
tak, Ze na kazdej budu dva elektrény s opaénymi spinmi. NN/2 vysSie poloZzenych hladin,
kazd4 s miestom pre dva elektrény, ostane nezaplnenych. To je pri€ina elektrickej vodivosti
kovov: Elektrény z obsadenych hladin majui k dispozicii vol'né vyssie poloZené hladiny a
preto je moZzné ich urychl'ovat’ elektrickym pol’ om.

Vyjadrime vodivost’ kovu za predpokladu, Ze energiu valenénych elektrénov mdzeme
zapisat’ v tvare

- h2k?
ec(k) = BEo+ —. (10.32)
2me
Namiesto &, (k) sme pouZili symbol e, (k), kde index v = ¢ pochddza z anglického conducting,
pretoZze valencné elektrény v kove sud elektronmi vodivostnymi. KonStanta E. oznacuje
minimum energie vodivostného péasa gc(I;) a me je tzv. efektivna hmotnost’ elektrénu vo
vodivostnom pdse. Vzt'ah (10.32) je vyjadrenim skutocCnosti, Ze vodivostné elektrény v
kovoch sa v dobrom pribliZzeni chovaji ako vol'né, pricom aj hodnota m,. je v kovoch blizka
hmotnosti vol'ného elektrénu. Rychlost’ vodivostného elektrénu s vinovym vektorom k je
T.(k) = ik , (10.33)

Me
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analogicky ako pre vol'ny elektrén. Derivovanim rovnice (10.33) podl’a ¢asu dostaneme

dip 1 d_ - 1 Lo dk
W = N Z £U,,(k, 83) = N Z VE Uy(k, Sz) E (1034)
k,Sz kysz
Ked' do pravej strany rovnice (10.34) dosadime namiesto z7,,(l§) vzt'ah (10.33) a za %
dosadime z rovnice (10.31), po malej tiprave dostaneme Newtonovu rovnicu
dvp -
— = —eb. 10.35
Me =, e ( )
Pod vplyvom elektrického pol'a teda uz stredna rychlost’ elektrénu v netplne obsadenom
pase v = c nebude nulova. Elektrony zacnd byt urychl’ované a zacne tiect’ prid. V rovnici
(10.35) nie st vSak zapocitané zrazky elektrénov s poruchami krystalickej mriezky, ktoré v
redlnom krystale vZdy existujd. Vplyv tychto zrdzok zapocitava pohybovd rovnica
dvp L MUp

c—= = —eF — , 10.36
m dt © Te ( )

kde ¢len m.Up /7 (tzv. treci ¢len) pochddza od zrdzok a Cas 7, sa nazyva relaxacny cas.
Ked’ kovom pretekd staciondrny prid, znamena to, Ze dv'/dt = 0. Vtedy z (10.36) dostane-

v

me, 7e
- —€Te

ip = E. (10.37)

Me

Strednd rychlost’” ¥p sa nazyva aj driftova rychlost’. Konecne, pre hodnotu elektrického
pridu v kove dostaneme vzt ah

627'677,6

i = —ensip = E, (10.38)
me

kde n. = N./V je koncentrécia vodivostnych elektrénov (V. tu oznacuje pocet valenénych

elektrénov kovu) a

627'671,6

Oe = (10.39)

Me

je mernd elektrickd vodivost’ kovu. V kovoch n. nezavisi od teploty a hodnota 7, s rasti-
cou teplotou mierne klesd, takZe mernd vodivost’ kovu, maximdlna pri nulovej teplote, s
rasticou teplotou mierne klesa.

Este poznamka k fyzikdlnemu vyznamu trecieho ¢lena v rovnici (10.36). Predstavme si,
Ze pole E bolo zapnuté tak dlho, Ze sa ustanovila staciondrna rychlost’ (10.37). Ked’ pole
E zrazu vypneme, rieSenim rovnice (10.36) pre E = 0 bude zévislost’

t

Tp(t) = p(0) e 7 | (10.40)

kde Up(0) je rychlost’ (10.37). Vidime, Ze vp(t) s Casom exponencidlne relaxuje k nule
pri¢om rychlost’ tejto relaxacie urcuje prave relaxacny cas 7.

UVaZUJn’lC teraz material, ktory pri nulovej teplote nemd v pase ac(k) Ziaden elektrén
a pds £, (k) leziaci pod pasom e.(k) ma tGplne obsadeny valenénymi elektronmi. Ako sme
uz uviedli, elektrény v tplne obsadenom pase nemodZe vonkajsie elektrické pole urychht
Takyto materidl je teda izolant. Pds ,(k) sa nazyva valentny pas a iplne vol'ny pds £.(k)
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sa nad’alej nazyva vodivostny pds. Pokial je energetickd medzera F, medzi valen¢nym a
vodivostnym pasom vel'mi Sirokd, materidl zostane izolantom aj pri teplotich réznych od
nuly. Pokial’ je ale energetickd medzera E, dostatoCne uzka, elektrony budi s rasticou
teplotou tepelne excitované z valencného do vodivostného pdsa. Materidl, ktory bol pri
nulovej teplote izolant, sa takto stane vodivym a jeho vodivost’ bude s rasticou teplotou
vel'mi rychlo narastat’. Takéto materidly nazyvame polovodice.

Prikladom izolantu je diamant (zndma forma uhlika), ktory ma E, ~ 5eV, k na-
jzndmejSim polovodi¢om patria kremik (£, ~ 1.1eV), germdnium (£, ~ 0.7eV) a GaAs
(E4 ~ 1.5eV). Aj v tychto materidloch je princip vytvdrania energetického spektra ten isty
ako v popisanom priklade krystalu litia, len samotny opis vzniku pdsov by bol kompliko-
vanej$i. (Napriklad, okrem orbitdlov typu s si obsadzované aj p-orbitdly.)

10.3 Statistika elektrénov a dier v polovodi¢och

Venujme sa elektrickej vodivosti polovodicov. Exciticiou elektrénu z valencného pasu
do vodivostneho pasu vznikne elektrén vo vodivostnom péase a prdzdny stav vo valenénom
pase. Na tento proces mdZeme pozerat ako na vznik diery vo valencnom pdse a vznik
elektrénu vo vodivostnom pdse. UvaZujme valencny pds s jednou dierou v stave K 8%
Takyto valenény pds prispieva k hustote elektrického pridu hodnotou

7= _76 _Z ) (K, 52) (10.41)
k4K
s, =8,

kde —e/V je hustota ndboja elektrénu a sumuje sa cez vietky stavy k, s, valencného pasu
s vynimkou neobsadeného stavu £/, s’.. Vzt'ah (10.41) prepiSeme na tvar

- —e L —e\ , - e -
i=5 Z%(k,sz) - (V) o,(k',s) = V%(k’,s;) : (10.42)
k,s
Vidime, Ze jedna diera vo valen¢nom pdse nesie prid ako Castica s ndbojom +e.
Pre energiu elektrénu vo vodivostnom pése polovodica plati to isté [vzt'ah (10.32) ] ako
pre kov, t.j.
h2k?

2me

ec(k) = E.+ (10.43)

Znovu, F. je minimum energie vodivostného pasu a m, je efektivna hmotnost’ elektrénu.
Energiu elektrénu vo valen¢nom pase, ¢, (k), popiSeme vzt ahom
- R2k?
ev(k) = By, — —, (10.44)
th
kde E, je maximum (vrchol) valenéného pdsu a my, je efektivna hmotnost’ diery. Energet-

ickd medzera
E, = E. - E, (10.45)

sa nazyva aj zakdzany pas.
Vzt'ahy (10.43) a (10.44) st aproximacie, ktoré stacia na popis typického spravania
polovodicov. Vel'mi dobre platia v blizkosti minima vodivostného pasu a maxima valenéného
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pdsu najmé v tzv. priamych polovodicoch (napr. GaAs), v ktorych funkcie sc(k) ae,(k)
maji minimum resp. maximum pre to isté k, teda pre k = 0. Z faktu, Ze pre k=0mai
£c(k) minimum a e, (k) maximum, vyplyva, Ze konStanty m. a mj, musia byt pozitivne.
Typické experimentalne hodnoty si m. = 0.067m a mj;, = 0.44m pre GaAs, me = 0.55m
amy = 0.37m pre germanium a m, = 1.1m a my; = 0.56m pre kremik. Vidno, Ze
na rozdiel od kovov su v polovodicoch efektivne hmotnosti elektrénov znacne odlisné od
hmotnosti m vol'ného elektrénu. To isté plati o efektivnych hmotnostiach dier.

Ideme vypocitat’ (strednd hodnotu) koncentricie elektrénov a dier v polovodici v zdvis-
losti od teploty. PrepiSeme vzt’ah (9.38) pre elektrény vo vodivostnom pése polovodica:

1
N, = Z e (10.46)
szakyzkz,sz e kpT + 1

kde N, je pocet elektronov vo vodivostnom pase EC(E) a sumuje sa cez vSetky stavy k;, k,,
k., s. vo vodivostnom pdse. PoCet dier vo valen¢nom pdse ¢, (k) vyjadrime vzt'ahom

1
N, = Z e |, (10.47)
A4 kzvky7k27sz e kp —+ ].
kde vyraz
1
- ——— (10.48)
e kBT 41

je stredny pocet prdzdnych miest v stave E, S.. Sumy cez kv (10.46) a (10.47) zamenime

za integraly podl’a vzt’ahu
— 2/ / / dk dkydk. , (10.49)

v k?zakyykz,Sz
kde sme vyuZili vzt'ah (10.25), v ktorom sme poloZzili A = dk,dkydk, a L,L,L, =V . Po
malej dprave vzt ahov (10.46) a (10.47) dostaneme

Ne = — = / dk‘/ dk:/ dk,—————— (10.50)
27T c(k)—

kpT
np = — = 27T / dky / dk / dk,————— T , (10.51)
e FBT +1
kde n. a ny, su koncentrécie elektrénov a dier. Za predpokladu, Ze
cc(K)—p pn—= Ev(k)
e BT >1 e kT >1, (10.52)

mdzeme v (10.50) a (10.51) zanedbat’ jednotku v menovateli funkcie pod integrilom. Po

Uprave dostaneme
h2 k2
’“BT/ dk:/ dk/ dk,e 2mekBT (10.53)

Ne =
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72 k2
/ dk, / dk / dk,e 2mnkBT (10.54)

kde sme za EC(E) dosadili vzt'ah (10.43) a za 5U(k) vzt'ah (10.44). Pretoze k? = k2 + k‘g +
k2, v (10.53) a (10.54) mame doCinenia s tromi Laplaceovymi integralmi typu

) h2 K2
___ TRy 2 kgT
/ dkye ZrentsT — 1/%_ (10.55)
— 0o

np =

Dostaneme vysledky

p—FEc

ne = N.e*BT | (10.56)
Ey—p
np = N, e*s? | (10.57)
kde 3/2
mekpT
N, = 2 10.58
= 2(%e) (10.58)
je tzv. efektivna hustota stavov na dne vodivostného pésa a
3/2
mthT
N, =2 10.59
v ( 27Th2 ) ( )

je tzv. efektivna hustota stavov pri vrchole valenéného pdsa. Vysledky (10.56) az (10.59)
platia obecne pre 'ubovol'ny polovodic, t.j. pre Cisty (tzv. intrinzicky) polovodi¢ ako aj pre
polovodi¢ s primesami. Obecne plati aj uzitocny vzt ah

Ec—Ey

E
nenp = NNy e T = NN, 6_1”3%}, (10.60)

ktory sme ziskali vyndsobenim rovnice (10.56) rovnicou (10.57). VzhI’adom na predpoklad
(10.52) vsetky tieto vzt'ahy platia, ak

n =P n
R L h

Ey—p
— = ekrBT 1. 10.61
N N, ¢ < ( )

O chvil'u odvodime p pre intrinzicky aj primesny polovodi¢, takze Citatel’ mdzZe splnenie
nerovnosti (10.61) overit’ spétne dosadenim za p.
V intrinzickom polovodi¢i mus{ platit’, Ze

Ne = Np = Ny, (10.62)

kde n; oznacuje koncentriciu elektrénov (dier) v intrinzickych podmienkach. Odtial’ a zo
vzt ahu (10.60) dostaneme

nenp = n? = N.Nye ‘“JTT, (10.63)

kde rovnica neny, = n? plati pre I'ubovolny (intrinzicky aj primesny) polovodic a

Eqg

n; = \/N.N,- ¢ 5T (10.64)
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Ked’ do rovnice (10.62) dosadime vzt ahy (10.56) a (10.57) , dostaneme vzt’ah pre chemicky
potencidl v intrinzickom polovodici,

_ E.+E,
N 2

3 E
~2kpT e — B, 4+ 22
4 mp 2

3
— ZkpTIn ¢ (10.65)
4 mp

Vsimnime si, Ze posledny ¢len na pravej strane (10.65) je zvyCajne zanedbatel'ny v porov-
nani s E,/2, pretoze E, ~ 1€V, kpT ~ 20meV a me ~ my,. To znamena, Ze

(10.66)

teda chemicky potencidl intrinzického polovodica leZi takmer presne v strede zakdzaného
pasa.

Odhadnime n; napr. pre kremik pri teplote T' = 300K. Pre m, = 1.1m, my, = 0.56m
a I/, ~ 1.1eV ndm vzt'ah (10.64) da hodnotu

n; ~ 1.5 x 100%m 3. (10.67)

Odporti¢ame urobit’ odhad aj pre germanium a GaAs s parametrami uvedenymi v texte.
Teraz definujeme niekol'’ko oznaceni. Chemicky potencidl p v intrinzickom polovodici
oznac¢ime symbolom E;, takZe podl'a (10.65)
E 3

E == EU+79—ZkBT1nZ—Z. (10.68)

Vysledok pre intrinzickd koncentraciu n; méZeme zapisat’ aj v tvare

E;—EBc Ey—E;
ni = N.- e *8T = N, e *BT

Nakoniec prepiSeme (10.56) a (10.57) ako

p—Ec+E;,—E; p—FE;

ne = N.e  *BT = n;eksl | (10.69)
Ey—p+E;—E; E,—p

ny = Nye  *BT = n; eksT | (10.70)

Venujme sa polovodicu typu n, teda polovodicu s primesnymi atdémami, ktoré sa chova-
ju ako donory. Donor je napriklad atom fosforu v kryStalickej mriezke kremika. Atém
fosforu ma pat’ valen¢nych elektronov, o jeden viac ako atém kremika. Ked’ sa zabuduje do
prazdneho uzla kryStalickej mrieZky kremika, jeho piaty valenény elektrén je z hl’adiska ko-
valentnej viazby kremikového krystalu nadbytocny. Tomuto nadbytocnému elektrénu staci
dodat’ ionizacnu energiu U ~ 10meV, aby sa zacal vol'ne pohybovat’ po krystili, t.j. aby
z viazaného stavu na atome fosforu presiel do vodivostného pasa 56(13) krystalu.

Chceme urcit’ koncentracie n. a ny elektrénov a dier a chemicky potencidl p pre
polovodi€ s koncentraciou donorov Np. V takomto polovodici musi platit’ tzv. podmienka
elektroneutrdlnosti

N} + np = ne, (10.71)

kde Ng je koncentrécia donorov, ktoré si ionizované. Podmienka (10.71) hovori, Ze pocet
elektrénov vo vodivostnom péase musi byt’ presne rovny poctu chybajicich elektrénov vo
valen¢nom pése plus poctu chybajicich elektrénov na donoroch.
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Podmienka (10.71) umoZiiuje vypocitat’ chemicky potencidl p. NizSie ukdZeme, Ze

v mnohych prakticky dblezitych pripadoch st v polovodici typu n vel'mi dobre splnené
vzt ahy

N} ~ Np (10.72)

np < Np. (10.73)
Ak plati (10.72) a (10.73), podmienka (10.71) sa zjednodusi na

ne ~ Np. (10.74)

Ked’ dosadime do (10.74) vzt'ah (10.69), dostaneme vysledok pre chemicky potencial
polovodica typu n,

N E N
= E+kpTh -2 ~ B, + 9 4 kgTln -2 . (10.75)

V praktickych situdcidch je v podstate vzdy Np > n;, takZe podl'a (10.75) sa chemicky
potencidl vd’aka donorom posiva od stredu zakdzaného pdsa smerom hore k vodivostnému
pasu. Napr. v kremiku je E;/2 ~ 0.505¢V a n;(300K) ~ 1.5 x 101%m =3, takze pre
Np ~10Yem™3 je kgT In(Np/n;) ~ 0.407eV, o je porovnatel'né s E,/2.

Vrat'me sa k aproximédcidm (10.72) a (10.73). Aproximécia (10.72) plati, ak je ioniza-
¢nd energia U donoru menSia ako tepelnd energia kI, ktord ionizéciu spdsobuje. Naprik-
lad, pre fosfor v krystali kremika je U ~ 10meV, takZe (10.72) v kremiku plati pre
T > 100K. Co sa tyka nerovnosti (10.73), ta plati vynikajiico. Podl'a (10.63) plati obecny
vzt'ah

nenp = n?. (10.76)
Odtial’ a z (10.74) je
2 2
ny, = 2o~ D 03,3 (10.77)
Ne Np

pre n; ~ 10°%cm =3 a Np ~ 10'7em 3. Koncentrécia dier v polovodiéi typu n je zvy&ajne
zanedbatel' ne mal4.

ESte k aproximdcii (10.72). Keby sme ju nepouZili, museli by sme poznat’ vyjadrenie
pre N}, ako funkciu parametrov Np, u, T'a U. Odvodenie vyrazu N} = f(Np, u, T,U)
je jednoducha uloha Statistickej fyziky, ale tu sa jej uZ venovat’ nebudeme. Vyraz sa totiz
pre kT < U zjednodusi na (10.72), takze by len potvrdil vyssie uvedené zavery.

V polovodici typu p sd primesami akceptory. Akceptor je primesny atém schopny
zachytit’ valencny elektrén a tak vytvorit'dieru vo valencnom pése sv(E). Pri vypocte
chemického potencidlu by sa vtedy Startovalo z rovnice

nn = ne + Ny, (10.78)

kde N, je koncetrécia ionizovanych (zdporne nabitych) akceptorov. Analogickym pos-
tupom ako pre polovodic typu n by sme dostali
E Ny

N
= E—kgTlh =2 ~ B, + 22 — kpTlh -2 . (10.79)
n; 2 n;
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Chemicky potencidl polovodica typu p je teda posunuty od stredu zakdzaného pasa smerom
dolu k valenénému pésu. Pre N4 ~ 10'7em =3 by sme opit’ dostali posun kg7 In(N4/n;) =
0.407eV.

V literatdre o polovodioch sa obvykle namiesto terminu chemicky potencidl pouZiva
termin Fermiho energia a namiesto symbolu g sa pouZziva symbol er. Tato terminolégia
nie je sprdvna pretoZe Fermiho energia (najvysSia obsadend energetickd hladina v degen-
erovanom plyne fermiénov) a chemicky potencidl st vo v§eobecnosti dve rozne veci. Treba
si teda byt vedomy toho, Ze ak sa hovori o Fermiho energii v polovodici, m4 sa véacsinou
na mysli chemicky potencidl.

Na zdver vyjadrime elektrickd vodivost’ polovodica. Prispevok od elektrénov sa odvodzu-
je takisto ako vzt'ahy (10.38) a (10.39) pre elektrony v kove. Prispevok od dier netreba
odvodzovat’ osobitne. Je zrejmé, Ze v elektrickom poli driftujd opacnym smerom ako elek-
trony. Ked’Ze ale nest kladny naboj, elektricky prid nest tym istym smerom ako elektrény.
Mernd elektrickd vodivost’ polovodica teda mdZeme rovno zapisat’ ako sucet elektrénovych
a dierovych vodivosti,

e1ene  e2mmy

o = + , (10.80)

Mme mp

kde relaxacny Cas 7, je vo vSeobecnosti odliSny od 7. Pre intrinzicky polovodi¢ dostaneme

E

o= & (Te n Th) VNN, FoT (10.81)

Me mp

teda exponencidlne rychly rast s rasticou teplotou a 0 = 0 pre 7' — 0. Pre primesovy
polovodi€ napr. typu n mdme pre dostatocne vysoké teploty n. ~ Ny > nj, a vtedy plati
TeN
o~ (10.82)
Me
V rezime n. = Np vodivost’ s rasticou teplotou mierne klesd, pretoZe klesa 7. Pri nizkych
teplotach, ktoré sme neuvazovali, by sa elektrony zachytili spat’ na donory a opét’ by bolo
oc=0preT — 0.

10.4 Termoelektronova emisia z kovu do vakua

UvaZujme dve kovové elektrody umiestnené vo vakuu. Ked’ na elektrédy priloZime
elektrické napitie, na prvy pohl’ad medzi nimi nemdze tiect’ Ziaden elektricky prud, pretoze
vakuum je dokonaly izolant. Experiment vSak ukazuje, Ze medzi elektrédami teCie prud,
ktory zavisi od teploty ako

P

I xe *BT | (10.83)

kde ® je konStanta s rozmerom energie. Tato konstanta je pre rdzne kovy r6zna, jej vel’kost’
je niekol’ko elektrénvoltov.

Kvalitativne vysvetlenie experimentu je nasledovné. Vodivostné elektrény sa pohybu-
ju ako vol'né Castice po celej vzorke kovu. Ked elektrén pride k povrchu kovu, opustit’
kov cez povrch mu brania elektrostatické sily. Elektron mimo vzorky je totiZ prit’ahovany
naspit’ do vzorky nekompenzovanym kladnym nébojom iénu, ktory za sebou zanechal. V
modeli Castice v krabici tito prit’azlivi silu reprezentuje nekonecne vysoka potencidlova
bariéra, takZe elektrén za Ziadnych okolnosti z krabice neunikne. V redlnom kove je vSak
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situdcia trochu ind. Vodivostny elektrén v kove md konStantnd potencidlnu energiu E., kde
E. je dno vodivostného pdsa. Vo vdkuu ma vol'ny elektrén takisto konStantni potencidlnu
energiu, ta je vSak od F. vicSia o koneCnti hodnotu . Velicina y je teda vySka poten-
cidlovej bariéry na povrchu kovu, ktord elektrén musi prekonat’, aby mohol opustit’ kov.
Uvazujme polpriestor z < 0 vyplneny kovom a polpriestor x > 0 vyplneny vdkuom, kde x
je suradnicova os kolma na povrch kovu. Elektrén, ktory ma v kove v smere osi x rychlost’

vy = hky/m >0, (10.84)

sa blizi k povrchu. Je zrejmé, Ze pokial’ jeho kinetické energia spitia nerovnost’

1, h2k2
—muy, > X Tresp. —— > X, (10.85)
2 2m
tak bariéru x prekond a moZe kov cez povrch opustit’. Ked’ sa elektrén ocitne v evakuo-
vanom priestore medzi elektrédami, vonkajsie elektrické pole (vhodnej polarity) ho strhne
k druhej elektréde a cez vakuum tecie prid. Pocet elektronov v kove, ktoré maju kinetickd
energiu dostato¢nu na prekonanie bariéry , musi s teplotou rast’. Preto prid s teplotou
rastie. Teraz tento tzv. termoemisny prdd vypocitame.

UvaZzujme v kove dostatocne blizko k povrchu oblast’ tvaru kvéddra s hranami L, L,
a L, a v tejto oblasti elektrony, ktoré spfﬁajli Born-vonKarmanove hrani¢né podmienky.
Hustota elektrického pridu, ktord nesie v smere osi x jeden elektrén v stave (k,, ky, k-, S2),
je zrejme

—e  hkg

= 10.86
LoLyL. m ' (10.56)

kde —e/L, L, L, je hustota elektrického naboja elektrénu. V termodynamickej rovnovihe
je stredny pocet elektronov v stave (k,, ky, k-, s,) dany Fermiho-Diracovym rozdelenim
(9.34). Vztah

‘ —e  hky 1
ka > kzmin e kBT + 1
kav k., s
kde . 2 2
N G
2m
a
2my
= 10.89
1777.1’)1 h ) ( )

vyjadruje hustotu elektrického pridu, ktord nesu vsSetky obsadené stavy (k,,ky, k., s:)
spiﬁajﬁce nerovnosti (10.84) a (10.85). Z (10.85) vidno, Ze hik,, . /m je minimélna rychlost’,
ktoru elektréon (ak dorazi k povrchu) potrebuje na prekonanie povrchovej bariéry .

Vzt'ah (10.87) je teda prud tych elektrénov, ktoré smeruji k povrchu kovu a maji en-
ergiu postacujicu na prekonanie povrchovej bariéry. Predpokladdme, Ze uvazovana oblast’
L.LyL, je k povrchu kovu tak blizko, Ze vSetky elektrony v sume (10.87) stihnd dojst’
k povrchu skor, ako by utrpeli zrazku s poruchami krystalickej mriezky. Preto cely prud
(10.87) opusti kov a pokracuje cez vdkuum k druhej elektréde. To ale znamend, Ze v stav-
och bk, < —Fkg,,., sanemdzu nachddzat’ Ziadne elektrony, pretoze elektrony s k, > k
neboli povrchom odrazené naspit’. Preto v (10.87) sumujeme len cez vsetky k; > k

Tmin

Tmin*
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Zamenime v (10.87) sumu za integral [podobne ako vo vzt'ahu (10.46)]. Dostaneme

LoL,L. Ak, 1
 —p dk, | dk dk. _
RN G /k / / LoL, L m i

e kBT +1
—eh
~ dk‘/ dk:/ dk, ky——————
4m3m Uf) Ep

kmmzn kT + 1

(10.90)

kde sme urobili pribliZenie pre degenerovany plyn, u ~ u(7T = 0) = Ep. Rozdiel energii
x — E'r nadobiida v kovoch hodnoty

Xx—FEr ~2—4eV. (10.91)
Ked'Ze vo vzt'ahu (10.90) vystupuju len elektrény s energiami
e(k) > x

vzhl'adom na (10.91) plati, 7e £(k) — Ep > 2 — 4eV. Odtial’ vidno, Ze

(k) —Ep

E(E) — Ep > kT resp. e 8T > 1, (10.92)

¢o plati pre teploty 7" < 3000K . Vo vzt'ahu (10.90) mbézeme teda urobit’ aproximaciu

1 1 Ep—c(k)
~ = e kBT (10.93)
e(k)-Ep - e(k)-Ep ’ :
e kBT 11 e kBT

Dostaneme

—eh Ep—e(k)
ja—C dkk/dk/dkeiﬂ
ks,

T Am3m

—eh Er n2 k2 9] 52k2 00 %2
_ e*BT dk,, /cze 2kaT dk‘ e 2kaT dk,e 2mFpT
3
47T m k

Tomin —00 —00

(10.94)

Zdoraznime, Ze aproximdcia (10.93) neznamend, Ze elektrén v kove sa neriadi Fermiho-
Diracovym rozdelenim. Aproximdcia (10.93) plati len pre mald Cast’ elektrénov s vyni-
mocne vysokymi energiami.

Prvy z integrdlov na pravej strane (10.94) je

00 _ Pk kgT [ kT
/ o T mhf / do e — mTfe‘X/’“BT, (10.95)
k x/ksT

kde sme za k,, , dosadili (10.89). Druhy a treti integrél si Laplaceove integraly, kazdy ma

hodnotu (27rmk BT)I/ 2 /h. Kone¢ny vysledok pre termoemisny prid m4 tvar

em _&-Ep)

P
j = ‘W(kBT)Qe T = —AT%e¢ FuT (10.96)
™

kde
® = y—FEp (10.97)
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je tzv. vystupnd prica (energia potrebnd na to, aby elektrén z Fermiho hladiny v kove mohol
prejst’ do vdkua), a

em

R
2m2h3

k% = 1.2 x 10%amp - m 2K 2 (10.98)
je Richardsonova konstanta. Vzt'ah (10.96) je Richardsonova-Dushmanova formula.

Vzt'ah (10.96) sme pre jednoduchost’ odvadzali za predpokladu, Ze energia elektrénu v
kove md tvar (k) = /i2k%/2m, teda tvar zhodny s energiou vol'ného elektrénu vo vakuu.
To isté odvodenie sa da spravit’ aj pre obecny disperzny zdkon E(E). Vysledok vyjde rov-
naky, len argumenticia je zdihavejsia. Richardsonova konstanta A obsahuje len fundamen-
tilne konStanty a jediny materidlovy parameter vo vzt ahu (10.96) je vystupnd praca ®. Zo
vzt'ahu (10.96) vyplyva, Ze ked’ meriame In(j /72) ako funkciu 1/kgT, vysledna z4vislost’
je priamka so smernicou —®. Tymto sp6sobom mdzeme urcit’ ¢ experimentalne pre kazdy
materidl.

Richardson a Dushman pri odvodzovani svojej formuly este nepoznali Fermiho-Diracove
rozdelenie a v (10.96) rovno pouZili Boltzmannove rozdelenie. Ked’Ze ich formulu potvrd-
zoval experiment, povazovalo sa to za dokaz, Ze elektrony v kove sa riadia Boltzmannovym
rozdelenim. Tento omyl bol dost’ dlho prekdzkou na ceste za vysledkom, Ze elektrony v
kove st v skutocnosti fermiony.



