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Kapitola 1

Uvod

1.1 Mezoskopicka fyzika, mezoskopicky systém.

4
UvaZujme dvojrozmernd vodivd plat- I .

nicku s makroskopickymi rozmermi W, L. I ‘
Konduktancia (vodivost’) vzorky je dand w
Ohmovym zdkonom I

1 oW

—=G=— 1.1

v 7 (1.1)

kde o je mernd vodivost’. Je to materidlovy parameter zavisiaci napr. od hmotnosti a kon-
centracie elektronov, od ich relaxa¢ného Casu, ale nezdvisi od W a L.

Mezoskopicka fyzika si kladie otazku, ¢o sa bude diat’ s GG, ked’ budeme rozmery W a
L zmenSovat’ tak, Ze sa stand porovnatel'né alebo menSie ako niektord z tychto charakteris-
tickych dizok:

A\r = Fermiho vlnova dizka vodivostnych elektrénov,
Lipean = strednd vol'na draha elektrénu,

L, = koherenCna dlZka elektronu resp. stredna vol'nd drdha elektronu medzi dvomi
nepruznymi zrazkami.

V prednaske ukazeme, Ze pre takéto tzv. mezoskopické vodice neplati klasicky Ohmov
zdkon G = oW/ L, ale kvantové transportné zakony demonstrujtice vlnovi povahu elektré-
nov.

Zhrnuté vseobecnejsie, mezoskopickymi systémami nazyvame objekty s elektronovou
vodivost’ou, ktorych rozmery st menSie ako koherencna dizka, strednd volné draha alebo
Fermiho vinové dizka vodivostnych elektrénov. Tieto objekty mdZu byt'(a zvy&ajne aj si)
makroskopické (zlozené z obrovského poctu atébmov), v ich makroskopickych elektrickych
vlastnostiach (konduktancia, rezistencia, ...) sa v§ak zdsadnym spdsobom prejavuji zdkony
mikrosveta, tj. zdkony kvantovej fyziky. Vyraz mezo sa tu zavadza na odliSenie od makro
ale aj od mikro.

Typické rozmery jednotlivych charakteristickych diZok sa daji zhrnit' nasledovne:

Imm: Lpean V reZime kvantového Hallovho javu,

10 — 100 pm: Lyean a Ly, v polovodiCoch s vysokou pohyblivost’ou elektrénov pre
T < 4K,
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100 nm — 1 pm: Lyean a Ly, v komercénych polovodicovych suciastkach,
10 — 100 nm: A\g v polovodicoch a Ly,eayn v kovoch,
1 nm: \g v kovoch,

0,1 nm: medziatomova vzdialenost’.

1.2 Aproximacia efektivnej hmotnosti pre masivny krystal

Mezoskopické systémy definované s atomdrnou presnost’ou je dnes mozZné pripravit
najmi na baze polovodi¢ov GaAs a AlGaAs. Kvoli jednoduchosti v d’alSom budeme casto
uvazovat’ prave takéto mezoskopické systémy. Z naSich dvah vSak bude zrejmé, Ze ziskané
vysledky platia aj pre mezoskopicky systém z I'ubovolného iného materidlu, t.j. 'ubovol-
ného polovodica alebo normélneho kovu. Supravodivé mezoskopické systémy v prednaske
neuvazujeme.

UvaZujme najprv masivny polovodi€. Elektrény v jeho vodivostnom pése nech popisuje
Schrodingerova rovnica

-,

(—ihV + eA)?

E
[C+ 2m

+ U(F)] U(F) = BU(F), (1.2)
kde A je vektorovy potencidl, Ec je dno vodivostného pasu, m a —e st efektivna hmotnost’
a naboj elektrénu, U (7) je potencidlna energia od priestorovych ndbojov, hradiel a inych
vonkajsich poli a F je vlastnd hodnota energie elektrénu. Veli¢ina Fc moZe zavisiet' od
stradnice, napr. diskontinuita A F- na prechode GaAs—AlGaAs, zndzornend na obr. 1.1.

Rovnica (1.2) sa zvykne nazyvat’ aj aproximacia efektivnej hmotnosti. Nevystupuje v
nej totiZ periodicky potencidl krystalickej mrieZky, ktorého vplyv je "schovany"v efektivnej
hmotnosti elektrénu. Vd’aka tomu pre A= 0, U(7) = 0 a Ec = const dostaneme ako
rieSenie rovinnd vlnu

G (1.3)
z
ty Lt
AlGaAs l
IL. —
al
GaAsl
f
E (z)
AlGaAs

Obr. 1.1: Priebeh dna vodivostného (£¢) a vrcholu valenéného pédsu (E,) v tenkej vrstve
GaAs zovretej dvomi polonekone¢nymi AlGaAs vrstvami. Vrstva GaAs je pre vodivostné
elektrény potencidlovou jamou, pre Al,Ga;_;As s x ~ 0.3 je asi 0.3 eV hlboka.
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inak by to bola z kurzu tuhych latok zndma Blochova funkcia W(7) = uz(7) etk T Aproxi-
rymi sa budeme zaoberat’. Pouzivame ju vSak len preto, Ze zjednodusuje vyklad. Z nasSich
odvodeni bude zrejmé, Ze rovnaké vysledky by sme (t aZkopadnej$im spdsobom) dostali aj
bez tejto aproximadcie.

1.3 Dvojdimenzionalny (2D) plyn

Moderné technolégie umoZziiuju narast’ vel'mi tenkd (ak treba, aj atomarne tenkd) vrstvu
GaAs, vlozenti medzi dve hrubé AlGaAs vrstvy. Toto je zndzornené na obr.1.1, ktory uka-
zuje aj priebeh dna vodivostného pdsa F¢(z) v smere kolmom na rozhranie vrstiev. Vidno,
Ze GaAs vrstva predstavuje pre elektrony pravouhld potencidlovi jamu. Ak sa GaAs vrstva
pripravi ako intrinzickd a AlGaAs vrsty sa vhodne nadotuji na vrstvy n-typu, elektrony
"spadni"z AlGaAs vrstiev do potencidlovej jamy v GaAs vrstve. Stratia tak moZnost’ po-
hybu v smere osi z a vznikd tzv. dvojdimenziondlny (2D) elektrénovy plyn. Tento plyn
existuje aj pri nulovej teplote, takZe povodne intrinzickd GaAs vrstva sa z hladiska elektr6-
novej vodivosti chova ako 2D kov.

Elektrény v GaAs vrstve st teda vol'né v rovine x-y a uvdznené v smere z potenci-
lom E¢(z), ako je zndzornené na obr. 1.2. Ak uvazujeme magnetické pole B = (0,0, B),
vektorovy potencial A mozeme vzdy vybrat’ tak, Ze md nulovi zloZzku A, a nie je fun-
kciou sdradnice z. Ak naviac predpokladdme, Ze ani potencidl U () nezéavisi od stradnice
z, rieSenie rovnice (1.2) méZeme zapisat’ ako

U(z,y,z) = V(x,y)P(2). (1.4)

Po dosadeni tohto rieSenia sa rovnica (1.2) rozdeli na dve vzdjomne nezdvislé rovnice

[(_ZWW + U(CE,Z/)} U(z,y)=€e¥(x,y), V= < 0 0 > ’ (1.5)

2m 0z’ dy
a
—h? 9?2
55 + Ee()] @n2) = Bu@a(2), (1.6)
E(z)
L,

c |D,(2)f
AlGaAs | GaAs AlGaAs 2

|,2)f

&;

AlGaAs GaAs AlGaAs z

Obr. 1.2: Znazornenie potencidlu viaziceho vodivostné elektrony v tenkej (2D) GaAs vrstve
zovretej dvoma polonekonecnymi AlGaAs vrstvami. Dno vodivostného pasu v GaAs, E.,
je tu nulovou hladinou energie (pozri tieZ obr. 1.1).
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kde
E=F,+¢ (1.7)

an je kvantové ¢islo. Ak napriklad aproximujeme E¢(z) ako nekone¢ne hlboku pravouhli
potencidlovu jamu v GaAs, t.j. E. = 0 v GaAs vrstve (0 < z < L;) a B, — oo v AlGaAs
vrstvach, dostaneme

[2 h? 2
D,(z) = L—sin <nzz> , E,= om <nl7j> ) (1.8)

kden =1,2,... . Naobr. 1.2 je zndzornené typické ®,,(z)? pren = 1 a 2.

Vhodnym dotovanim sa d4 nastavit’, Ze je okupovany len prvy subpds, . Vtedy, ak
je GaAs vrstva vel'mi tenkd, méZeme smer z jednoducho ignorovat’ a namiesto (1.2) rovno
pisat’ dvojrozmernd Schrédingerovu rovnicu
(—ihV + eA)?

)
s+ 2m

0 0

kde Es = Ec+Eq a E¢ teraz oznaCuje dno vodivostného pdsa v GaAs vrstve. Tuto rovnicu
budeme neskor riesit’ pre nenulové B a pre rézne prakticky dolezité potenciély U (z, y). Pre
A =0aU(r) = 0je jej rieSenim vlnova funkcia

1 . .
U(z,y) = ————ekeTeiksy (1.10)
L.L,
a energia
h? h2 k2
E=FEg+— (k2 +k}) =Eg+ —— 1.11
S+2m(;p+ y) = Es + oy (1.11)

teda vzt ahy charakteristické pre idedlny 2D plyn Castic vol'nych v smeroch x a y. Disperzny
zédkon (1.11) je schématicky ukdzany na obr. 1.3. Pre vlnovi funkciu poZadujeme splnenie
Born-vonKarmanovych hrani¢nych podmienok ¥(z + Ly, y) = ¥(z,y) a ¥(z,y + Ly) =
U(z,y). Odtial

27 27

k. = - k., = — 1.12
x = Ng L’ y = Ny Ly’ ( )

kde n, = 0,%1,£2,... any, = 0,%1,£2,.... Prefaktor 1/@ pochddza z normova-
cej podmienky fOL”” dz fOLy dy|¥(x,y)|? = 1. Ako je zndzornené na obrizku 1.4, na jeden
stav k pripadd v k priestore plocha %’; %—Z Odtial’ dostaneme, Ze hustota dovolenych hodndt
k (alebo hustota stavov) v k priestore je

1 L,L
= £ (1.13)

B)E) o

Casto potrebujeme poznat’ poéet dovolenych stavov kv diferencidlnej ploche dk,dk,. Ten
dostaneme vyndsobenim hustoty stavov (1.13) plochou dk,dk,,.
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E k,
\ /.
k;
k,
E 2n/L, x 21/L,
Ec
k, alebo ky
Obr. 1.3: Disperzny zakon 2D elektronov Obr. 1.4: Znazornenie 2D stavov v k—
(vztah (1.11) pre n = 1). priestore.

1.4 Jednodimenzionalny (1D) plyn, 1D subpasy, kvantovy drot

Pre 2D elektrény v rovine (x,y) plati Schrédingerova rovnica

—,

By + % (—ihV + ) + U)| (e y) = EW(z,y), (1.14)

kde potencial U(y) je teraz vdzobny potenciél ohrani¢ujici 2D elektrény vo vzorke kone¢-
nej $irky (obr. 1.5). Magnetické pole B = (0,0, B), ktoré je popisané vektorovym poten-
cidlom

A= —-ByZ = A, =—By, A, =0, (1.15)

umoziuje prepisat’ (1.14) ako

(pz —eBy)*  1; -
[ES * 2m +o - HUQ) | Y(z,y) = EY(z,y), (1.16)
kde
9 d
p =i = —ih - 1.17
P " oz Py ¢ Ay (1.17)
Riesenie hl’adame v tvare X
U(z,y) = —=™x(y), 1.18
(z.9) = —7 €x() (1.18)
Y —
I
X
N~
Uy)

L

Obr. 1.5: Schematické zndzornenie priebehu vizobného potencidlu na hranich 2D vzorky
konecnej $irky.
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U

0 y

Obr. 1.6: Vizobny potencidl ako pravouhld jama.

kde index x pri L a k vynechdvame. Dosadenim do (1.16) po tprave dostaneme

(hk — eBy)> D2
E -+ = ] =F . 1.1
st — t5 +UW|xy) =Exy) (1.19)
Zaujimame sa o vlnové funkcie x(y) a vlastné energie E pre dostato¢ne realistické U (y).

Ak zvolime

1
Uly) = 5 mwgy”, (1.20)
kde wy je parameter, dostaneme analytické rieSenia. Pripad B # 0 budeme uvaZovat’ neskor.

Ak B = 0, rovnica (1.19) da

PRI T 37| x(v) = Ex() (1.21)
—_ -— — W = . .
S om om | 2 oY | XY xX\y
Formalne je to rovnica harmonického oscildtora, takZe vlastné energie a vlastné funkcie sd
R k? 1
En(k) = Eg + - (n—i—f)hwg, n=0,1,2,... (1.22)
2m 2
a
mwo\ 1/4 -1/2 mw
waly) = (U0) T (2mivE) e R ), a= [Ty (23)
kde index y pri n vynechdvame a H,(z) = (—1)"6“72 di—nne_zQ je n-ty Hermitov polyném

splitajiici vzt ah ortogonality [ Hy, () Hp(2)e™* dz = 2"n\/Tomn.

Analyticky je rieSitel'ny aj pripad potencidlu na obr. 1.6, ktory zodpoveda technoldgii
»leptaného drotu®. V tomto pripade a v pribliZzeni nekone¢ne hlbokej potencidlovej jamy
ma rovnica (1.19) pre B = 0 rieSenie

2
—), n=1,2,3,... , (1.24)

2 L
Xn(y) = \/:y Sin[Zj (y — 7?’)} (1.25)

V obidvoch pripadoch je pohyb elektrénu vol'ny iba v smere x, zatial’ o v smere y st
vlnové funkcie lokalizované podobne ako priecne médy svetla vo vinovode. Kazdému médu
prislicha energeticky subpds E,,(k), nazyvany jednorozmerny kandl. Elektrony v subpése
n sa pohybuji v smere x rychlost’ ou

En(k)

k) =7 % “m
Ked’'Ze st v smeroch y a z lokalizované, hovorime o jednodimenziondlnom (1D) elektré-
novom plyne resp. o 1D vodici. Této terminoldgia sa pouZiva najmi ak elektrény okupuji
len najnizsi subpds. Ak okupuji viac subpasov, zvykne sa hovorit’ aj o kvazi — 1D plyne.
Ekvivalentne sa pouZivaji aj pojmy 1D vodi¢ (1D drét) a kvazi — 1D vodi¢ (kvazi — 1D
dr6t). Ak je y—ovy rozmer porovnatel'ny s A, hovori sa aj o kvantovom drote.

1
0 _ (1.26)
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Vodivost’ balistického vodica

2.1 Fundamentalne kvantovanie balistickej vodivosti

Ak sa elektrony pohybujui vo vodic¢i bez zrdzok, hovorime o balistickom transporte a o
balistickom vodici. Pohyb je balisticky, ak W, L < Lean, L. Na obr. 2.1 je balisticky 1D
vodi€ napdjany vonkajSim napitim V. Pre takyto vodi€ s na obr. 2.2 schématicky ukdzané
disperzny zdkon a obsadenie elektrénovych stavov pri nulovej teplote. Obsadené stavy st
znazornené plnymi krizkami. Stavy s £ > 0 st obsadené po Fermiho energiu Er + du, pre-
toZe elektrény v tychto stavoch pochddzaji z rovnovaznej distribicie v I'avom rezervoari.
Stavy s k < 0 st z podobnych dévodov obsadené len po Fermiho energiu pravého rezervo-
aru, Er. OcCividne, tito jednoduchd schéma obsadenia 1D stavov plati len pre staciondrny
bezzrdZkovy transport. Vd’aka nej je vypocet vodivosti jednoduchy. Elektrén s impulzom &

v subpdse n nesie prad ®
evp(k el 0
7 Z%%En(kz) 2.1
Ked’ s¢itame pridy, ktoré nesu vSetky elektrény s energiami E,, (k) < Ep, dostaneme nulu,
pretoze vy, (k) = —vy,(—k). Z obrazku 2.2 je zrejmé, Ze nenulovy sucet pridov dajd len
stavy s energiami Er < E, (k) < Er + dpu. Pre tieto energie st totiz obsadené len stavy s
kladnymi hodnotami k. Celkovy prad tectci v subpése n je preto

kn (EF +6/'L)

1 e OE,(k) L [FErton) 1 ¢ 9F, (k)
I, = E - < =2— dk— — , (2.2)
kde &y, (Er) je dané rovnicou
Ep = Ep(kn) (2.3)

a sumuje sa cez kladné k v hraniciach od k,,(Er) po k,(EF + o). Z obr. 2.2 vidno, Ze
kn(Er) ak,(Ep+du) si hodnoty Fermiho impulzu v subpdse n pre elektrony iddce zprava
dol’ava resp. zI'ava doprava. Prejdime od integrovania cez premennd & ku integrovaniu cez
premennd ¢ = E,, (k). Vtedy

I, = — - °
Th Sy, (Bp) ok wh

de=—"2=""V, (4

e kn(EF+dp) " 8En(k) e /EF—HS;A €5M B 262
Ep mh h

kde dpu = eV. Pri prechode k integracnej premennej £ zmizla zavislost’ na tvare funkcie
E,(k). V 1D je totiz dk = (dk/de)de, takze dk(0c/0k) = de(0e/0k)(0k/0e) = de.
Vysledok teda plati pre 'ubovol'né E,, (k), t.j. pre 'ubovol'ny kryStalicky material.
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du=eV’
M[_ZE F+5u MR:E F
. L
rezervoar rezervoar
(source) (drain)
Eg

Obr. 2.1: = 0 Kgon ©

“min,n

<
n=12 3 L::

Obr. 2.2:

Celkovy prud 1D vodi¢om je I = Zivzl I,,, kde N je pocet obsadenych subpdsov. Pre
vodivost’ dostavame, Ze
I 13822 22

Balistickd vodivost’ je kvantovand, kvantum vodivosti je fundamentdlna kon3tanta 22 /h.

2.2 Meranie fundamentalneho kvantovania vodivosti

Vzt'ah (2.5) bol experimentdlne overeny, ako je ukdzané na obr. 2.3. Lavy panel uka-
zuje, ako sa vytvori 1D plyn. Tesne nad 2D plyn sa umiestnia hradld — kovové elektrédy
elektricky odizolované od 2D plynu. Zaporné napitie na hradlach vytla¢i spod nich 2D
elektrény a medzi hradlami zostane 1D plyn. Meria sa potencidlovy rozdiel medzi 2D rezer-
vodrmi pri zndmom pride. Zvac¢Sovanim zdporného napitia na hradlach sa meni (zmensuje)
N a namerand vodivost’ 1D plynu sa men{ ako predpovedd vzt'ah (2.5) [vid’ pravy panel
obr. 2.3]. Napitie na hradlach vytvdra medzi hradlami (v modelovej aproximadcii) vdazobny

potencidl
1

2,2
Uly) = 5 mwoy” + ea, (2.6)
kontakt
= L]
-
2DEG -~
la
s U L
o 0) o z A
3 8 3 5 A
< I~ < 2
|- - R N I T T R R
(=]
(]
ooEG | e
kontakt -1 .6 =1.4 -1.2 =1

GATE VOLTAGE (V]

Obr. 2.3: Meranie vodivosti, B. van Wees et. al., Phys. Rev. Lett. 1988.
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Obr. 2.4:

kde wg urcuje silu vidzby a eV}, je elektrostatickd potencidlna energia medzi hradlami, spo-
sobend hradlovym napétim. V tomto modeli ndjdeme pomocou obrdzku 2.4, 7e

Tho 2 27

N = Int [EFQV’) 1}

Zviacsovanim zdporného napitia na hradlach sa zvacsuje wy aj eV}, a klesd hodnota N. Toto
je znazornené na obr. 2.4,

2.3 Fundamentalne kvantovanie balistickej magnetovodivosti

RieSme znovu rovnicu (1.19) pre modelovy potencidl

1
Ul(y) = 5 mwdy?, (2.8)

teraz vSak aj s nenulovym magnetickym polom. PrepiSeme ju do tvaru

py 1 1
ot 3 mwely = Y)* + 5 megy” | x(y) = Ex(v), (2.9)
kde
ik
y — Ik 2.10
= (2.10)

we = eB/m a Eg sme polozili rovné nule. Rovnica (2.9) sa dd d’alej prepisat’ ako

p5+1 wé(‘%yhl 2o “%Y)Q} (y) = Ex(y) 2.11)
——+-m — mw - —= = . .
2m 2 w%o 2 coly “%‘0 X\ XY

kde w2, = wZ + wi. Druhy ¢len v hamiltonidne (2.11) nezévisi od premenne;j y, treti ¢len
mad tvar potencidlu harmonického oscildtora. RieSenia takéhoto problému s zndme, takZe
mozme pisat’

1 wiw? 1 Rk* wi 1
E,(k) = im%ya—i- (n+35) hwoo = WWTO +(n+5) hweo  (212)
co co
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— [
£ ()] (0] o n

n

CONDUCTANCE  (22/h)
O O 0o o

(=)

GATE VOLTAGE (V)

Obr. 2.5: Kvantovanie balistickej vodivosti v magnetickom poli, merané VanWeesom.

a
ol /] —1/2H Y- :)Ti Y (y — :Ti Y)2 ; [ &
Xn,k(y) = ( nﬁ CO) n(T) exp [—2%0}7 co = meoa

(2.13)
kde H,, si Hermitove polynomy definované v odseku 1.4 a I je charakteristickd dizka. Z
rovnice (2.12) vidno, Ze E, (k) si zachovalo ,,subpdsovi* Struktiru 1D elektrénov v kvan-
tovom drote, pricom elektrén v stave n, k sa pohybuje v smere osi x rychlost’ ou

10 _ hk W

Vodivost’ balistického 1D drétu v magnetickom poli preto musi byt’ rovnakd ako bez mag-
netického pol'a, tj. G = (2¢2/h)N. Jeden zaujimavy rozdiel viak predsa len vznikne.
Magnetické pole ovplyviiuje medzisubpasovi medzeru hiwcg a preto aj hodnotu N. Ak vo
formule (2.7) nahradime hwy za hwcy, vidime, ze N(B) < N(0) pretoze hwco > hwy.
Toto potvrdzuje aj experimentdlny vysledok na obr. 2.5.

V limite B — 0 rovnice (2.12), (2.13) a (2.14) davaji obvyklé formuly pre 1D elektrény
v kvantovom drdte. V limite wy — 0, t.j. V(y) = 0, zase dostdvame tzv. Landauove stavy
2D plynu v poli (0,0, B). Vtedy lco — \/h/eB, Ey(k) = (n+ 3) hwe a vy (k) = 0. S
Landauovymi stavmi sa stretneme pri kvantovom Hallovom jave.
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Obr. 2.6: Kvantovy bodovy kontakt "hladko"pripojeny na dva 2D rezervoary

2.4 Kvantovanie vodivosti bodového kontaktu

V odseku 2.1 sme odvodili, Ze balistickd vodivost’ 1D drétu je kvantovand v jednot-
kédch 2¢2/h. V odvodeni sme pohyb elektrénu pozdfi drotu popisovali vlnovou funkciou
e &0 je zrejme v poriadku pre dlhy drét. Pritom sme implicitne predpokladali, Ze ked’ je
elektron injektovany do drotu, tak prejde na druhy koniec a s istotou zmizne v druhom kon-
takte. Inymi slovami, koniec drotu neodrazi elektrén naspét’. Tento implicitny predpoklad
kombinovany s modelom dlhého dr6tu ndm umoznil vyhnit’ sa analyze toho, ako elektron
prechéddza z rezervodru do drotu resp. z drdtu do rezervodru. Experiment vSak ukazuje, Ze
balistickd vodivost’ je kvantovand v jednotkdch 2¢2/h aj vtedy,ked’ sa namiesto drdtu ko-
necnej diiky pouZije tzv. kvantovy bodovy kontakt (obr. 2.6), ¢o je vlastne 1D dr6t nulovej
dizky. V tomto pripade vypadd vysvetlenie kvantovania balistickej vodivosti inak.

Uvazujme 2D Schrédingerovu rovnicu

2 2 2
[—Qh—m (512 + §y2) +V(@y)] Way) = e¥(zy) | 2.15)
kde V' (z,y) je laterdlny potenciél definujici kvantovy bodovy kontakt (obr. 2.6). Ak sa
V(z,y) meni s x pomaly, moéZeme do (2.15) dosadit’ ¥(z,y) ~ ¢(x)x(x,y), pricom vo
funkciach x(z,y) a V(z,y) povazujeme x za parameter, nie za premenni. Z rovnice (2.15)
sa I'ahko oddeli Schrodingerova rovnica pre transverzédlne vlnové funkcie x, (x, y),

—61+V@wﬂmww)=Ewwm@w), (2.16)

kde E,,(z) su vlastné hodnoty energie v potencidli V' (z, y). Pravdaze, x,(x,y) a E,(x) zé-
visia od z. Napriklad, ak bodovy kontakt definuje potencial s nekone¢ne vysokymi stenami,
t.

0 prely| <d(z)/2

”%”:{wlmwza@n | @10
potom
_ A sin nW ) = ﬁ . ’
Xn(2,y) = i) [w i) } o En(r) = o~ {d(:v)] . (2.18)

Presné rieSenie rovnice (2.15) sa da vyjadrit’ ako rozvoj

U(z,y) =Y én(@)xnlz,y) | (2.19)
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pretoze vlnové funkcie y,(x,y) tvoria tplny systém. Dosad’'me (2.19) do rovnice (2.15),
vynasobme obidve strany rovnice funkciou x7, (x, y) a integrujme cez vSetky y. Dostaneme

n? 02
{_2771 @ + Em(.%') — 6} (bm(HT) = Z Anm (bn(x) s (2.20)
Vn#m
kde A, je operator
52 . G, o 1 . 0?
Anm - % |:/ dy Xm('xay)%Xn(wvy)% + 2/ dy Xm(wvy)(wx”(x’y)]

(2.21)
Prav4 strana rovnice (2.20) popisuje viazbu medzi médmi n a m. Obsahuje len ¢leny imerné
priestorovym gradientom v smere x, ktoré si v adiabatickej aproximdcii malé. Preto, v
najniz§om rade je A,,, = 0 arovnica (2.20) sa redukuje na

o gt E)] 0n() =0 (0) @.22)

Vlnova funkcia pre pohyb v smere x, ¢, (), je teda rieSenim 1D Schrédingerovej rovnice
(2.22) s efektivnym potencidlom FE, (x). Potencidl E,,(z) je uréeny priestorovou zavislos-
t'ou n-tej vlastnej hodnoty energie prie€neho pohybu, t.j. je rieSenim rovnice (2.16).

Vsimnime si, Ze rovnica (2.22) popisuje rozptyl 1D Castice na potencidlovej bariére
E,(x), ktorej vyska md maximum prave v mieste bodového kontaktu. Napriklad, podl'a
rovnice (2.18) je energia E,(x) maximdlna v bode x = 0, pretoze d(z) md vz = 0
minimum. Rozptyl popisany rovnicou (2.22) mdZeme analyzovat’ Standartnym sposobom.
Uvazujme vol'ny elektrén v z — —oo, ktory sa pohybuje zI’ava doprava v méde n. Pre jeho
vlnovu funkciu a energiu oCividne platia vzt ahy

B h%k2

bn(x — —00) x ke (k) = oyl (2.23)

Ozna¢me symbolom 7, (¢€) pravdepodobnost’, Ze elektrén prejde na druhd stranu bodového
kontaktu a to isté oznaCenie pouzime pre elektron dopadajici sprava dol'ava v x — oo.

Vyjadrime najprv T, (¢) klasicky. Podl'a klasicke;j fyziky sa cez bodovy kontakt dostanu
len tie elektrony, ktorych energia e(k, ) je vicsia ako E,(x = 0). Klasicky teda mame

T.(e)=1 pre €> E,(x=0),

2.24
T.(e)=0 pre €< E,(x=0), 229
alebo
T.(e) = ©(e — E,(0)), (2.25)
kde ©(z) =1prez > 0a0O(z) =0pre z < 0.
Prid tecici v méde n moéZeme vyjadrit’ ako
e
=7 D ngy To(e(ka)) + Y vk, T (e(ka)
ke >0 ke <0
2 1 Oe(ky) 1 Oe(ky) (2.26)
— e— dk = T, (e(ky dk — T, (e(kz
o { [ it et + [ k32 1 (e

2e [HL 2e
= T de Ty, (€) = ﬁTn(GF) [,UL—,UR]v
KR
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Glep) A

a=0

[
|

E, E, E; e

Obr. 2.7: Schématické zndzornenie kvantovania vodivosti bodového kontaktu podl'a disku-
sie v texte. V experimente je moZné napr. menit’ polohu Fermiho energie pomocou hradla.
Vtedy sa mdZe namiesto Fermiho energie vyndSat’ na os x napitie na hradle.

kde posledny vzt’ah na pravej strane plati pre pi,—pr << pr, g. Podosadent pip,—pur = eV
dostaneme pomocou rovnice (2.26) pre vodivost’ bodového kontaktu vzt'ah

CPRERN ol NG U 227)
4 n=1 4 h n=1 ! . ‘
Ak dosadime klasickd transmisiu (2.25), potom
2e?
G =" > O(er — E4(0)) (2.28)
n=1

a kvantovanie vodivosti je zrejmé. Ak ep < E1(0), potom G = 0 pretoZze © = 0 pre Vn.
Ak E1(0) < ep < E2(0),potom® = 1pren=1a

2e? 2e?
G="01040+0+...) = —x1
h( +0+0+...) = X
Ak E»(0) < ep < E3(0), potom
2¢? 2¢?
G:%(1+1+0+0+...):%x2

atd’. Tato zévislost’ je zndzornend na obrdzku 2.7 plnou Ciarou.

Namiesto klasického vyrazu (2.25) by bolo mozné pre konkrétny model bodového kon-
taktu odvodit’ adekvédtny kvantovomechanicky vyraz. Napriklad, ak pre malé x rozvinieme
E.(z) ~ E,(1 — az?),kde E,, = E,(z = 0), pre kvantovii transmisiu je mo#né odvodit’

vzt'ah
1 [ 2m
Tn(é) = 1 + e*ﬁn[ffEn] ’ /Bn = O[h2En . (229)

Detaily tohto odvodenia vynechdme. Vyraz (2.29) ddva pre o — 0 klasicku limitu (2.25)
a pre nenulové « vedie ku korekcidm, zndzornenym na obrazku 2.7 prerusovanou ¢iarou.
Jednoducho, v kvantovej mechanike moze byt T,, < 1 aj ked’ ¢ > E,,(0), a naopak, pre
€ < E,(0) pravdepodobnost’ odrazu 1 — T}, nie je presne nulova.
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(@
kontakt 1 kontakt 2

balisticky vodic¢

(b) A E, A

41 Ky
Ho Ha
—_—t 74? —_—t
(© A
+k stavy
W I ‘/l stredna
<— hodnota
l I [15)
-k stavy
X L

Obr. 2.8: (a) Balisticky 1D vodi¢ napdjany dvomi Sirokymi kontaktmi. (b) Na rozdiel od 1D
vodi¢a, v ktorom je energia priecneho pohybu kvantovand (zndzornené s dva energetické
subpdsy), kontakty st Siroké a prieCne subpasy enegie st v nich nekonecne husté (znazor-
nené ako Seda oblast’). Stavy +k a —k vo vodic¢i maji rézne kvazi-Fermiho hladiny. (c)
Zmena elektrochemického potencidlu z jedného kontaku do druhého.

2.5 Preco je odpor balistického drotu nenulovy? Kde je odpor?

Z vodivosti G dostdvame, Ze odpor Ry = % = % % je nenulovy. Otazka je, preco

je nenulovy, ak sa elektrény v drdte pohybuji balisticky (bez rozptylu a teda bez odporu).
Ak je 1D vodi¢ bez prekdzky, nemoze spdsobovat’ odpor. Z toho plynie, Ze odpor Qh?%
(resp. jemu zodpovedajuici napit ovy spdd) musi byt’ lokalizovany mimo 1D vodic, teda
jedine na rozhrani kontakt-vodi¢. PreCo napét'ovy spad vznikne prave tam je ukdzané na
obr. 2.8. Elektrochemické potencidly v kontaktoch st p1 a uo a efektivny elektrochemicky
potenciél v drdte je (u1 + p2)/2. Na'avom aj pravom rozhrani kontakt-vodi¢ preto vznika
potencidlovy schod (p1 — p2)/2 = €V/2, spolu py — pg = eV.
Na zmeranie odporu Ry = %% je teda potrebné merat’ potencidlovy rozdiel medzi
kontaktmi pri znamom pride. Ide o tzv. dvojtermindlové meranie: sondy na meranie poten-
cidlového rozdielu sa prikladaji priamo na pridové kontakty. Odpor é = (h/2€%)/N sa
nazyva fundamentalny kontaktny odpor.

Komplikovanejsie je merat’ potencidlovy schod eV/2 na rozhrani kontakt-vodi¢. Vtedy
sa totiZ jedna z napit’ ovych sond musi prilozit’ priamo na drét, Co treba urobit’ neinvazivne

(pozri kapitolu 4).



Kapitola 3

Vodivost’ mezoskopického vodica s prekazkami

3.1 Landauerova formula pre dvojterminalova vodivost’

Predstavme si, Ze do vnitra balistického drotu vloZime prekazku (vid’ obr.3.1), ktora
dopadajice elektrony prepust’a alebo odraza. Vodivost’ drotu s prekdzkou vypocitame ana-
logicky, ako sme pocitali vodivost’ balistického drotu v odseku 2.1., ibaze vezmeme do
tivahy, Ze elektrén dopadajiici na prekazku v stave (n, k) pretuneluje cez prekdzku s prav-
depodobnost’ ou T}, (k). Vzt'ah (2.2) pre balisticky prid v n-tom subpése sa zmen{ takto:

kn(Er+dop) kn(Er+5p)
1 e 0E,(k L mEETOR) 1 e OE,(k
L= Y G5 B) () = 2.2 ait € OEE) v 3
L h Ok 27 Jkn(Er) L h Ok
k=kn(EF) n (L F
Zamenime integrovanie cez k integrovanim cez ¢ = E,, (k) a mame
kn(Er+dp) E (k Ep+dop
I, =< ai P2 K)oy = e/ deTy(e) (3.2)
mh kn(Er) 81{7 mh Er
Pre 0 = eV << Er mdzeme polozit T,,(¢) ~ T,,(Er). Dostaneme
2¢?
I, = —T,(Er)V. 3.3
57 In(Er) V. (3.3)

Pre dvojtermindlovi vodivost’ G = é = % Eiv _1 I, dostdvame Landauerovu formulu

2¢2 &
G=" Zl T(Er) , (3:4)
He prekéazka Hy
drot
I
M —Hg = € U

Obr. 3.1: Mezoskopicky vodi¢ s prekdzkou. Vodivost G = I/U je tzv. dvojtermindlova
vodivost’, pretoZe sa meria potencidlovy rozdiel U medzi pridovymi termindlmi L a R.
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dopadajica vina

— o= tee- ot
1 ik x - o+ 0-
RIS o+ _ )
\/Ze X, ot "o . ot prepustend vlna
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odrazend vlna T et o- ot
o+ - v 1 ik x
h o+ °- - - o+ Z s tn’nTEk“‘ Xn'(y)
2 v 1 - x o- °oF o+ SR L
Z “ro——e X ()] o+ o- .- .-
n'=1 v, \/z

n

T

Obr. 3.2: Mezoskopicky vodi¢ s ndhodne rozloZzenymi primesami. Primesi so znamienkom
plus/minus sd prit'azlivé/odpudivé. Vytvéraji nahodny potencidl Uy(z,y), ktory dopada-
jucu vinu Ciastocne odraza a CiastoCne prepust’a (pozri text).

kde N je pocet obsadenych 1D subpésov, alebo presnejsie, n = N je energeticky najvyssi
subpés pre ktory je eSte E, < Er. VSimnime si, Ze odvodenie Landauerovej formuly je
nezavislé od konkrétneho tvaru funkcie E,, (k).

Pod’'me definovat’ T,,( Er) z prvych principov. Formula (3.4) plati pre mezoskopicky
vodi¢ s 'ubovol'nou prekdzkou. Priklad na obrazku 3.2 ukazuje vzorku Sirky W, v ktorej
st prekdazkami primesné atomy. Tieto vytvaraji vo vzorke ndhodny potencial Uy (x,y), na
ktorom sa elektrony rozptyl'uji. Pre elektrén vo vzorke plati Schrodingerova rovnica

R [ 92 0?
—— ==+ = U U =F 3.5
o (5 + ) + U )+ Ui )] vlen) = Bevlen). 59)
kde U(y) je potencidl definujici okraje vzorky a kde sa ndm sta¢i obmedzit’ na vlastnd
energiu F = Er, nakol'ko vodivost’ (3.4) urcuju len elektrony na Fermiho hladine.

Zopakujme najprv, aké je rieSenie pre vodi¢ bez prekazok. Pre U (z,y) = 0 sd rieSenim
rovnice (3.5) vinové funkcie

1 )
&, y) = —=e"Mxn(y) (3.6)

VL

kde k, > 0, index “+*“ oznacuje vlnu Siriacu sa zl'ava doprava, index
zprava dol’ava, vlnova funkcia x,,(y) je rieSenim Schrodingerovej rovnice

[

vlnu Siriacu sa

K2 02
_%TyQ +U (y) Xn(y) = Ean(y)7 3.7

a F, je energia 1D subpdsu s kvantovym ¢islom n. Pre £ = Er plati

K22
om

Ep =E, + (3.8)

t.j., vinovy vektor k, ma vyznam Fermiho vlnového vektora v subpase n.
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V Landauerovej formuli (3.4) sumujeme len pon = IV, t.j. po najvyssi subpds pre ktory
je este £, < Ep. Stavy s E, < EFr majd podl'a rovnice (3.8) redlne hodnoty Fermiho
impulzu k,, a nazyvaji sa vodivé, pretoZe prispievaji do vodivosti (3.4).

Stavy s n > N maji E, > Er a z rovnice (3.8) pre ne vyplyva imaginidrny Fermiho
impulz k,, = ikn, kde K, je redlne Cislo. Nazyvaju sa evanescentné stavy a plati pre ne

2,2
h K

Ep = En = 2m

; 3.9)

X (xz,y) o< eT Ty (y), n=N-+1,...,00. (3.10)

Evanescentné vlnové funkcie teda exponencidlne klesaji s z. Neskor uvidime, Ze 1 ked’
evanescentné stavy nevystupujd priamo v sume (3.4), majd na vodivost’ nepriamy vplyv.

Uvazujme rovnicu (3.5) aj s potencidlom Uj(z,y). Tento potenciél tvoria prekdzky,
ktoré st na obrdzku 3.2 ukdzané ako ndhodne rozmiestnené primesi. Nech na ne dopadd
zl'ava elektrén v stave & (x,y) = L~1/2 et¥nZy, (y). Pytame sa, ako vypocitat’ pravde-
podobnost’ T}, (k,,), Ze tento elektrén pretuneluje cez prekazky na druhi stranu vzorky.

Vo vSeobecnosti, elektron dopadajici na prekdzky v stave &, cez ne mdze pretunelovat’
(alebo sa od nich odrazit’) do I'ubovolného subpésu n’, pricom jeho energia musi po rozptyle
z n do n’ zostat’ zachovand. VInoviu funkciu pred a za prekdzkami mdzeme preto zapisat’
ako

o
&i(zy)+ X :T" Tnon &nn (2,y), <0
Ui (@) =9 w=1 : (.11)
> :;]7” lnon 5;1:(3773/)7 x>1L
n =1

kde t., (kn) @ rp.pn(ky) sd amplitidy pravdepodobnosti prechodu resp. odrazu z n do n’ pre
elektrén prichddzajuci zI'ava, vy, je rychlost’ elektrénu v stave k,, (pre parabolicky disperzny
zékon v, = hk,/m) a faktor /vy, /v,. je dosledok konvencie. Ak vzt'ahy (3.11) chapeme
ako rozvoje rozptylenej vinovej funkcie do dplného systému funkcii eFik'z Xn-(y), mala by
v nich vystupovat’ aj suma cez k’. Zachovanie energie vSak pre dané n’ priptst'a len &’ na
Fermiho hladine, t. j. k' = k,,.. Tak zostali rozvoje do dplneho systému funcif .. (y).

Ak na prekazky dopadd sprava elektrén v stave & (z,y) = L~1/2 e~ n%y, (y), vinovi
funkciu pred a za prekaZkami moéZeme vyjadrit’ ako

E vn t/ Ei(xay% x <0
Yy, (z,y) = ) (3.12)
£(fﬂy)+Z P S (T,y), > L

kde t), (k) a r},,,(ky) st amplitidy pravdepodobnosti prechodu resp. odrazu z n do n’
pre elektrén prichddzajuici zprava.
Podl'a kvantovej mechaniky elektr6n s vinovou funkciou ¢ (x, y) nesie v smere = pri-

dovu hustotu " d d i

2zm

(3.13)

a elektricky prud
w
J=e / j(z,y) dy. (3.14)
0
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oo
Z rovnice (3.11) dosad’'me do (3.13) vlnovi funkciu o7 = > o tn W&t (z,y) a pri
n=1

integrovani v (3.14) vyuZime, Ze vlnové funkcie y,(y) st ortoéonalne. Po jednoduchych
tpravéch, ktoré Citatel’ ndjde v Dodatku A, dostaneme vysledok

1
gt =g Zmn DI, (3.15)

n=1

v ktorom sa prispevok od evanescentnych stavov (n > N) ukézal byt identicky rovny
nule a zostal len prispevok od stavov vodivych. Vzt'ah (3.15) vyjadruje prid neseny zl'ava
doprava jednym elektréonom v stave k = k,,. Vzt'ah (3.15) sme kvoli jednoduchosti odvodili
pre parabolicky disperzny zdkon (rovnica (3.8)). Urobit' podobné odvodenie pre obecny
disperzny zikon je mozné aviak zdihavé.

Teraz sa vrat'me k rovnici (3.2) a prepiSme ju takto:

e dk OE, (k)

" e o (3.16)
© Frton de% % n(e) ~ £ Okn OEF Th(er)du . |
mh JE, Oe 0k ThOEr Ok,

Poslednd rovnicu mdZeme zapisat’ ako
= op g (Er) Jy (3.17)
kde I ok
gn (BF) = 55+ (3.18)

je hustota stavov na Fermiho hladine pre pozitivne k, (pre elektrény dopadajice na pre-
kaZku zl'ava v subpése n) a

el10F
THED) = T n,

je prud neseny zl’ava doprava jednym elektrénom v stave k.
Vzt'ahy (3.17) - (3.19) platia pre I'ubovol'ny disperzny zédkon E, (k). Ak predpokla-
dame parabolicky disperzny zdkon, vzt'ah (3.19) prejde na tvar

Tn(er) (3.19)

Ji = e%T (er) , (3.20)
ktory m6Zeme porovnat’ so vzt'ahom (3.15). Z porovnania dostaneme
N
Ep) =Y |tan(Er)?, (3.21)
n=1
takZe Landauerovu formulu m6Zeme zapisat’ aj v tvare
2NN
Z tn(Er)|?, (3.22)
n=1n=1

v ktorom je T, explicitne vyjadrend cez amplitidy prechodu ¢,.,. Vyjadrenie (3.21) sme
kvoli jednoduchosti dokazali len pre parabolicky disperzny zakon. Dékaz pre obecny dis-
perzny zikon je zdihavejsi a vynechiavame ho. Vysledok (3.21) nie je trividlny. Keby sme
ho neodvodili rigorézne, vznikla by otazka, preco T;, nevyjadrujeme ako totdlnu amplitidu

Zflv _1 tn.n Vyndsobent jej komplexne zdruZenym obrazom, o nie je spravny vysledok.
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3.2 Definicia matice rozptylu

Formula (3.22) vyjadruje dvojtermindlovi vodivost’ neusporiadaného mezoskopického
vodi¢a pomocou transmisnych amplitid ¢,,.,,. Ako vSak vypocitat’ t,.,? Vo zvysku tejto ka-
pitoly popiSeme metédu rozptylovych matic, ktord umoziuje t,,.,, vypocitat’ v principe pre
I'ubovolny ndhodny potenciél Uy (x, y). Metdda rozptylovych matic ndm umozni zaviest™ aj
koncepciu Feynmannovych drah, ktord budeme potrebovat’ pri vysvetl’ovani slabej lokali-
zécie a univerzdlnych fluktuécii vodivosti. V tomto odseku rozptylovi maticu zadefinujeme.

PrepiSeme najprv rovnice (3.11) v trochu pozmenenom tvare

[o@)
ofEt () + 0 o\ e rnn G (2y), @ <0
Ui (T,y) =9 s - =1 . (323)
> ;)Tn tnn & (2, 9), x> L
n=1

kde sme na pravu stranu pridali koeficient 04(1"). Podobne, prepiSeme (3.12) do tvaru

o0
> ﬂé”) ot G (00) <0
Y (z,y) =9 ™ —1 , (3.24)

kde je na pravej strane pridany koeficient ﬂgn . Inymi slovami, koeficientom agn) sme pre-
Skélovali dopadajicu vinu &,f (z, y) aj vysledné prepustené a odrazené vlny. Podobne, koefi-
cientom ﬁén) sme preskdlovali dopadajicu vinu &, (x, y) aj vysledné prepustené a odrazené
vlny. Vidno, Ze rovnice (3.23) a (3.24) su len $pecidlne pripady obecného matematického
rieSenia

> oM@y + 2 B (xy), ©<0

vy =4 "< "< . (325)
X 0" L@y + ¥ B G (@), > L

kde 55"7) a ozénv) su vystupné amplitidy a 0‘1 ) a ﬂQ sd vstupné amplitddy. Princip su-
perpozicie ndim umoZziiuje skonsStruovat’ obecné riesenie aj tak, Ze rovnice (3.23) a (3.24)
sCitame a vysumujeme cez vSetky n. Pre z < 0 dostaneme vzt'ah

o0

Y(w,y) =Y [ (@,9) + 9, (2, y)] =
n=1
Zoq & (x,y +ZZ [ "),/% rn,n+ﬁ§")\/% tim] & (@,9)

n=1n=1

(3.26)

apre x > L ndjdeme

[e.e]

U(z,y) = [W(w y) + by, (2, y)] =

ZZ |:a1 V ””+/82 \/Trnn]fn xy +Zﬂ2 fn xy)
1 —

" (3.27)
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Ak (3.26) a (3.27) porovndme s (3.25), dostaneme rovnice

B =3 [ e [ ] e, a2
n=1 w w

agrl’) — Z |:Oé(ln)\/:j>ntnyn 4 /Bén) /,:jin r;%n:| s n = 1, 2, ...00 . (329)
n=1 w v

Posledné dve rovnice si obecné vzt ahy medzi vystupnymi a vstupnymi amplitidami. Tieto
rovnice mdZeme zapisat’ aj v maticovom tvare
N Loy
)\ By ) (3.30)

(2)= (¢

o+

i

L]

kde vzt’ah medzi vektormi

@ 1
a§2) §2)
a7 ,81
= = 3.31
O I
By @
sprostredkuje matica
~_ (Tt t
S = i (3.32)

zloZena z matic T, t, t/, r’ s prvkami

~ U ~ (Y ~ (Y ~ v
(r)nvn =4/ Un Tnon, (t)n’n = - thimn, (t/)n’n = = t{n,n, (rl)n’n =1/ = T%,n-
ns

Up, Up, Up,

(3.33)
Matica S popisuje, ako sa dopadajuci elektrén rozptyl'uje na 'ubovol’ nej prekazke, v naSom
pripade na primesiach (obr. 3.2) ndhodne rozmiestnenych v oblasti 0 < x < L. Maticu S
by sme teda mohli nazvat’ maticou rozptylu. Namiesto matice S je vsak v literattre obvyklé
definovat’ maticu rozptylu trochu inak. PrepiSeme (3.23) v tvare

Vo (2, y) + S af” rn 6 (2,y), @ <0
Ui () =< - w=1 , (3.34)
>y b (2, ), x> L

n=1

a (3.24) v tvare

S b5 b (), z <0
n=1

0o () + 3 b5 1, b (2,y), @> L

n =1

U (@,y) = ; (3.35)
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kde
n (2,y) = \/Ziff(w,y) = \/%ei““"xxn(y) (3.36)
st len inak normované vinové funkcie £ a koeficienty a(ln) a bé”) su definované ako
a{" = \/?oé”), by =\ (3.37)
Zadefinujeme este
b = 2B ey = el (3.38)

a obecny rozvoj (3.25) prepiSeme v tvare

> aMeh (x,y) + 3 b (2,y), <0

Plz,y) =1 "= st (3.39)
> af ok (@) + X W on (), w> L.

Tou istou dvahou akou sme prisli k rovniciam (3.28) a (3.29) I'ahko prideme k rovniciam

b = i [ v 087 U] =12, 00, (3-40)

n=1

a o
o =3 [al b 0 ] =120 00, (3.41)

n=1

¢o st len rovnice (3.28) a (3.29) prepisané pomocou inak normovanych vstupnych amplitid
(3.37) a vystupnych amplitid (3.38). Rovnice (3.40) a (3.41) zapiSeme v maticovom tvare

b1 o r t/ al
()= ()6

kde vzt’ah medzi vektormi

agl) b(ll)
a§2) ng)
al : bl

= = 343
<b2> bgl) a <a2> agl) ( )

2 2

e o

sprostredkuje matica
s=(* ¢t (3.44)
A\t r '

ktord sa skladd z matic r, t, t’, r’ s prvkami

(r)n’n = Tnmn, (t)n’n = tpm, (t/)n’n = t;—una (r/)nﬁn = ’f‘,’mn. (345)
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Namiesto matice S sa zvykne nazyvat’ maticou rozptylu prave matica S definovand vzt ahmi
(3.44) a (3.45). Lahko sa dé presvedcit’, Ze medzi S a S plati vzt ah

S = WwSw—! (3.46)
kde W je diagondlna matica s prvkami

(W) = /U O (3.47)
a W~ je inverznd matica s prvkami

1 1
(W) = Nom Onin- (3.48)
Vsimnime si eSte, Ze keby sme rozvoje (3.34), (3.35) a (3.39) obmedzili na konecny
pocet kandlov (n,n> = 1,2, ... Nynaz), tak rozmery matic r, t, t/, v’ by boli Npyaz X Nppaz @
matica rozptylu (3.44) by mala rozmery 2N,,q X 2Npq.. Exaktné rozvoje vSak obsahuji
Cleny s n,n = 1,2, ...00, ked’Ze v principe existuje moznost’ rozptylu do evanescentnych
stavov (n > N), ktorych je nekonecne vel a.

3.3 Vlastnosti matice rozptylu

Uvazujme prud neseny Casticou s vinovou funkciou ¢ (x, y),

Wy o 0
= [ g | g ttan) - vle) o )| i 649

Ak za 1(z,y) dosadime vInovi funkciu &5 (x, y) = L~1/2 ey, (1), dostaneme

1hk, v,
n=—7—"=— :1727...N, .
J, T 17 pre n (3.50)
a
Jn=0 pre n=N+1,N+2 ...00. (3.51)

Pripominame (odsek 3.1), Ze kandly n = 1,2, ... N st vodivé - s redlnym vlnovym vekto-
rom k,, zatial' Co kandly n = N + 1, N + 2, ... oo st evanescentné - s rydzo imagindrnym
k.. Evanescentné kandly k pridu neprispievajd prave kvoli rydzoimagindrnemu k,,, o sme
uZ raz videli pri odvodeni Landauerovej formuly v odseku 3.1.

Ak za (z,y) dosadime prenormovand vlnovid funkciu ¢ (z,y) = /L/v. & (,y),
vo vodivostnych kandloch sa vsetky pridy prenormuji na jednotku, t.j.,

Jp=1 pre n=1,2...N, (3.52)
a v evanescentnych kandloch dostaneme znovu
Jp=0 pre n=N+1,N+2,...00. (3.53)

Hovorime, Ze vlnova funcia ¢ (z,y) = \/1/v, et*2%x, (y) je pre n = 1,2,... N nor-
movand na jednotkovy prid. VInovym funkcidm a§")¢; , ag")qbz , bg%; a bé")qﬁ; teda
ocividne zodpovedaju pridy
Jo =12 T=1a12 T =2, g =02 pre m=1,2,...N.
(3.54)
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Z tohoto dovodu sa amplitidy a;

tial &o amlitddy o™

() (),

b(ln) a bg") nazyvaji aj pridové amplitidy, za-
, a(Qn), 6§n) a ﬂén) (predchédzajiici odsek) st vinové amplitidy. Z

poZiadavky, Ze sicet vystupnych pridov sa musi rovnat’ sictu vstupnych pridov, vyplyva

rovnica
N N

S+ g P =
n=1

n=1

Tuto rovnicu moéZeme zapisat' v maticovom tvare

(v ) () = (ai. 02) (5

kde

N (N)
1 aq
<b2> by

N N
ST a4+ ST s,
n=1 n=1

(3.55)

(3.56)

(3.57)

Kvdéli zjednodusSeniu zdpisu sa v nasledujicich riadkoch obmedzime na pripad N = 2, nase
zavery vSak budu platné pre 'ubovolné N. Pre N = 2 sa obecné vzt'ahy (3.42), (3.44) a

(3.45) redukujd na rovnice

1)
b ri1 T2t
1 21 T22 U9y
aS) t11 ti2
a§2) tor tog Ty
kde
r1 T2t
ro1 T2 th
S =
t11 ti2 T
tor too T

1o aé)
tho aq

b 1
T2 bg )
T (2)

22 by

3P

%)

T2

T92

(3.58)

(3.59)

je matica rozptylu s rozmermi 4 x 4 (v pripade /N kandlov by mala rozmery 2N x 2N).

Pripomefime si teraz niekol'’ko zndmych vzt ahov. Uvazujme maticu C a jej prvky (C);;

oznacme ako
(C)U = Cij-

Potom transponovana matica, CT, je matica s prvkami

(CT)ij = cji

komplexne zdruZena matica C* ma prvky

(C%)ij = i

v

(3.60)

(3.61)

(3.62)
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a hermitovsky zdruZend matica C™ je definovana vzt ahom

(CH)yj = cji. (3.63)
Ak hermitovsky zdruzime stcin dvoch matic CD, da sa ukdzat’ (dodatok B), Ze
(CD)t =D*"C™. (3.64)

ZapiSeme (3.58) vo forme

by
(az) =S <b2> (3.65)

kde S je matica rozptylu (3.59), a obidve strany rovnice (3.65) hermitovsky zdruZime po-
mocou predpisov (3.62), (3.63) a (3.64). Dostaneme

( 5 ag) - (a;, b;)s+. (3.66)
Ked’ (3.30) a (3.66) dosadime do I'avej strany rovnice (3.56), okamZite vidime, Ze
StTS =1, (3.67)

kde 1 je jednotkova matica. Matica S je teda unitdrna. Zdoraznime, Ze vzt ah unitarity
(3.67) plati pre maticu rozptylu (3.59) resp. obecne pre maticu rozptylu 2N x 2N, kde N je
pocet vodivych kandlov. Vzt' ah (3.67) neplati pre maticu rozptylu roz§irent na evanescentné
kandly [rovnice (3.42)]. K unitarite sme totiZ prisli od rovnice (3.55), ktord evanescentné
kanély neobsahuje. Poznamenajme este, Ze matica S unitdrna nie je, ani keby sa zredukovala
len na vodivé kanaly.

Ked do (3.67) dosadime maticu rozptylu (3.59), dostaneme rovnice

Z rpen|? + Z ltnn|? = n=1,2,...N, (3.68)
n =1
a
Z I P+ Z It % = n=12,...N, (3.69)
n=1

kde sme N = 2 zobecnili na N. Vztahy |r|? + |t|> = 1 a |r/|> + |¢/|*> = 1, zndme z tedrie
jednorozmerného rozptylu, su Specidlnym pripadom vzt'ahov (3.68) a (3.69).

3.4 Zavislost’ matice rozptylu na polohe rozptylovaca

UvaZzujme najprv najjednoduchsiu rozptylovi tlohu (obr. 3.3) - rozptyl jednorozmer-
ného elektrénu na jednorozmernej potencialovej bariére tvaru J-funkcie, lokalizovanej v
ur¢itom bode na osi z. VSeobecné rieSenie (3.39) sa v tomto pripade zjednodusi na

a1¢(z) + bi1o~ (), =<z

V() = { a26™ (z) + b (z), T > 1, (370)

© 1 hk
+ +ikx
= —= = — 3 -7 1
10} (.’17) f e y v ( )
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Obr. 3.3: Rozptyl elektronu na jednorozmernej potencidlovej bariére tvaru J-funkcie,
umiestnenej v pociatku stradnej sustavy. Reflexné a transmisné amplitidy tejto bariéry
oznalime ako ro, 7, a to, t(, kde index 0 znamen4, Ze ide o prekdzku v bode = = 0.

a x1 je poloha prekdzky. Podl’a tedrie z predchddzajicich dvoch odsekov, pre pripad na ob-
razku (3.3) mézeme vzt ah medzi vstupnymi a vystupnymi amplitidami vyjadrit’ rovnicou

b1 _(To t6 aj
()= ) ().

S, = <T0 té) (3.73)

t() 7“6

kde

je matica rozptylu prekdzky (d-bariéry) v polohe x = 0.
Ukazeme, Ze ked’ tito prekdzku premiestnime do I'ubovolného bodu x, tak posledné
dve rovnice sa zmenia na rovnice

b1 o Toeimml th al

(7o 6i2kr1 t6
S:< FRC (3.75)

kde

je matica rozptylu prekazky v bode .

Ak je prekdzka v bode = = 0 a dopad4 na iiu zI'ava rovinnd vina ¢+ () o ?**, potom v
bode rozptylu mé fazovy faktor dopadajiicej viny hodnotu prave exp(ik0) = 1. Pri odraze
sa tato hodnota preskaluje amplitidou rg, takZe po odraze sa dol’ava $iri vlna s fazovym
faktorom o exp(—ikz). Pri prechode prekazkou sa fizovy faktor e*** §kéluje amplitidou
to, takZe doprava sa §iri vlna ¢ty exp(—ikz).

Ak je viak prekdzka v bode 1 (obr. 3.4), tak pri rozptyle viny ¢t (z) o< e** m4 jej
geometricky fdzovy faktor v bode rozptylu hodnotu exp(ikz1), teda nie jednotku. Odra-
zom sa tento fazovy faktor zmeni na exp(ikz1) 9 a ked’Ze bod vzniku odrazenej viny je
x1, tak po odraze sa dol'ava §iri vlna exp[—ik(x — z1)] ndsobend faktorom exp(ikxy) ro,
teda celkove 7 exp(i2kxz1) exp(—ikz). Vidime, Ze v porovnani s prekdzkou v x = 0 sa
pri amplitide ro objavil naviac geometricky fazovy faktor exp(i2kx1) Pri prechode sa
fizovy faktor ¢’** tesne za prekdzkou zmeni na exp(ikx1) to a a doprava sa §iri vina
exp(ikx) tg explik(z — x1)] = to exp(ikz), rovnako ako v predchadzajicom pripade.
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a; —» —a,

ik x, ik(x—x,)
tkx e fye
> >
ikx —ik(x—x,)
e 7"06
-
} >
0 X1 X

Obr. 3.4: Rozptyl elektrénu na jednorozmernej potencidlovej bariére tvaru §-funkcie, po-
sunutej do bodu x1. Spodny panel ilustruje, pre€o sa v matici rozptylu posunutej bariéry
[rovnice (3.74) a (3.75)] objavi pri amplitide r( geometricky fazovy faktor exp(i2kx1) a
pri to sa neobjavi ni¢. Analogickd ilustrcia sa d4 nacrtniit’ pre vinu dopadajicu zprava na
vysvetlenie faktora e *2*%1 pri amlitide (-

To je dovod, preco sa v rovniciach (3.74) a (3.75) objavil pri rq faktor exp(i2kx1),
zatial’ €o pri t( sa neobjavilo ni¢. Tie isté Gvahy pre vinu ¢~ (z) o e~ by vysvetlili,
preco sa pri 7)) objavil faktor e =271 a pri ¢ opit’ ni¢.

Predchadajica argumentécia sa tykala jednorozmerného rozptylu, platila teda pre jed-
nokandlovy vodic. Ziskané zdvery teraz zobecnime na vodi¢ s dvomi vodivymi kan4lmi.

Na obrazku 3.5 je znadzorneny rozptyl elektrén vo vodici s dvomi vodivymi kandlmi na
jednorozmernej potencidlovej bariére tvaru d-funkcie, ktord je lokalizovand v uréitom bode
na osi x. VSeobecné rieSenie (3.39) sa v tomto pripade zjednodusi na

Vot (2,y) + al?oF (2,y) + 07 (2,y) + 0005 (,y), @ <2

a6t (2, y) + aSP o (2, y) + Vb7 (2, y) + b 65 (z,y), = >
(3.76)

¢(1‘, y) = {

kde

1 )
O (9) = =X (y) (3.77)

Pre x1 = 0 (obr. 3.5) napiSeme vzt'ah medzi vystupnymi a vstupnymi amplitddami v tvare

(1) (1)
b%z) rou1 Toiz tohn  toha aé)
by | "o21 To22 togr oo ay (3.78)
= , )
agl) tory torz Tolr Tols bgl)

al? togr togz 7o Tozz) \p®
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N | (1)
Uy =)
b (1) 47(1)]9
1(2)47 47(2) 2 .
0 X

Obr. 3.5: Rozptyl elektrénu vo vodici s dvomi vodivymi kandlmi na jednorozmernej d-
bariére v pocCiatu sdiradnej sustavy. Reflexné a transmisné amplitidy prekdZky oznacime
ako 7, 7“0;-1» atoj;, tog-i, kde index 0 znamen4, Ze ide o prekazku v bode z = 0,7 = 1,2 si
indexy kandlov pred rozptylom a 7 = 1, 2 s indexy kandlov po rozptyle.

kde
! !
ro11 Toiz torr  toie

) ) toh  tot
S, = 21 22 loa1 22 ’ (3.79)

! !
toy1  toi2 7o Toi2
/ /
tog1  loga 7021 To022

je matica rozptylu prekazky v polohe x; = 0. Zavedieme oznacenia
ro = <7"011 7”012> L to = <t011 15012> , (3.80a)
T021 T022 tog1  toon
I / to! to
= (Ton 7"012> L th = ( 011 012> , 3.80b
0 (7"0/21 059 0 tosy  tohe ( )
(1) b1
— a fd
n) = ) 6)
— i 3.82
() = (5 ) G o

Ak prekdZzku posunieme do bodu x; a nasSe tvahy pre jeden kandl prispdsobime na dva

kandly, I'ahko ndjdeme, Ze
b1 (T t/ al
()= v) () a8

a zapiSeme (3.78) v tvare

kde
i2k i(k k

. oy € To1 € o ) (3.84a)

T021 ez(klml“l‘kal) T022 622162371 ’ :
_ t011 75012 ei(k2x1_klxl) 3.84b
t = t i(k1z1—kaw1) ¢ ; ( 8 )

021 € 022
1 —i2k 1 —i(k k

Y- royy € rofg e R thi) (3.84c)

7«0’21 e~ i(kiz1+kez1) 7“0/22 e~ i2k2z1 ) :

;o to/ll t()/12 6—i(k21’1—k1.’£1)
t = (toé - o, . (3.84d)
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r t
S = (t r,> (3.85)

v rovnici (3.83) je teda matica rozptylu prekazky v polohe x;. Definujme 2 x 2 maticu

Matica

ik121 .
X = <€ 0 ez’Igm) 7 (X)m,n — ezkmm(gmm (3.86)

a k nej inverznu 2 x 2 maticu

—ikix1
_ e 0 _ _
% = ( 0 eik2wl> ’ (X l)m,ﬂ =€ kaxlémyn‘ (387)

(Plati, 7 X~ 'X = 1.) Vzt'ahy (3.84) mdZeme prepisat’ ako sicin matic

r=XroX, t=X"1tX (3.88)

v = XXt = XX (3.89)

kde matice rg, to, ) a t{, si dané vzt'ahmi (3.80), t.j. popisuji prekdzku v polohe 2z = 0.
Rozptylovi maticu S prekazky v mieste x; teda moézeme vyjadrit pomocou rozptylovej
matice Sg prekazky v mieste x = 0 takto:

( XreX  XtpX!
S_<X_1t0X_1 XX ) (3.90)

Konecne, rovnice (3.76) - (3.90) méZeme I'ahko zobecnit’ na vodic s I'ubovol' nym po-
¢tom kandlov N,,.,. Po mechanickom prepisani vSetkych rovnic pre N,,,, kandlov sa
zmeni len to, Ze matice ro, tg, rfJ a t6 a matice X a X! narasti z 2 X 2 na Nyugzr X Noaz-
To isté sa udeje s maticami r, t, r’ a t’ a hlavny vysledok (3.90) zostane rovnaky.

V dodatku C je popisané aj ¢isto matematické odvodenie vysledku (3.90). V porovnani
s ivahami v tomto odseku je fyzikdlne menej ndzorné, je vsak dobré si ho osvojit’.

3.5 Skladanie rozptylovych matic dvoch a viac prekazok

Uvazujme rozptyl elektrénu v mnohokanalovom vodic¢i s dvomi prekazkami (6-bariérami)
v polohéch z1 a z9. V siilade s oznaeniami na obrazku 3.6 definuje rovnica

b1 . ry tll al
(aA) - (tl (g 391
rozptylovi maticu S; prekazky v polohe x1,

!
S, = <r1 t,1> : (3.92)

ba) [r2 t! aa
()= (2 2) (52) 6

arovnica
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0, =§ [P, F =P q,
blE EbAE Ebz

X A X5 X

Obr. 3.6: Mnohokanélovy rozptyl na dvoch bariérach umiestnenych vo v§eobecnych polo-
hach T1 axa.

rozptylovi maticu Se prekdzky v polohe xo,

S, = <r2 ﬂz) . (3.94)

/
te 15

bl . r t/ al
- )

zadefinujeme rozptylovi maticu prekdzky zloZenej z dvoch prekazok,

r t
S = (t r,). (3.96)

Chceme odpovedat’ na otazku, ako vypocitat’ maticu S, ak pozname matice S; a Ss.
7 (3.91) a (3.93) ziskame dvojicu rovnic

Rovnicou

aa = tia; +riba (3.97)

ba = raaa + thbo. (3.98)
Dosadime (3.98) do (3.97). Dostaneme

aap = tia; + r'1r2aA + r’lt’2b2 (3.99)

a odtial
ap = [1 — r’lrz]fl tia; + [1 — r’lrz]fl rjthba, (3.100)
kde [1 — rjr2]~! je inverznd matica k matici [1 — rra] a 1 je jednotkovd matica. Teraz
dosad’me (3.97) do (3.98). Dostaneme
ba =rotia; + rzrlle + t/2b2 (3.101)
a odtial
ba = [1 - rar}] ' ratiar + [1 —rary] " thbo. (3.102)

Z (3.91) mame
by =ria; +tiba, (3.103)
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odtial’ s vyuZzitim (3.102) ziskame

by = {r1 +ty [1—rary] ' rate} ag +t) [1—rar}y] " th bo. (3.104)
Z (3.93) méme
as = teaa + ryba, (3.105)
odtial’ s vyuzitim (3.100) dostaneme
az = ta [L—rira] " tyag + {rh+ta [l —rira] " rith} b (3.106)
Porovnanim (3.95) s (3.104) a (3.106) dostaneme vysledky
t =t [1—riry) "ty (3.107a)
t' =t} [1—rary] " th, (3.107b)
r=ry+t) [1—rar}] " raty, (3.107¢)
v =r1h +ty[1— r'lrQ]fl rith. (3.107d)

Vysledky (3.107) vyjadruji maticu S pomocou matic S; a So. Vzt'ahy (3.107) sa zvyknd
formdlne zapisovat’ aj v tvare
S=S5;®Sa, (3.108)

r t r; t ro t’
() () ez om

a ® je operdtor, ktory formdlne definuje skladanie matic S; a Sy tak, Ze prvky vyslednej
matice S st dané vzt'ahmi (3.107). Nezabudnime, Ze prvky matic (3.109) sd tieZ matice,
takZe poradenie operacii nasobenia vo vzt'ahoch (3.107) je potrebné dodrZat’.

Konecne, uvedené skladanie S-matic dvoch prekdzok moZeme zobecnit’ na I'ubovol' ny
pocet prekazok vzt ahom

kde

SZSl(X)SQ@Sg@...Sj@... . (3.110)
Doposial’ sme o maticiach S1, Sy, ... S; hovorili ako o rozptylovych maticiach prek4-
Zok lokalizovanych v polohédch x1, xo, ..., z; pre ktoré vieme zavislost’ od polohy vyjad-

rit’ vzt'ahom (3.90). Poznamenajme vSak, Ze pomocou vzt ahu (3.110) méZeme skladat’ aj
rozptylové matice prekdZok, ktoré nie si bodové, ale maji urdity priestorovy rozsah dx a
neprekryvaji sa. Na zdver eSte prepiSeme vzt'ah (3.90) pre maticu S;:

o XroX; o XptpX!
SJ—<Xj—1tOXj—1 Xj_ll“f)xj ; (3.111)

(X)) mon = €% 6 . (3.112)

Byva zvykom zapisovat’ vzt'ah (3.111) pomocou operécie ® v tvare

(0 X 0o X!
S]_<Xj 0>®SO®<X;1 2 (3.113)

Citatel’ si s pouZitim operacie @ I'ahko overi, Ze posledny vzt'ah a vzt'ah (3.111) sii totoZné.
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3.6 Feynmannove drahy

Teraz zadefinujeme pojem Feynmannovych drdh. Najprv ukdZeme, Ze inverzni maticu
-1. >z g
[1 — r’lrz] je mozné zapisat’ v tvare radu

[1- I',]_I'z]_l =1+rire+rijrarirs +rirarirarirs + ... (3.114)
Na dokaz spravnosti rozvoja (3.114) ndm staci dokazat’, Ze jeho prava strana spliiuje vzt'ah
[1- r'1r2]71 [1-rirs] =1. (3.115)

Dosadime (3.114) do (3.117) a uvedomime si, Ze |ry;,—,| < 1. Dostaneme

N+1

. N .
]\}E)noo [1 +rirg + -+ (r'lrz) ] [1 — r’lrz} =1- ]\}E)noo [r'lrz] =1. (3.116)
Podobne, inverznd maticu [1 — rgrl] -1 moZeme rozvinut’ ako
r1—-1 / / / / / /
[1 — rgrl] =1 +4ror; + rary rary + rary rary rary + ... (3.117)

Dosad’'me rozvoj (3.114) do (3.107a) a rozvoj (3.117) do (3.107c). Dostaneme rozvoje

t =tot] + tQI‘/II'ztl + tgr&rz I'llrztl + ... (3.118)

r=rq—+ t'lrztl + t'lrzr'lrztl + 1:'11'2r’1 rzr'lrztl +... . (3.119)

Vidime teda, Ze maticové prvky (t).m, a (r)n, mdZeme vyjadrit’ rozvojmi

(6)nm = (bat1)nm + (t2ri T2t )nm + (b2rire Tirats)nm + . .. (3.120)

(r)nm = (rl)nm + (t,1r2t1)nm + (t,1r2r/1r2t1)nm + (t/1r2r/1 r2r€[r2t1)nm +..0,
(3.121)
ktoré sa skladaji z nekone¢ného poctu €lenov a zarucene konverguju.

Pozrime sa na rovnicu (3.121). Vieme, Ze (r)n, je amplitida pravdepodobnosti, Zze
elektron, ktory dopadd na prekdzku zl'ava v kandli m, sa od nej odrazi spat’ v kandli n.
Tento odrazovy proces sa moZe zrealizovat’ rozliénymi spdsobmi, nazyvanymi Feynman-
nove dréhy. Aby bolo vidno, o ¢o ide, vyjadrime ¢len (t}ratq)n, ako

Nmaz Nmaz

(thrat)mm = > > (61)nns (2)nyn; (61)nym (3.122)

ni=1 nao=1

a podobne by sme mohli vyjadrit’ aj d’al’Sie ¢leny na pravej strane rovnice (3.121). Vidno,
ze vyraz (t})nny (r2)nyn (t1)n,m je amplitida pravdepodobnosti odrazu po nasledovnej
drahe: Elektrén prejde cez prekazku 1 zl'ava doprava a rozptyli sa pri tom z kandla m do
kandla ni, v kanali n; dopadne na prekazku 2, od prekdzky 2 sa odrazi spit’ (dol'ava) a
rozptyli sa pri tom z n; do ng, v kandli ny dopadne na prekdzku 1 zprava a prejde cez
nu dol'ava tak, Ze sa rozptyli z ne do n. VSimnime si, Ze pri popise dradhy sme vyraz
(t) )nng (r2)non, (t1)nym precitali odzadu dopredu. Dvojitd suma na pravej strane rovnice
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(3.122) obsahuje N2, takychto drdh. Nazyvame ich Feynmannove drahy. Ked' si Cita-
tel' podobnym spdsobom rozpiSe ¢len (t)rar)raty)nm, ndjde N2 . Feynmannovych drah,
&len (t)rar} rarjraty),,, bude obsahovat NS . Feynmannovych drdh, atd'.

Kvoli tplnosti sa pozrime aj na rozvoj (3.120). Napriklad, ¢len (torrati),, moéZeme
vyjadrit’ ako

Nmaz Nmal Nmal

(t2r/1r2tl)nm: Z Z Z (t2)nn3(r€[)n3n2(r2)n2n1(tl)n1m- (3123)

ni1=1 ne2=1 nz=1

Vieme, Ze (t),,, je amplitida pravdepodobnosti, Ze elektron, ktory dopadd na prekdzku
zl'ava v kandli m, vyjde na druhej strane prekdzky v kanéli n. Z toho je zrejmé, Ze vyraz
(t2)nns (T) ) nans (*2)nony (t1)n,m je amplitida pravdepodobnosti prechodu po nasledovne;j
Feynmannovej drahe: Elektrén prechddza cez prekdzku 1 a rozptyl'uje sa pri tom z m do
n1, v kandli n; dopada na prekdzku 2, od nej sa odrazi naspit’ (dol'ava) a zaroven rozptyli
z ny do no, v kandli ny dopadne na prekazku 1 z pravej strany a odrazi naspat’ (doprava) do
kandla n3, v kanali n3 dopadne znovu na prekazku 2 a vyjde za niou v kandli m. Podobne
mdZeme pomocou Feymnannovych dréh vyjadrit’ aj ostatné cleny rozvoja (3.120).

Amplitidy (1), a (t),, teda mdZeme vyjadrit’ ako sumy amplitdd vSetkych moznych
Feynmannovych drah. Ked’Ze rozvoje (3.118) a (3.119) obsahuji nekonecne vel'a ¢lenov,
nekoneény je aj pocet moznych Feynmannovych drah. Z tohto ddvodu nie je pojem Feyn-
mannovej drahy moc uZitocny pre kvantitativne numerické vypocty. Neskor v§ak uvidime,
Ze Feynmannové drahy umoZnujui pochopit’ fyzikdlnu podstatu niektorych mezoskopickych
javov tak, ako to algebra matic rozptylu neumoZziiuje.

3.7 Rozptylova matica dvojrozmernej prekazky modelovanej dvoj-
rozmernou J-funkciou

Pripomenime najprv, Co sme sa v tejto kapitole doposial’ stihli naucit’. UvaZovali sme
mezoskopicky vodi¢ s rozptyl'ujicou prekdzkou, ktorou moézu byt ndhodne rozmiestnené
primesy (obr. 3.2) alebo nejaky iny typ neusporiadanosti, jednoducho disorder. Ukdzali sme,
Ze dvojtermindlova vodivost” mezoskopického vodica s 'ubovol'nym disorderom je popi-
sand Landauerovou formulou (vzt'ah (3.22) ), ktora hovori, Ze vodivost’ je stCet Stvorcov
transmisnych amplitidd v jednotlivych vodivostnych kanaloch. Vypocet tychto transmisnych
amplitid pre dany disorder umoziuje metdda rozptylovych matic. Rozptylovi maticu pre-
kazky, ktord sa skladd zo za sebou nasledujicich jednotlivych prekdZok (napriklad primes-
nych atomov), méZeme vypocitat' tak, Ze vezmeme rozptylové matice jednotlivych pre-
kaZok a celkovd maticu z nich zloZime pomocou vzt'ahu (3.110) a Specidlne definovanej
operdcie skladania matic (vzt'ahy (3.107)). Pri tom sme mlcky predpokladali, Ze rozptylové
matice jednotlivych rozptyl’ovacov pozndme. Ak by sme chceli urobit’ numerické vypocty
vodivosti pre konkrétny disorder, potrebujeme eSte uréit’ rozptylové matice kokrétnych jed-
notlivych rozptylovacov. V tomto odseku ukazeme, ako odvodit’ rozptylovi maticu jedného
primesného atomu z obrdzku 3.2, na ktorom uvazujeme primesné atémy ako bodové rozp-
tylovace. Rozptylovy potencidl bodového rozptylovaca lokalizovaného v bode (z;,y;)) ma
tvar V(z,y) « 0(x — z;)0(y — y;) a v prvom pribliZzeni nim modZeme modelovat’ napr.
silno tieneny coulombovsky potencidl ionizovaného donora alebo akceptora alebo kratko-
dosahovy potencidl neutrdlnej primesi. Ked” odvodime rozptylovi maticu jednej takejto
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primesi, Citatel’ bude mat’ v rukdch kompletny ndstroj na numericky vypocet vodivosti me-
zoskopickej vzorky s konkrétnou konfiguraciou primesi.

Hl'addme teda S-maticu jednej d-bariéry umiestnenej v bode (0, ;). Jej potencidl v
dvojrozmernej Schrodingerovej rovnici (3.5)

n* [ o2 0?
— | 55+ 55 U U =F
o () +U )+ Us )| 9(00) = Bt
je

Ur(z,y) = Uo 6(x)d(y — vi)- (3.124)
Do Schrodingerovej rovnice (3.5) dosadime potencidl primesi (3.124) a preintegrujeme
pravu aj I'avi stranu cez x v infinitezimalne malom okoli bariéry. Dostaneme

mUo
Ton T gy e T

6(y —vi) W0 —€,y)+¢(0+€y)).
(3.125)
Vyuzili sme pritom nasledovné vzt ahy vyplyvajiice z podmienky spojitosti funkcie ¢(x, y)

v okoli nuly:

lim [ (2, y)dz =0, (3.126)
?(0—€,y) = d(0+¢€y), (3.127)
ateda

Rovnice (3.127) a (3.125) ndm umoznia po dosadeni konkrétneho tvaru rieSenia ¢(z,y)
urcit’ prvky matice S.

Nech na prekazku (d-bariéru) dopadé rovinna vlna zl’ava v kandli ng. Obecné rieSenie
(3.39) nadobudne tvar

NmafL‘
o () + Y T (2,y), <0
by (,y) =4 N w=l (3.129)
Z tn’no(brt (.T,y), x > 0 .
kde .
OE(z,y) = ——eFFnTy (y) (3.130)

vV Un
Toto rieSenie dosadime do rovnice (3.125), vyndsobime funkciou x7 (y), preintegrujeme cez
y a vyuZijeme podmienku ortonormdlnosti

Ziskame rovnicu

Nmax 1 1
S K —— [trmg — (—Tmg )] — K Sy =
; nn: hn Tn’ n'ng n'no nQ U nng

Nmaa:

1 1
— i) Do —— [twng + Fromg) — i0nng——.  (3.131)
wzl Tm\/v—w n'no nmng nnom
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V maticovom zdpise ma poslednd rovnica tvar

KClt+r—I=—iI'C(t+r+1) (3.132)
s maticovymi prvkami
o = T30 (i () (.13
Kon = kn.onn. (3.134)
Chn = Lém, (3.135)

a I je jednotkovd matica.

RieSenie ¢TJ{O (z,y) dané rovnicou (3.129) dosadime aj do podmienky spojitosti (3.127).
Opit’ vyndsobime obe strany ziskanej rovnice funkciou x (y), preintegrujeme cez y a vy-
uZijeme podmienku ortonormélnosti funkeif ' (y) a x5 (v).

Dostaneme rovnicu

Nmaa: Nmaa:

\/11)705””0 + nz \/%5% Fromg = nzl \/11}75,”1, trmg - (3.136)
V maticovom zdpise ma (3.136) tvar
C+Cr=Ct. (3.137)
Po prenasobeni pravej aj I'avej strany (3.137) maticou C~! dostaneme
I+r=t (3.138)

Ked’ do (3.132) dosadime za r vzt'ah z (3.138), dostaneme maticovi rovnicu pre t:
KC[t-—I=—TICt. (3.139)
Tito uz mdézeme jednoducho riesit’:
(K+iI') Ct=KC, (3.140)

odtial’:
t=C™! (K+I' ! KC. (3.141)

Teraz dosadime (3.141) do (3.132) a jednotkovi maticu I zapiSeme ako sicin matice (K + iI") C
a matice k nej inverznej

I=[(K+il)C] '[(K+ilC]=C"! (K+i') ' (K+il'C.
Pre r potom dostaneme
r=C ! (K+il'' KC + C! (K+il')™' (K+T')C (3.142)

a odtial’ po uprave
r=—iC! (K+iI') ' I'C. (3.143)
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Ked’ na prekazku (d-bariéru) nechame dopadat’ rovinni vlnu v kandli ng sprava, dosta-
neme z obecného rieSenia (3.39) tvar

Nmaz
Z th’nod)'r;(:xvy)a <0

Ung(@y) = 7 N (3.144)
Gro (T, 9) + D0 Thne @i (2,y), >0

n =1

Riesenie opit’ dosadime do rovnice (3.125), vyndsobime funkciou x} (y), preintegrujeme
podl'a y a vyuZijeme podmienku ortonormdlnosti. Ziskame rovnicu pre prvky submatic r
at

N,
1 mar 1
— knO\/TTO(Snno + Z 57171’ kn’\/?n, [Th’no - (— :’7»’710)] =

n=1
Nmaac

1 . 1
i 2 T = [ty F o] 5 (3:149)
n =1

— ilng
v maticovom zapise :

KC[-I+r+t]=—TCI+r +t) (3.146)

Riesenie 1), (x,y) (3.144) opit’ dosadime aj do podmienky spojitosti (3.128) a dostaneme
rovnicu
t=I+r (3.147)

Zar opit’ dosadime z (3.147) do (3.146), aby sme dostali maticovid rovnicu pre t
KC [t —1I]=—i Ct, (3.148)
ktorej rieSenie je (analogicky dopadu viny zI'ava)
t=C! (K+iI')"' KC. (3.149)
Opit’ dosadime (3.149) do (3.146), jednotkovi maticu zapiSeme s tvare sucinu
I=C ! (K+ir) ' (K+il')C,
dostaneme
r=C1 (K+il)' KC + C! (K+iT)™' (K+4iI')C (3.150)

a po dprave:
r=—iC! (K+il)"' I'C. (3.151)

Rozptylova matica S pre d-bariéru ma teda tvar

, . —1 . —1 —1 . —1
g _ (r t > :[ iICTH(K+d)" ' I'C C(K+dq) KC (3.152)

t CYK+i)'KC —iC (K +iD)"'rC
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Ako jednoduchy priklad hl’adajme teraz S-maticu d-bariéry v situdcii kedy je obsadeny
len jeden subpas a evanescentné stavy moZeme zanedbat’. Potom rieSenie Schrodingerovej
rovnice (3.5) pre vlnu dopadajicu zI'ava na prekazku je

otz y)+ o (x,y), <0
wan={ G, a1

a pre vlnu dopadajicu sprava

- _J o (z,y), z <0
vlmy) = { ¢~ (z,y) + " (z,y), >0 (3-154)

kde

1 ..
¢*(z,y) = \ﬁeﬂ’”’x(y) (3.155)

Najprv dosadime do rovnice (3.125) rieSenie 1" (x,y) pre vinu dopadajicu zl'ava, vyna-

sobime rovnicu funkciou x*(y), preintegrujeme cez y a vyuZijeme normovanost’ funkcie
X(y). Dostaneme

Eft—(1—7)]=—iT[1+7r+1. (3.156)
kde U
m
I = h2ox*(yi)x(yi). (3.157)

Riesenie 1" (x,y) dosadime aj do podmienky spojitosti (3.127). Opit’ vyndsobime obe
strany ziskanej rovnice funkciou x*(y) a preintegrujeme cez y. Dostaneme jednoduchy
vzt'ah

(I+r)=t (3.158)

RieSenim jednoduchej sdstavy rovnic (3.156) a (3.158) je

—
= 3.159
"Tktar (3:159)
: K

t= . 3.160
k 4+l ( )

Teraz dosadime do rovnice (3.125) rieSenie 1)~ (x,y) pre vinu dopadajicu na prekazku
sprava. Uplne rovnakym postupom, ako pre vinu dopadajiicu zI'ava, dostaneme rovnice

k[-1+r — (—=t)] = —iD[L+r +#]. (3.161)
a
1+r)=t. (3.162)
Z nich T
—1
- 3.163
T TR (3.163)
¢ k
o 3.164
k440 (3.164)

Vyslednd rozptylova matica S je

1 -k



Kapitola 4

Analyza merania odporu mezoskopického vodica

4.1 Mnohoterminalovy koherentny vodi¢ v Biittikerovom for-
malizme
V predchadzajicej kapitole sme uvazovali mezoskopicky vodi¢ s prekdzkou, pripojeny

na dva kontakty (termindly) s rozdielnymi chemickymi potencidlmi (obr. 3.1). Ukdzali sme,
Ze v tomto pripade je prid dany vzt ahom

I=GU, 4.1)

kde

962 NN )
G=" Z::lm; o (EF)] (4.2)

je Landauerova formula pre vodivost’ a t,,, je amplitida pravdepodobnosti, Ze elektron
dopadajici na prekazku zI'ava v kanali n vyjde za prekaZkou na pravej strane v kanali m.

Formulu (4.2) méZeme zobecnit’ na situdciu z obr. 4.1, kedy je pred prekdZzkou vodic¢ s
N7 kandlmi a za prekdzkou vodic¢ s Ny kandlmi. Dostaneme

2¢2 N e
G="- 2 [tma(Er)* (4.3)
n=1m=1

Téato formula zrejme plati aj pre situdciu na obrazku 4.2, kde prekazku nahradzuje obecnejsi
pojem vzorka a pod vodi¢mi mdme na mysli idedlne privody bez akychkol vek rozptylova-
¢ov — mnohokanalové drdty s konStantnym prierezom pozdiz drotu.

prekazka vzorka

% vodi€ 1 vodi¢ 2

W, 2 -
vodi¢1 L]  vodi¢2 W

J terminal 1 B terminal 2

s N, s N,
kanalmi kanalmi

Obr. 4.2:

Obr. 4.1:
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Obr. 4.3:

Teraz rovnice (4.1) a (4.3) zobecnime pre vzorku s mnohymi termindlmi, ukdzand sche-
maticky na obr. 4.3. Nech N,, je poCet kandlov v privode m a INV,, pocet kanalov v privode n.
Urobme konvenciu, Ze prad vtekajici do privodu zvonku (z terminédlu) je kladny. UvaZujme
privod m a v iom kandl «.. Nech je chemicky potencidl termindlu m zmeneny z hodnoty

Er o mald hodnotu dp,, = —eV;,, kde V,,, je napitie aplikované na terminal m. Potom
Cisty nerovnovéazny prud, ktory dopadd v ,,stave* {m, a} na vzorku, je
2 [ 1 dE
Igfb)apad =—¢€ 27_[_/0 {Q(Nm - Em,a) - Q(EF - Em,oz)} ﬁ d;:’a dk »
I O PR G -
— h By m,oe — h /J'm - h m

kde Ey, o (k) je energia elektrénu s vinovym vektorom k a 0( g, — Er, o) je Fermiho distri-
bucnd funkcia pri absolitnej nule [#(z) = 1 pre z > 0 a §(z) = 0 pre z < 0]. Z elektrénov

1 S;’g“‘d vstipi do kandla 3 v privode n prispevok

I3 16 mal (4.5)

obsiahnutych v

kde |tns.mal? je pravdepodobnost’ prechodu z {m,a} do {n, 3} a t,gma je amplitida
pravdepodobnosti. Prid v privode n neseny elektrénmi prichddzajticimi z privodu m je

Np Nm

I =~ 2y, SN g 2 (4.6)
nm — h m nB,mal - .

f=1a=1

V d’alsom uz budeme potrebovat’ len oznacenie

Np Npm Nm Np
Tnm - Z Z ’tnﬁ,ma‘27 Rm - Z Z ’rmﬂ,moz‘Qa (47)
f=1a=1 f=1a=1

kde sme definovali aj reflexnd amplitidu 7,5 o pre elektrony dopadajice na vzorku v
privode m. Cisty prdd injektovany z privodu m do vzorky je

2¢?
a celkovy prad tectci privodom m je evidentne
=2 [(N Ro)Vi— 3 T V] 4.9)

Vn#m
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Rovnice (4.9) sa nazyvaja Biittikerove rovnice alebo Biittikerove formuly. Vyjadruju, aky
prid tecie v privodoch v mnohotermindlovom mezoskopickom systéme a st vlastne kvan-
tovou obdobou Kirchhoffovych zdkonov.

Vysetrime vlastnosti formuly (4.9) platiace bez ohl’adu na konkrétnu fyziku koeficien-
tov Ty,. Prad I, dany vzt'ahom (4.8) musi byt rovny pridu injektovanému z m do
vSetkych ostatnych n privodov, t.j.

Iim + Y Inm =0. (4.10)
Vn#m

Posledny vzt'ah po vyuziti (4.6), (4.7) a (4.8) ddva sumacné pravidlo

R+ Y Tum = N, (4.11)
V n#m

¢o je zovSeobecnenie vzt'ahu R 4+ 1" = 1 pre jeden kanal.
Ak v rovnici (4.9) vezmeme vSetky napitia rovnaké, potom prid I,,, na jej I'avej strane
musi byt’ nulovy pre vietky m. Dostaneme sumacné pravidlo

Ry+ Y Ton = Ni, (4.12)
Vn#m

Z rovnic (4.11) a (4.12) dostaneme

Z Tyn = Z Tom, kde Thm = Ron. (4.13)

Poznamenajme, Ze plati aj symetria

ktoré vSak z rovnice (4.13) nevyplyva pokial’ neuvaZzujeme dvojterminédlovy pripad. Symet-
ria (4.14) plati ako dosledok symetrie Schrodingerovej rovnice vzhl’adom na obratenie Casu.
V pripade nenulového magnetického pol'a B vzt'ah (4.14) neplati, ale plati

Tn(B) = Tom(—B). (4.15)

Konecne, rovnice (4.13) umoZiuju prepisat’ Biittikerov vzt'ah (4.9) vo forme

9 2
I, = % (Tom Vi — Tyin Vi) (4.16a)
Vn#Em
alebo aj
2¢2
I =~ S Tn Vi =Va) = Y Gon (Vin — Vo), (4.16b)
Vn#m Vn#m

kde G, = %Tmn je koherentnd vodivost’ medzi termindlmi m a n. Je zobecnenim Lan-
dauerovej formuly pre mnohoterminédlovy systém, rovnica (4.16b) sa v dvojtermindlovom
pripade zhoduje s (4.1)
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4.2 Aplikacia Biittikerovej formuly na trojterminalovy systém

Uvazujme trojtermindlovy systém z obr. 4.4, vychddzajuc z Biittikerovych rovnic (4.16b).
Bez 4jmy na obecnosti polozme V; = 0 ako referen¢né napitie. Dostaneme

262
L=—-1I= - (=T Vo — T3 V3),
2¢2
I=1= e [(To1 + Ta3) Vo — To3 V3], (4.17)
2¢2
I;=0= - [—T32 Vo + (T31 + T32) V3).

S¢itanim tychto rovnic dostaneme nulu na ich oboch stranich, ¢o znamena, Ze jedna z rovnic
je prebytocnd a moZzno ju vynechat’. Z (4.17) dostaneme vzt ah

I 2¢2 T3 T
o= (T ), (4.18)
Vo h T31 + Ts2

ktory sa dd pisat’ s vyuZitim vzt'ahu 751 + T32 = 173 + 153 vo forme
I 262 T13 T32
== (Tt 7) 4.19
Va h < 2 T+ T 1)

Vodivost’ I /V; sa skladd z dvoch prispevkov. Prispevok dmerny 779 je tzv. priamy prispevok
— Landauerova formula. Prispevok umerny 733 T32/(T13 + To3) sa nazyva nepriamy a
pochddza od elektrénov, ktoré idi z 1 do 3 az 3 do 2. Z (4.17) dostaneme aj vzt ah

V3 D) T30

73 - , (4.20)
Voo T31+T32 Tiz+1To3

ktory hovori, Ze potencial V3, ktory nameria sonda 3, zdvisi od jej vlastnosti. Ak v (4.19)
polozime 112 = 0, tak

2
I :2i T13T32 ’ V2 h ( 1 1 )7 (4‘21)
Vo h Tis+Th3

resp. T = 22 Tis + T
kde vzt'ah pre % sme ziskali jednoduchou tipravou pomocou sumacnych pravidiel pre T;;.
Vzt ah pre % hovori, Ze odpor medzi elektrédami 1 a 2 je dany ako nekoherentny (ohmicky)
stcet odporov 1/T73 a 1/T355. Nepriamy prispevok 173 Tso/(T13+T53) teda v rovnici (4.19)
naru$uje koherenciu, resp. zavddza ¢iasto¢nd koherenciu.

Uvazujme trojtermindlovy systém (obr. 4.4b), ktory vznikne ked’ pripojime napit ovd
sondu 3 na dvojtermindlovy balisticky vodi¢. UvaZujme pre jednoduchost’ jednokandlovy
vodic. Pred pripojenim sondy 3 je T2 = 1. Predpokladajme, Ze sonda 3 je slabo invazivna,
t.j. Ze v rovnici (4.19) je T2 ~ 1 a zdroven T > T13 T32/(T13+ Ta3). Vyslednd vodivost’

VLQ ~ % Ty ~ % je balistickd, avSak stdle plati vzt'ah (4.20), podl'a ktorého sonda 3
meria potencidl zavisly od jej vlastnosti. Podl'a obrdzku 2.8 m4a sonda 3 namerat’ % = %

Rovnost’ % = % vSak dostaneme len pre T30 = 131 = Th3, teda vtedy, ak je spoj medzi

balistickym vodicom a napit ovou sondou dokonale symetricky.
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4.3 Stvorbodové meranie odporu v Biittikerovom formalizme

Na obrazku 4.5 je Stvortermindlovy systém, ktory meria odpor prekazky v strede vodica.
NapiSme pre tento systém Biittikerove rovnice (4.16b) v maticovom tvare ako

Tio +Tis + Tha —Th2 —T13 —Thy
—Tx Tor + To3 + Toy —Th3 —Toy
—T3 —T3 T31 +T32 + T34 —T34
—Ty T2 —T3 Ty +Tao + T3
)%} I -1

I
vl T2 |22 | 0| @2
0

Bez ujmy na vSeobecnosti poloZime V3 = 0. Potom je jedna z rovnic prebyto¢nd a moéZeme
vynechat’ napriklad prvi z nich. V maticovom zdpise tak dostaneme

—To1 To1 + Toz + 1oy —Toy Vi h I
=13 —T3 —T34 V| = 502 0]. (4.23)
—Tu —Tyo Ta1 + Tao +Tys Vi 0

Nezname V1, Vs, V, sa I'ahko vyjadria cez koeficienty 7., a cez I. Definujme odpor

Vo —Vq

Ronpq = 7. (4.24)
n«—m
Z (4.23) a (4.24) dostaneme
Vi—V3 h Ty T31 — Ty T30
= = 4.25
Ro1.43 7 502 5 , (4.25)
Roo1 = Vo—Vi _ h (Th + T30+ Tsa)(Tus + Tap + Tiz) — Ty T43’ 4.26)

2LT T T 92 S
kde S je determinant matice v (4.23). Odpor Ra1 43 je vysledkom Stvorbodového merania a
oCividne zavisi od vlastnosti meracich sond 3 a 4. Sondy 3 a 4 ovplyviiuju aj odpor Ra1 21,
merany medzi termindlmi 1 a 2.

(@) (V5.0) (b)
(v3,0)
privod 1 privod 3 privod 3
ivi
Vi=——
WD privod 1
‘\ (Vi D e (V2 D
. privod 2
privod 2 )

Obr. 4.4: (a) Trojtermindlovy systém s dvomi prddovymi termindlmi a napit’ ovou sondou
3. (b) To isté pre rovny balisticky vodic¢
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Historicky doélezitd je analyza merania odporu prekdzky s transmisiou 7' umiestnenej v
strede jednokandlového kvantového drotu. Predpokladajme, Ze sondy 3 a 4 st slabo inva-
zivne, tj., Ze vSetky transmisné koeficienty obsahujice indexy 3 a 4 si malé v porovnani s
koeficientami T2 a Th1, takZe vplyv sénd 3 a 4 na T12 a T mo6Zeme zanedbat’. Vtedy

Tio =Ty =1T. 4.27)

Nech
T31 = a, T3 =8 (4.28)

kde o, 3 st rddu 6 < 1. Potom koeficient T34 = ~ je radu §2, pretoZe popisuje prechod cez
dva slabo prepust ajice spoje. To isté plati zrkadlovo symetricky pre koeficienty sondy 4.
Dostaneme

-T T -«
S=|-a -8 —y |=T(a+p)>?% (4.29)
-0 —a a+p

ak podrzime len Cleny do najnizsieho radu v §. Potom (4.25) a (4.26) dajd

ha?—p ha-f1
22 S T 22a+8T

Ro1.43 ~ (4.30)
LN Cl) et NN
2¢2 S T 2e2 T
Predpokladajme eSte, Ze prid zo sondy 3 sa rozdel' uje rovnako do oboch smerov tak, ako je
to zndzornené na obrazku 4.5 vpravo. Vidno, Ze

R21721 ~ (431)

a=(1+R)S,  B=T6. (4.32)

Vzt ahy (4.32) sd semiklasické, pretoZe do nich nevstupuje vplyv interferencie medzi dopa-
dajdcimi a odrazenymi elektrénovymi vinami. Teraz pouZijeme tieto semiklasické vzt ahy,
vplyv interferencie budeme analyzovat’” v poslednom odseku tejto kapitoly. Ak vzt'ahy
(4.32) dosadime do (4.30), konecné vysledky su

h 1-T h 1
R N ——— R N — —, 4.33
2043 % 55— 20217 55 & (4.33)
Druhy z tychto vysledkov sa zhoduje s dvojtermindlovym odporom
1 h 1
Ro=—4=-5+ 4.34
TG 22T (“434)

Obr. 4.5: Stvortermindlovy systém.
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ktory dostaneme, ked’ Landauerovu vodivost’ (3.4) zapiSeme pre jeden kandl a prevratime.
PrepiSme este (4.34) ako

1  h (T+R) h h R
Ry=—- =22 "V _ & - = 4.35
=G 22 T 52 T g2 (4.35)
—~— —
Rkonlakl Rdrél

kde R je pravdepodobnost’ odrazu a '+ R = 1. Podl'a vzt'ahu (4.35) prekazka v 1D drdte
priddva ku fundamentdlnemu kontaktnému odporu h/2e? sériovy odpor

h R

— = 4.
5¢2 T (4.36)

Ryor =
ktory je totozny s vysledkom (4.33) pre Stvortermindlovy odpor Ra; 43. V literatire sa nd-
zov Landauerova formula pouZiva pre vztah Ry = % % a aj pre vzt'ah Rgsr = % %.
Rozdiel medzi obidvomi vzt’ahmi bol zdrojom rozporov, kym sa nevyjasnilo, Ze prva z
formiil plati pre dvojbodové meranie odporu (ked’ sa meria potencidlovy rozdiel medzi pru-
dovymi termindlmi) a druhd pre Stvorbodové meranie odporu, ked’ sa meria potencidlovy
spad priamo v drdte. V zostdvajicich odsekoch tejto kapitoly budeme Stvorbodové meranie
odporu analyzovat’ ete raz s dérazom na otézku, ako sa meni potencial pozdiz drotu. V
poslednom odseku budeme uvazovat’ aj tzv. fdzovocitlivé meranie, pri ktorom semiklasické
vzt ahy (4.32) neplatia a vysledny odpor je poznamenany interferenciou.

4.4 Ako sa meni potencial v okoli prekazky?

V tomto odseku budeme uvazovat’ jednokandlovy vodic¢ a formulu Ry = % % odvo-
dime eSte raz. Odvodime ju menej formélne - jednoduchou analyzou priebehu potencidlu v
dréte. Pripomeiime znovu, Ze vodi€ je jednokandlovy, ked’ v iom elektrény obsadzuji len
subpds n = 1. Energia elektrénu v subpase n = 1je e1(k) = &1 + E, kde E = h?k%/2m
alebo obecne F(k). Dno subpdsu 1 v d’al’Som mézeme brat’ nulové. Oznac¢me distribu¢ni
funkciu +k stavov nal’avo od prekazky ako ff(E) Ked’ Ze bola do drdtu injektovana z
I'avého kontaktu (z rezervodru s chemickym potencidlom g 1,), musi platit’

fE(E)=0(u, - E), (4.37)

kde 0(z) = 1pre z > 0af(z) = 0 pre z < 0. Z tych istych dovodov mdZeme vyjadrit’
distribiciu —k stavov napravo od prekazky ako

FH(E) =0 (ur — E). (4.38)
Prid vyjadrime ako
2 [ VOEM) o o
I= 5. dk T T [f+(E) 1 (E)] (4.39)
0

Prejdeme k integrovaniu cez premennt F a zapiSeme (4.39) v tvare

I= Qhe/dET [fH(E) - fR(B)]. (4.40)
0



44 Kapitola 4.0

—
UL | T — . T'| HUR

vlavo rozptylovac vpravo

kontakt 1 kontakt 2

elektrochemicky

A potencidl
ML
Y R+ (1T (W—R)
-k stavy

+k stavy

MR + T (ML—HR)

i MR

vlavo ® vpravo

kontakt 1 rozptylovad kontakt 2

Obr. 4.6: (a) 1D vodi€ s jednym rozptylovaCom s transmisiou 7. (b) Zmena elektrochemic-
kého potencidlu, ukdzana separatne pre elektrény s pozitivnym a negativnym k.

Ak dosadime (4.37) a (4.38), vzt'ah (4.40) da pre py, — ur = eV < pur g Landauerov
vyraz I = Q—he T (ur, — pr). Zapiseme vzt'ah (4.40) vo forme
o0
2e
1= [ dE [fR(E) - fA(B)], (4.41)
0

kde f f(E ) oznacuje distribuciu elektrénov v +k stavoch napravo od prekdzky:
FHE) =T [fH(B) — fAB)] + FH(B). (442)
Pre 4k stavy napravo od prekdzky definujeme ,,chemicky potencidl F'r vzt ahom
J{(E) = 0(Fg — E). (4.43)

Distribucia (4.43) ma tvar rovnovaznej (Fermiho) distribucie, zatial’ o distribucia (4.42) je
nerovnovazna. Pokial’ elektrény pocas prechodu drotom nerozptyl'uje nic iné ako prekazka,
potom vSade napravo od prekazky plati vyraz (4.42) a vyraz (4.43) len definuje Fg.

Ak ma mat’ veli¢ina Fr vyznam ,,chemického potencidlu®, distribicia (4.43) musi dat’
po scitani cez vSetky k rovnaky pocet elektronov ako distribucia (4.42), t.j.

/dE;iZH(FR—E) - /dE;H; (T [0(ur — E) — 0(pg — E)] + 0(u — E)}.
0 0

(4.44)
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Pre pur, — pr < ppra Fr — pgr < pr dostaneme z poslednej rovnice vysledok

Fpr=pur+T (pr — pR) - (4.45)

Podobne postupujme pre —k stavy vl'avo od prekdzky. ZapiSme vzt'ah (4.40) v tvare

00
2

I= he dE [fH(E) - fL(B)], (4.46)

0

kde fL(E) je distribu¢nd funkcia pre —k stavy vl'avo od prekazky:
FEE) = fLE) =T [f{(B) - fH(EB)]. (4.47)
Definujme pre —k stavy vI'avo od prekdzky "chemicky potencidl" F, vzt'ahom
fH(E) =0(F, - E) (4.48)

a ziadajme, nech distribicia (4.48) ddva rovnaky pocet elektronov ako distribiicia (4.47), t.j.
[ dk
/dE —0(FL—FE) = /dE d—E{H(,uL—E)—T 0(pr — E) — 0(ur — )] } (4.49)

Odtial’ pre i, — pr < pr,r @ Fr — pr < pg dostaneme vysledok
Fr=pr+ (1=T)(u — ). (4.50)

Obréazok 4.6 ukazuje priebeh chemického potencidlu pozdfi 1D drétu pre —k aj +k stavy.
Pre —Fk stavy vznikd na prekdzke potencidlovy spad Fr, — ug = (1 — T)(ur — pg) a
rovnaky spad potencidlu, pu;, — Fr = (1—T") (1 — ), mame pre +k stavy. Ked’ napit ovy
spad (1 — T)(ur — pr)/e vydeh’me pradom I = 2¢ T (uy, — pug), dostaneme vzt ah pre
odpor prekazky: Rgor = Z’Q T Z obréazku tieZ V1dn0 Ze zvysok aplikovaného napitia,
T(ur, — pr), padd na rozhranie kontakt-vodi¢. Ked’ tento napit’ovy spad vydelime pridom
I= % T (ur, — pr), dostaneme fundamentdlny kontaktny odpor %

Skisme priebeh potencidlu z obrdzku 4.6 namerat’ pomocou schémy na obrazku 4.7.
V predoslom odseku sme to uZ vlastne urobili pomocou Buttikerovho formalizmu. Tu uké-
Zeme neformadlny a fyzikdlne ndzornejsi vyklad, ktory svojho ¢asu Buttikera inSpiroval.

1
2
ly
j\?T

Obr. 4.7: Meranie potencidlu vo vodici s prekdZkou idedlnymi potenciometrami
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Dro6t s prekazkou je pripojeny na pridové kontakty 1 a 2. V dbsledku malej odchylky
chemického potencidlu od rovnovadznej hodnoty Er emituje rezervoar 1 do drotu prad

2 o0 1 dFE 2e
fl—e%/o {0(us — B) ~ 0(Bp — B)} 3 - dk = (u— Fr) . (451)

Podobne, rezervodr 2 emituje do drotu opacne orientovany prud

2e

L= (ur—EBr) . (4.52)

takZe z kontaktu 1 do kontaktu 2 tecie v limite uj;, — pp << EF Cisty prad

2e
I:T(Il—IQ): E T(ML—MR) . (453)
Ako potenciometre slizia rezervoary A a B, ktoré st s 1D drotom spojené cez idedlne
(balistické) 1D privody A a B. Rezervoary A a B emituji do privodov A a B pridy

2e 2e

IA:% (IU,A—EF) , IB:E (MB_EF) . (454)

Privod a 1D drot spdja trojuholnikovy ,,opticky hranol®. Ked’ elektrén v drote dopadne na
hranol, s pravdepodobnost’ ou § sa rozptyli do privodu. Nech § < T a nech je § rovnaké pre
elektrony dopadajice na hranol zI’ava i sprava. Potom do privodu A te¢i pridy pochadza-
juce z I a I, a to (s presnost’ou do prvého radu v 9)

L(14+R)G , LTs . (4.55)

Za predpokladu, Ze sa prechod elektrénu cez hranol deje koherentne (bez zmeny energie),
s rovnakymi pravdepodobnost’ami ¢ sa realizuji aj opacné procesy, prechod z privodu A
do vodica 1 vl'avo od hranola (do —k stavu) a prechod z privodu A do vodica 1 vpravo
od hranola (do +k stavu). Pravdepodobnost’, Ze hranol prepusti elektrén z privodu A do
vodica, je teda 20. Potom 1 — 20 je pravdepodobnost’, Ze elektrén dopadajici na hranol v
priude 4 sa odrazi spit’ do privodu A. V privode A preto teCie smerom k rezervodru A
spolu s pridmi (4.55) aj prad

Iy(1-26) . (4.56)

PretoZe rezervoar A je potenciometer, celkovy prud tecici privodom A musi byt nulovy:
I4(1—20)+Li(1+R)0O+ [T6—14=0 . (4.57)
V privode B mdme analogicky:
Ig(1-20)+ L1+ RO+ LT6—Ip=0 . (4.58)

Poznamenajme, Ze faktory (1 + R)d a 7' su totozné so semiklasickymi vyjadreniami
(vzt ahmi 4.32) pre transmisné koeficienty 737 a T5o.
Z poslednych dvoch rovnic ziskame po dosadeni vzt ahov (4.51), (4.52) a (4.54) rovnice
2e 2e

2
205 (ia— Er) = S-(uz — Ep)(1+ R)+ — (ur = ER)TS (4.59)

2 2 2
25{(#3 —Ep) = {(MR —Ep)(1+R)S + {(ML — Ep)To . (4.60)
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Odtial
+ - + —
= R el 1) g = (ur +pr)  p(pr — pr) . 461
2 2 2 2
a
pa—pp = (uL —pr)R . (4.62)

St to tie isté vysledky ako na obrdzku 4.6. Treba ale zdoraznit’ nasledovné. Vzt'ahy (4.61)
st chemické potencidly rovnovazneho elektronového plynu v rezervodroch A a B tak, ako
sa "nastavia" v procese merania. Priebeh potencidlu na obrdzku 4.6 sme odvodili bez uva-
Zenia procesu merania, kvoli comu sme museli definovat’ "chemické potencidly" nerovno-
vaZneho elektrénového plynu vo vnitri drotu.

Ked’ skombinujeme vzt'ah (4.62) so vzt ahom (4.53), dostaneme

— h
B resp. Vi = MATHs bR (4.63)

h
HA=RE = 507 p 22 T

a kone¢ne
Va-Vp  h R
I 2T
Vzt'ah (4.64) hovori, aky odpor nameraju v Stvorbodovom zapojeni idedlne potenciometre,
tj. neinvazivne (§ < T') symetrické sondy. Ak potenciometre nie si idedlne, nameraji
podl'a predoslého odseku vysledok, ktory zavisi od ich vlastnosti. Ak st idedlne, nemaju
podl'a tohto odseku na merany potencidl Ziaden vplyv. V nasledujicom odseku sa do-
zvieme, Ze aj idedlne potenciometre ovplyviluji merany potencidl, ak su fazovo citlivé.
Ide o citlivost’ na interferenciu elektrénovych vin v drote.

Raror = (4.64)

4.5 Meranie potencialu fazovocitlivymi potenciometrami

V tomto odseku sa zozndmime s meranim potencidlu citlivym na fazu vlnovej funkcie
elektrénov vo vodici. Uvidime, Ze v pripade fazovocitlivého merania je vysledok merania

Vi 1| | T | 2 Voo

Obr. 4.8: Stvorbodové meranie potencidlu v jednokanalovom vodi&i s transmisiou T". Pri-
vody k potenciometrom 3 a 4 sud tiez jednokandlové, rovnakého prierezu a z rovnakého
materidlu ako je vodiC. Predpokladdme, Ze potenciometre 3 a 4 su slaboinvazivne. Vtedy
vysledny potencidl potenciometra 3 nie je ovplyvneny pritomnost’ ou potenciometra 4, a na-
opak. Ddkaz tohto tvrdenia nechdme na Citatel'a a v texte sa obmedzime na predpoklad, Ze
ked’ meria potenciometer 3 tak nie je pripojeny potenciometer 4, a naopak.
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Obr. 4.9: Rozptyl elektrénov vo vodici s prekazkou (s transmisiou 7') a potenciometrami 3
a 4. Potenciometer je k vodic¢u pripojeny pomocou trujuholnikového "optického hranola".
Rozptyl'uje teda prekazka a opticky hranol.

potencidlu ovplyvneny meranim, hoci sa pouZijui idedlne potenciometre. Vyjdeme z Butti-
kerovych rovnic.

2
Vn#Em

termindly budeme ¢islovat’, ako je ukdzané na obrazku 4.8. Pre jednoduchost’ budeme pred-

pokladat’, Ze ked’ meriame potenciometrom 3, tak potenciometer 4 je Gplne odpojeny, a na-

opak, pri merani potenciometrom 4 bude tGplne odpojeny potenciometer 3. Z rovnic (4.65)

dostaneme

2
e
Iy = — (T13V3 + To3Vs — TV — T V1) (4.66)
Polozime I3 = 0 a ndjdeme, Ze potenciometer 3 meria potencial
T Vi + T35V Ts1p01 + Taopi2
V3 = ————= resp. = ———=< 4.67
’ T3+ Tos b Hs Tz +Tos (67

Ideme vypocitat’ transmisné koeficienty T3; a T32. Ako je ukdzané na obrazku 4.9, pri-
vod potenciometra 3 je k vodi€u pripojeny pomocou optického hranola. Elektrény vo vodici
su teda rozptylované nielen prekdzkou ale aj optickym hranolom. Rozptyl na optickom hra-
nole 3 moéZeme popisat’ rovhicou

5:1 S11 Sz Sis B
@2 = |S21 S22 523 B2 ], (4.68)
B3 S31 Sz S33) \B3

kde 31, B2 a (B3 si amplitidy rovinnych vin dopadajicich na opticky hranol a B, Bg a
63 st amplitddy vin $friacich sa prec od optlckeho hranola. Rovnica (4.68) ndm umoziuje
vypocitat’ vystupné amplitidy B1, B2 a 35 zo vstupnych amplitdad 3;, 82 a B3, ak pozndme
prvky S;; matice {S;; }. Tdto matica sa nazyva matica rozptylu alebo S-matica. Vysvetlime
povod rovnice (4.68) a pokisime sa postupne urCit’ prvky S;;.

Zacnime z rovnice .
51) (Su 512> (ﬁl)
) , 4.69
<ﬁz So1 S22/ \ B2 (4-69)

ktord vznikne z rovnice (4.68) tak, Ze privod 3 odstranime ale opticky hranol ponechdme.
Vlnova funkcia elektronu mé v oblasti vI'avo od optického hranola 3 v§eobecny tvar

Brek 4 pre~ ke (4.70)
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a v oblasti medzi hranolom 3 a prekdZzkou tvar
Boe T 4 Byetke 4.71)

Predpokladajme na chvil'u, Ze vo vodici nie je Ziadna prekdZka, t.j. T = 1. V tomto pripade
je opticky hranol jediny rozptyl' ova¢ a rozptyl na fiom je (bez privodu 3) jednorozmerny.
Ucebnicovy popis tohto rozptylu je zhrnuty na obrdzku 4.10. Vidno, Ze ak elektrén dopada
na opticky hranol z I'avej strany, vstupné amplitidy su B1 = 1apy = 0 avystupné am-
plitddy sd Bi=raf=tV pripade dopadu zprava st zase vstupy 31 = 0a s = 1a
vystupy ﬁl =ta Bg = 7. Tieto vysledky dostaneme aj z rovnice (4.69), ak poloZime

Si1=7r, So=1t, Sy =1t , Sp=r1. 4.72)

Prvky S;; st teda amplitidy pravdepodobnosti prechodu a odrazu cez hranol. Kym je od-
pojeny privod 3, pre pravdepodobnosti |S;; |2 zrejme plati, Ze

1S1 > 4+ [S21]? = 1, [See* + |S12)? =1, 4.73)

pretoZe elektrén pri dopade na hranol nemd ind moZnost’ ako prejst’ alebo sa odrazit’.

Uvazujme teraz elektrén dopadajici na opticky hranol zI'ava a vrat' me do stredu vodica
prekdzku s transmisiou 7. Pre dopad zI’ava mame vstup 3; = 1, avSak vd’aka prekazke uz
neplati B> = 0, pretoZe vlna Bgeikx sa Ciastocne odrazi od prekazky spit’ takZe vznikne aj
vlna fBae "% Mdame teda rovnicu

Bl _ S11 Sio 1
(BQ) N <S21 SQQ) (/82> ' (474)

Konecne, ked’ vratime spdt’ privod 3, vrati nés to k rovnici (4.68) v tvare

5:1 S11 S12 Si3 1
B2 | = [ S21 S22 Sa3 B2 4.75)
B3 S31 S32 533 0

kde sme polozili #3 = 0, pretoze v privode 3 nie je ni¢, ¢o by mohlo elektrén pohybujici
sa pre¢ od hranola odrazit” smerom spét’ k hranolu. Inymi slovami, v§eobecny tvar vinovej
funkcie v privode 3,

By kY 4 Bty | (4.76)

sa redukuje na rovinnd vlnu Bge_iky iddcu smerom k terminélu 3. Této vlna vznikla preto,
lebo opticky hranol rozptylil elektrén z vodic¢a do privodu

ikx -ikx ikx , -ikx -ikx , ikx
e +re te te e +re

Obr. 4.10: Rozptyl na optickom hranole 3 z predo§lého obrdzku v pripade, Ze privod 3 je od
hranola odpojeny a vo vodi¢i nie je okrem hranola uZ Ziadna ind prekdzka. Symbol ¢ (¢’) je
amplitida pravdepodobnosti prechodu pre vlnu dopadajicu zprava (zI'ava), symbol r ()
je amplitida pravdepodobnosti odrazu pre vinu dopadajicu zprava (zI ava).
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Specifikujme maticové prvky S;j. Budeme predpokladat’, Ze potenciometer je idedlny,
t.j., Ze opticky hranol elektrény vo vodi¢i takmer vobec neodrdZa a takmer perfektne pre-
pust'a. Matematicky to vyjadrime vzt'ahmi

Sii—0, Sip a2 1 - ellerten)
H | 2 4.77)
Soy A 1-el2te1) | Ghy 0 ;
kde @1 + 3 je faza. Dalej zvolime
Sa1 & Velwster) | Go ~ (/etvste) (4.78)

kde 9 je parameter, s ktorym sme sa uz stretli v predchadzajicich dvoch odsekoch (plati,
7Ze 0 < laajd < T). Ocividne, S3; je amplitida pravdepodobnosti, Ze vlna, ktord vo
vodi¢i dopada na hranol z I'avej strany, prejde do privodu 3. Podobne, S3o je amplitida
pravdepodobnosti prechodu z vodica do privodu 3 pre vinu dopadajiicu na hranol z pravej
strany. Vyber (4.78) zaist' uje, Ze

153112 = [S32|> = 6. (4.79)

Toto je matematické konStatovanie faktu, Ze spoj medzi privodom 3 a vodi¢om je po techno-
logickej stranke zrealizovany dokonale symetricky a aj slabo invazivne (6 < T'). Podobne,

Siz m VoellP1tes) - Gy n gelletes) (4.80)

Koeficient S33 potrebovat’ nebudeme. Kvoli dplnosti uved’'me, Ze ide o koeficient odrazu
pre vinu dopadajicu na opticky hranol v privode 3. Ked’'Ze musi platit’ vzt'ah

Ss5]® + [Sas|® + [Sus]* = 1, (4.81)
vidno, ze ‘
1S53 ~ 1 — 25, resp. i3~ V1— 20ei#stes) (4.82)

Z rovnice (4.75) dostaneme
By = Sa+ Saafly = VO [lleren) g ileatenlgy | (4.83)

kde amplitidu (o potrebujeme este uréit’. Vlna Soe~*** vznikd v désledku odrazu viny
Bg@”” na prekdzke. Predpokladajme, Ze prekdzka je lokalizovand v strede drotu a tiez pred-
pokladajme, Ze opticky hranol je bodovy, t.j., Ze jeho rozmer je zanedbatel'ny v porovnani
s vlnovou diZkou elektrénu. V takom pripade hned’ vidime, e

By = [BoVR - eiPei2kd (4.84)

kde V'R €'® je amplitida pravdepodobnosti odrazu od prekazky, d je vzdialenost’ medzi
optickym hranolom a prekazkou a ¢?2%? je fza, ktord rovinnd vlna ziska pri prechode od
hranola k prekazke a naspit’. Z rovnice (4.75) ostaneme aj

By = elle2ten) (4.85)
Dosadime posledny vzt'ah do (4.84) a (4.84) dosadime do (4.83). Dostaneme

By = Véellwster) |1 4 /Re!Reatot2kd)| (4.86)
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Transmisny koeficient T3; je dany vzt ahom

Bk | A 5
Ty = m 631> |B3]?
= Tk = 2
WP 16

= |65, (4.87)

kde % |31|? je dopadajci prid, % |33)2 je prepusteny prid a 81 = 1. Pre 35 dané vzt ahom

(4.86) dostaneme vysledok
Ty = 6 (1 TR+ 2R1/2cosx) , (4.88)

kde
X = ¢+ 2p1 + 2kd. (4.89)

Dalej potrebujeme vypo&itat’ transmisny koeficient T35. UvaZujme elektrén ktory bol
do vodica injektovany z termindlu 2. Jeho vinova funkcia v oblasti vpravo od prekazky je

—ikx

ase + age*® (4.90)

kde aze™? je injektovana vlna a ape’™® je vina, ktord vznikla odrazom vlny e K%,

Koeficient 739 je pravdepodobnost’, Ze elektrén prejde z termindlu 2 do termindlu 3. To
znamena, ze

bk 1312 312
_ m |/63| o ’53’ _ 5 12 4.91
_@‘a’2_|a‘2_’ﬁ3’a ()
kde oy = 1. ZdoOraznime, Ze Bg teraz nie je dané vzt’ahom (4.86). Teraz totiZ musime 33
vypocitat’ pre vstup #1 = 0 (uvaZujeme elektron injektovany z termindlu 2 a ten sa po
prechode za opticky hranol uz nema od ¢oho odrazit’ spit’ takZe vlna (3;e?** nevznikne) a
pre uz spomenuté vstupy 33 = 0 a g = 1. Je zrejmé, Ze

Bo = aoVTe e = /TeMeihd (4.92)

kde v/Te™ je amplitida pravdepodobnosti prechodu cez prekazku a e’*? je faza ktord elek-
trén ziska pri prechode od prekdzky k optickému hranolu. Namiesto (4.75) teraz plati

5:1 S11 Sz Si3 0
@2 = |S21 S So3 B2 (4.93)
B3 S31 Sz S33 0
QOdtial’ _
Bs = S3of2 = [oVoeilwster) (4.94)

Dosadime (4.92) do (4.94) a dostdvame, Ze
T3o = T6. (4.95)

Chemicky potencidl termindlu 3 vypocitame zo vzt'ahu (4.67) dosadenim za 737 a T3
a vyuzitim pravidla 713 + T3 = 131 + T32. Vysledok je

p+pz | R+ RYcosx pa— po
. , 4.96
K3 2 + 1+ RY2cosy 2 (4.96)
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kde
X = 2kd + konstanta . 4.97)

Analogickym spdsobom by sme pre chemicky potencidl termindlu 4 nasli

R+ RY2cos U iy —
_ M tpe LA cos¥ 1 — p2 7 (4.98)
2 1+ RY2cos U 2

kde
U = 2kl + konstanta . (4.99)

a [ oznacuje vzdialenost’ sondy 4 od prekazky v strede vodica. Ked'Ze su sondy 3 a 4 slabo-

invazivne, prid cez vodicC je

2e 2e
I = ngl(,ul — Mg) ~ %T(Ml — ,ug) (4100)

Posledny vzt ah a vzt'ahy (4.96) a (4.98) dosadime do vyrazu pre Stvorbodovy odpor,

Rygaq = 211 (4.101)
el
Dostaneme vysledok
h 1 [R+ RY?cosx R+ RY2cos U
R = —= 4.102
12,34 2e2T <1+R1/2 cos Y + 1+ RY2cos ¥ ( )

Tento vzt'ah sa vobec nepodobd na vysledok Ry = %%, ktory sme ziskali v predcha-

dzajucich odsekoch, ked” sme neuvaZovali fazovu citlivost’. Odpor (4.102) zavisi od polohy
sondy 3 a sondy 4. Je oscilujicou funkciou d a [, dokonca mdze byt’ aj zaporny.
Ustrednime chemicky potencidl (4.96) cez uhol x integraciou 1/7 |, Oﬂ dx. Dostaneme

o p1 At e . M1 — 2
() = =5 + (1 ﬁ)( 5 > . (4.103)

Podobne, ked’ ustrednime (4.98) cez uhol ¥, tak

_ M1t pe B U1 — 2
() = =5 (1 x/f) <2 ) . (4.104)

Experimentélne by sa toto ustrednenie realizovalo ustrediiovanim cez premenné d a [, teda
postupnym posivanim potenciometrov (3) a (4) pozdlZ vodica. Pre ustredneny odpor

(p3) — (pa)

R = —— 4.105
(R12,34) o ( )
takto dostaneme vysledok
h 1-VT
R = — 4.106
(Ri231) = 55— (4.106)
ktory sa opit’ vyznamne liSi od Rgrst = %%
Odpor %% nameriame, ak Stvorbodové meranie nie je fazovo citlivé. Kedy vSak

Stvorbodové meranie nie je fazovo citlivé? Odpoved’ je, Ze Sirka privodu 3 aj Sirka privodu

.....
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jediného merania (s fixnou polohou sondy) ustrediiuje cez uhol y priamo transmisia (4.88).
V tomto pripade dostaneme vzt ah

Ts1 = 6(1+R), (4.107)

ktory nds v predchddzajicich odsekoch doviedol k odporu % %

Pozndmka na zaver. DoleZitym odkazom tejto kapitoly je, Ze ak mezoskopické mera-
nie nemd ovpyviiovat merany potencidl, potenciometer musi byt neinvazivny a s dokonale
symetrickym pripojenim na vodi¢. V naslediicej kapitole uvidime, Ze existuje zaujimava
vynimka - kvantovy Hallov jav. Uvidime, Ze v reZime kvantového Hallovho javu potenci-
ometre nemusia vobec byt pripravené ako idedlne a predsa na vysledok merania nemaji
Ziaden vplyv
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Kapitola 5

Kvantovy Hallov jav

5.1 Magnetotransport 2D elektronov: zlyhanie klasickej tedrie
v silnom magnetickom poli

Definujme tenzory mernej vodivosti a merného odporu pre 2D vzorku. Vzt'ah medzi
pridovou hustotou j a elektrickym pol’om F moZno pre slabé elektrické pole pisat’ v tvare

j‘x = O'a;mEx + Ua:yEy 5: E-E_‘" (51)
Jy = Oy By + oyy By

alebo
E, = Qa:x].x + wajly = :j, (5.2)
Ey = OyzJz T OyyJy

kde 044, Oy, ..., st zloZky tenzora mernej vodivosti & a 0,4, Ouy» ..., SU zloZKy tenzora mer-
ného odporu o. Ak predpokladdme, Ze vzorka je izotrépna, z rovnic (5.1) a (5.2) dostaneme

Oz Ozy
Ozx = 2 2 Qacy = - 2 2 (533)
Oy + 0% Oz + Oy
Oyx = —Ogzy, Oxz = Oyys, Qyz = —OQzxy, Oxz = Qyy- (5.3b)

Na obrazku 5.1 je ukazané typické experimentilne usporiadanie pre meranie ¢ a p.
Ked’ je kolmo na 2D vzorku aplikované statické homogénne magnetické pole, experiment
sa nazyva Hallov experiment, podl’a svojho objavitel’a Halla. Merané veliCiny su definované
takto. Longitudindlna rezistencia je

Vo—=Vsg Ve—Vs5 _Vy
Ry, I T I (5.4)
Pretoze g
V(E = EzLa Il = ijV, Ozx = Txa (55)
plati
Ve W w
Ozz = I, T resp. 0zx = R T (5.6)

Hallova rezistencia je definovand ako

Vo-Ve _Vs—V5 _Un
Ry I I I, (5.7)
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Obr. 5.1: Typickd geometria vzorky pre meranie kvantového Hallovho javu.

Pretoze
I =j5.W, Uyg= EyW = EgW, Ey = nyjam (5.8)
plati
U,
Oye = TH = Ry. (5.9)
1

Vsetky tieto vzt'ahy platia aj pre vzorku, ktord nie je dostatocne tenkd nato aby sa v nej
elektrénovy plyn choval ako dvojdimenziondlny. My budeme v d’al’Som uvaZovat’ transport
2D plynu, pretoZe dvojdimenzionalita plynu je nutnou podmienkou pre vznik kvantového
Hallovho javu, s ktorym sa chceme obozndmit’.

Najprv zopakujeme, ¢o predpoveda pre Hallove meranie transportu 2D plynu klasicka
tedria transportu. Vychddzame z klasickej pohybovej rovnice

——, U= (vg,1y), (5.10)

kde ¥ je strednd (alebo driftova) rychlost’ 2D elektrénu a 7 je stredna doba medzi dvomi
elektronovymi zrazkami (s primesami pripadne aj s fonénmi), nazyvana aj relaxacny Cas
elektrénového impulzu. V staciondrnom stave je di//dt = 0 a vtedy sa rovnica (5.10) dé pre
E = (E,, E,0)a B = (0,0, B) rozpisat’ pre jednotlivé zlozky v tvare

et er
vx:—E[Exﬁ-vyB], vy:—E[Ey—va]. (5.11)

Prenasobenim faktorom —en, kde n je koncentracia 2D elektronov, dostaneme

PR %ij, jy = ne'r B, + %U‘x. (5.12)
Zo (5.12) dostaneme zloZky tenzora vodivosti
Opge = Oyy = ﬁ, Opy = —Oyz = ﬁ (—weT), (5.13)
kde ne’r eB
o0 = , We= —. (5.14)
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Obr. 5.2: Meranie kvantového Hallovho javu, prevzaté z John H. Davies, 1998. Oznacenia
R, a R,y na obrdzku zodpovedaji naSim Ry, a Ry.

Dosadenim tychto vysledkov do (5.3a) dostaneme
Oz =00 (5.15)

V Hallovom experimente je j, = 0 a meria sa £y = Ep. Z (5.12) dostaneme

=0yz=—"0zy =0zx=00
B 2
. . ne-tT
Eg= — Je, Jo= E,. (5.16)
en m

Meria sa E'gy pri znamej hodnote 5, a B. Zo (5.16) dostaneme pre Hallov odpor

B

Ory = . (5.17)

Podr'a klasickej tedrie teda o, rastie s B linedrne a 9., od B nezavisi. Obrdzok 5.2
ukazuje experimentdlny vysledok pre 2D elektrony v heteroStruktire GaAs/AlGaAs. Expe-
riment potvrdzuje klasicki teériu len pre malé B. Ako B rastie, zdvislost' ., (B) sa men{
z linedrnej na stupnovitd, pricom jednotlivé stupne nadobuidaju kvantované hodnoty

h1 .
Qxy == ? g, 1 = 1,2,3,... (518)

v oblasti plateau, kde st stupne perfektne vodorovné. Hodnoty (5.18) sa merajui s presnos-
t'ou lepSou ako jedna miliéntina. To poskytuje zatial' d’aleko najpresnejSie meranie fun-
damentélnej konstanty h/e? a tiez d’aleko najpresnejii odporovy normdl. Jav sa nazyva
kvantovy Hallov jav. Z experimentu d’alej vidno, Ze 0., (B) nezdvisi od B len pre vel'mi
malé B. S rasticim B vykazuje o, (B) oscildcie, ktoré dosahuji svoje idedlne minimum

Ozz =0 (5.19)

vzdy, ked’ o, (B) nadobudne jednu z kvantovanych hodnét (5.18). Nazyvaji sa Shubnikov-
deHaasove oscil4cie.
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Obr. 5.3: Potencidl definujuci okraje vzorky (schématicky).

Uz sme videli, Ze také isté kvantovanie vykazuje dvojtermindlovy odpor 1D drotu, po-
kial’ je dr6t tak maly, Ze sa v iom nevyskytuji Ziadne prekazky. Fundamentdlne kvantum
odporu sa vsak v balistickom 1D dréte nikdy nemeralo s presnost’ ou lepSou ako cca 1 per-
cento. Na kvantovom Hallovom jave je okrem vel kej experimentélnej presnosti kvantovania
nezvycajné aj to, Ze sa pozoruje v makroskopicky vel'kych 2D vzorkdch (vel'’kosti rddovo
milimetre), v ktorych sa nachddza makroskopicky vel'ké mnoZstvo primesi. Elektrony st
pri transporte cez takid vzorku nevyhnutne rozptyl’ované primesami, takZe balistické od-
pory 0y = e%% a 04, = 0 su z tohto hladiska kontraintuitivne vysledky. Je tieZ cudné, Ze
na tieto dokonale balistické vysledky nemaju vplyv makroskopicky vel'ké meracie sondy,
ktoré su na vzorku pripojené bez snahy o neinvazivnost'. Naopak, si dokonale invazivne
(obr. 5.1).

Najprv uvaZzujme tieto javy v dvojtermindlovej vzorke bez bo¢nych terminalov.

5.2 Landauove hladiny, hranové stavy, lokalizované primesné
stavy

Na obrézku 5.3 je vzorka s 2D plynom v kolmom magnetickom poli. Sirka vzorky
(Ly) je vel'kd v tom zmysle, Ze oblast’, v ktorej sa "hranovy"potencidl V (y) meni s y, je
zanedbatel'ne mald v porovnani s vnitrom vzorky, kde je V(y) = const. Napriek tomu sa
pytame, ako hrany ovlyviuji elektrény vo vzorke. RieSime Schr. rovnicu

G+ A + V()| pla,y) = € ola,y). (5.20)

2m
kde p = (—ik 8%, —ih 8%). Zvolime Landauovu kalibraciu
A= (—yB,0,0) (5.21)

a hl’adame rieSenie v tvare
p(z,y) = p(y) ™" (5.22)
Dosadime (5.21) a (5.22) do (5.20) a po upravich dostaneme

=Y+ V)| ely) =Eey), (5.23)
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kde

T eB’ YeT

Uvazujme najprv nekonecne vel'’kd 2D vzorku bez okrajov. Nato staci predpokladat’, Ze

V (y) je konStanta, napr. V(y) = V. Ked'Ze d’al’Sie dva ¢leny hamiltonidnu v rovnici (5.23)
majui formu hamiltonidnu harmonického oscilétora, rieSenie rovnice md zndmy tvar

. B
ik e (5.24)

En = hwe (n+ %) +V, (5.25)
_ (y—Y)? y-Y
on(y) = exp [— 2 } Hn( o ) (5.26)

kden = 0, 1,2, .... Podobne ako v predchddzajicej kapitole, H,, () je Hermitov polyném n-
tého stupnia a g = /h/eB je magnetickd dizka. Namiesto energie vol'ného 2D elektrénu,
h2k? /2m, ktord sa spojite ment s k, teda v magnetickom poli dostdvame diskrétne spektrum
energetickych hladin &,, danych rovnicou (5.25). Nazyvaju sa Landauove hladiny.

Teraz predpokladajme, Ze $irka 2D vzorky je ohraniend potencidlom V' (y) ako je uka-
zané na obr. 5.3. Problém rieSime za predpokladu, Ze V' (y) sa meni pomaly. V§imnime si,
Ze vlnova funkcia ¢, (y) je nenulovd jedine v oblasti ~ I v okoli bodu y = Y. Staci teda
predpokladat’, Ze pomaly sa meniace V' (y) sa dd nahradit’ hodnotou V' (Y") prave v oblasti
~ lp, v ktorej je ¢, (y) nenulova. Potom z (5.25) dostaneme

1
En(ks) = En(Y) = hwe (n + 5) +V(y=Y). (5.27)
VlInova funkcia (5.26) pritom zostane nezmenend a takisto aj celkovd vlnova funkcia

en(2,y) = pn(y) e*=". (5.28)

Rovnice (5.27) a (5.28) su semiklasickym rieSenim rovnice (5.20). Kvantovomechanicky sa
¢len V(y = Y) v rovnici (5.27) da ziskat’ ako oprava k energii fw, (n + %) v prvom rade
poruchovej teorie, teda ako maticovy element < o, (y)|V (y)|pn(y) >~ V(y =Y).

VInova funkcia (5.28) je v smere osi y lokalizovana okolo y = Y na vzdialenosti [ a
v smere osi « je delokalizovand. Grupovd rychlost’ v smere x je

10 10y oV(y) 1 9V(y)

" h Oky n(ke) = h ok, Oy ly=y eB Jy ‘y:y'
Elektrén sa teda pohybuje po ekvipotencidle.

Na obrazku 5.4 uvazujeme situdciu, ked’ je Fermiho energia v strede medzi prvou a
druhou Landauovou hladinou, t.j. ked’ st zaplnené v objeme vzorky vSetky stavy na pr-
vej Landauovej hladine a vol'né vSetky stavy na druhej hladine. Obsadené stavy, ktoré st
najbliZsie ku hrandm vzorky, leZia prave na Fermiho hladine. Nazyvame ich hranové stavy.
Elektrén v 'avom hranovom stave sa pohybuje opacnym smerom ako elektrén v pravom
hranovom stave, ako vyplyva z rovnice (5.29) a ako znazoriuje aj obrazok 5.5.

Pre v§eobecny, pomaly sa meniaci potencial V' (z, y) obsahujuci hranovy potencial V (y)
spolu s potencidlom disorderu (primesi) mézeme (5.29) zovseobecnit’ ako

(5.29)

(%

1 E E x B
7] = — | grad V/(7) | = |;, 7= % . (5.30)
e N e’

mikrosk. pole

elektrén sa pohybuje po
ekvipotencile kolmo na EaB
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en(Y)
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Obr. 5.4: Landauove hladiny &,(Y) vo vzorke ohrani¢nej hranovym potencidlom V (y),
ukdzanym plnou Ciarou. V objeme vzorky je potencidl V' (x, y) konstantny (za predpokladu,
Ze absentuju primesy), takZe elektronové stavy v objeme sui nepohyblivé. Pohybuju sa len
elektrény v stavoch v blizkosti hran, kde ma hranovy potencial V' (y) nenulovy gradient.

/<P0(Z/) o< exp [— o

Ly | h‘kz,max| Y REy me @ Y
2 Y=g elektrony s £.<0 Y = % 2

elektrony s k>0 ?0(y)~

Obr. 5.5: Schématické zndzornenie priestorovej separdcie vlnovych funkcii s kladnym a
zapornym znamienkom vlnového vektora k.. Obrazok je nakresleny pre pripad z predcha-
dzajiceho obrazku, ked’ je obsadend len najnizZSia Landauova hladina.

Z poslednej rovnice vidno, Ze potencidl primesi v kombindcii s magnetickym pol’om vy-
tvdra vo vnltri vzorky elektrénové stavy cirkulujice okolo primesi ako je zndzornené na
obrazku 5.6. Elektrén cirkulujici okolo primesi je v lokalizovanom stave a preto nenesie
prud, elektrén v hranovom stave sa pohybuje z jednoho konca vzorky na druhy a nesie prid
evy.
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r%ha)ﬁr V(x,y)

2L iy
Q %‘}L Lho+ V() ZQ ﬂ

Ly _potencial pritazlivej potencié} odpudivej Ly
primesi primest 2

elektron v poli primesi
je lokalizovany, /

_\@/,cirkuluje po ekvipotenciale

Obr. 5.6: Lokalizované stavy na odpudivych a prit'azlivych primesiach. Tieto stavy do tran-
sportu neprispievaju, bez nich by vSak kvantovy Hallov jav neexistoval. Vytvéraji totiZ
spojité spektrum stavov medzi Landauovymi hladinami, vd’aka ¢omu je experimentédlne
mozné presuvat’ Fermiho energiu spojite medzi poslednou zaplnenou a prvou nezaplnenou
Landauovou hladinou. Prave v dosledku tohto ma zavislost’ g, (B) kvantové hallovské
plateau konecnej Sirky (pozri nasledujuci text).
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5.3 Fermiho energia v systéme Landauovych hladin

K pochopeniu kvantového Hallovho javu potrebujeme tieZ poznat’, ako sa v silnom
magnetickom poli sprava Fermiho energia. Najprv odvodime pocet elektrénovych stavov
na jednotku plochy 2D vodica na jednej Landauovej hladine. Uvazujeme 2D plyn s plochou

L, x L. Z Born-vonKarmanovej podmienky etha® — ethe(@+Lle) mame, Ze k, = (%—’; 7
kde j je celé ¢islo. VInova funkcia ¢(y) je lokalizovand okolo centra
hky  h2mj
y = 2= ) 5.31
eB eBL, ( )
PretoZe Y musi lezat’ vo vniitri vzorky, musi platit’
—L, L —L h2my L
— P i — =z 5.32
2< <2 resp 2<eBLz<2 ( )
Odtial’ dostaneme, Ze 7 mo6ze nadobudat’ len hodnoty z intervalu
eBL,L, . eBL,L,
- —_—. 5.33
on 7T T 6-33)

Pocet stavov v ploche L, x L, (hodnot, ktoré moZe nadobudnit’ j-Cko) je teda dany Cislom
% L, L, apocet stavov na jednotku plochy je

eB

d:
h

(5.34)

Veli¢ina d sa tieZ nazyva degenerdcia Landauovej hladiny. Inymi slovami, jednej Landau-
ovej hladine prislicha d stavov s rdznym k.
Vo vSobecnosti je poloha Fermiho hladiny dana rovnicou

o0

n = /dE N(E) f(E), (5.35)

0

kde N(F) je hustota stavov, f(E) je Fermiho distribticia a n je elektrénova koncentracia
(na jednotku plochy v pripade 2D). V pripade B = 0 je E(k) = h%k?/2m a plati

(2;)2/% dk k = /dE N(E). (5.36)

Odtial N(E) = 5-k(dk/dE) = m/2wh?. Hustota stavov vol'ného 2D plynu je teda od

—.

energie nezdvisld konstanta. V magnetickom poli madme namiesto spojitého spektra F (k) =
h%k? /2m diskrétne spektrum Landauovych hladin

1
En:hwc<n—|—2>, n=0,1,2,..., (5.37)

pri¢om kazda je d krat degenerovand. Hustota stavov teda musi byt

N(E) = Z d§(E — Ey). (5.38)
n=0
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hustota lokalizované stavy
N(g) stavov N(¢e) Landauovych hladin
pre B=0
stavy
lokalizované
primesami
12 32 52 &lho, 12 32 s &ho,

Obr. 5.7: Hustota stavov N () vo vzorke
bez primesi. Ked’Ze medzi dvomi Landau-
ovymi hladinami nie sd Ziadné stavy, Fer-
miho hladina sa mdZe nachadzat’ jedine
na najvysSej obsadenej Landauovej hla-

Obr. 5.8: Vd’aka primesnym stavom je
N(FE) nenulové aj mimo Landauovych
hladin. Preto m6Ze Fermiho energia s me-
niacim sa B spojite prechadzat’ cez loka-
lizované stavy medzi Landauovymi hladi-

dine alebo vynimoc¢ne presne v strede me- nami.
dzi najvy$Sou dplne obsadenou a prvou
uplne vol'nou Landauovou hladinou.

Na obrazku 5.7 je tento vysledok (séria ostrych pikov) schématicky porovnany s husto-
tou stavov pre B = (. Ako sa vysledok (5.38) zmen{ za pritomnosti primesi? Obmedzime
sa na kvalitativne vysvetlenie. Za prvé, elektronové stavy na Landauovych hladindch maji
v dbsledku zrazok s primesami konecnd dobu Zivota 7 a s fiou spojent neurcitost’ energie
~ h/7. Landauove hladiny preto nie sd presne diskrétne ale maji koneénu Sirku ~ /7.
Vd aka tomu sa ostré piky hustoty stavov rozsiria, ako je schématicky ukazané na obrazku
5.8. Po druhé, v predchadzajicom odseku sme ukézali, Ze vd’aka primesiam existuju v ener-
getickych medzerdch medzi Landauovymi hladinami lokalizované stavy elektrénov cirku-
lujicich okolo primesi. Vd’aka tymto primesnym stavom existuje nenulovd hustota stavov
aj medzi Landauovymi hladinami, ¢o opit’ zndzoriiuje obrazok 5.8.

Teraz budeme diskutovat’ polohu Fermiho hladiny. Najprv tak urobime bez vplyvu pri-
mesi. Z rovnic (5.35) a (5.38) dostaneme

o
n=d» f(En). (5.39)
n=0
Ked za f(FE) dosadime Fermiho funkciu, dostaneme rovnicu pre Ep,
= 1 n
v=3Y o= (5.40)
n=0 €xp (%) +1 d

kde v je tzv. faktor zaplnenia. Rovnica sa dd presne rieSit' len numericky. V limite 7' =
0 K je vSak moZné polohu Fermiho hladiny ako funkciu pol'a B ur¢it’ aj bez vypoctov.
Pri danom v je najvyssSia Landauova hladina, na ktorej sa nachddzaji elektrény, hladina s
kvantovym ¢islom

i = Int(v). (5.41)

Ak v nie je presne rovné celému ¢islu, Landauova hladina 7 je zaplnend len CiastoCne.
Vtedy je Fermiho hladina totozna z Landauovou hladinou 1,

1
Er = hw, <Z + 2> , (5.42)
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Obr. 5.9: Fermiho funkcia f(FE) pre dve rozne teploty 7' v pripade v = 1. V tomto pripade
jepriT = OK uplne obsadend hladina Eg = %hwc a vyssie hladiny su dplne neobsadené. Pri
malom zvyseni teploty (kg1 < hw,.) umozni Fermiho distribicia vel'mi malé obsadenie
hladiny By = 3hw,. Pritom musf platit’, Ze f(1hw.) + f(3hw,) = 1, odkial' po dosaden{
Fermiho funkcie hned’ dostaneme Er = hw,.. Vysledok plati exaktne pre T — 0. Hustoty
stavov N (E) st kvoli jednoduchosti zndzornené ako tizke obdfiniky, v skutoCnosti to maji
byt’ ¢ funkcie.

pretoZe pri OK je Fermiho hladina jednoducho najvysS$ia hladina, na ktorej este su elektrény.

Ak je vSak v presne rovné celému Cislu, t.j. ak je v—ta Landauova hladina obsadend
do posledného miesta a na (v 4 1)-¢j nie st Ziadne elektrény, potom Fermiho hladina lezi
presne v strede medzi v-tou a (v +1)-ou hladinou. Na obrazku 5.9 je toto tvrdenie dokdzané
pre v = 1, podobne by sa postupovalo pre v = 2,3, .... Vysledok sa da intuitivne chdpat’
aj ako analdgia s intrinzickym polovodic¢om, v ktorom Fermiho hladina takisto leZ{ v strede
medzi valenénym pdsom (plne zaplnenym) a vodivostnym pdsom (tiplne vol'nym).

Zavislost’ Er(B) (pozri obr. 5.10) mbézeme teda opisat’ takto. Ak v nie je rovné celému
¢islu, Fermiho energia lezi na Landauovej hladine ¢ = Int(v) a jej zavislost’ od B je

Obr. 5.10: Fermiho hladina elektrénového 2D plynu v magnetickom poli B.
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Fermiho energia sko¢{ mimo Landauovu hladinu (presne do stredu medzi plne zaplnend
a uplne vol'nid hned’ nad tiou) jedine v pripade, ked’ v je presne celé Cislo, t.j. jedine pri

diskrétnych hodnotich magnetického pol'a, danych vzt ahom B = (”Tfl

[ celé gisto.

Toto vSetko je pravda, pokial’ predpokladdme, Ze vo vzorke nie su primesi. (Je zrejmé,
7e keby sme vzali do tivahy aj hranové stavy, tak Fermiho hladina sa v principe moZe na-
chddzat’ aj inde ako v strede. Prispevok od hranovych stavov je vSak vo vel'kej vzorke za-
nedbatel'ny a preto ho pri vypocte polohy Fermiho hladiny netreba uvazovat’.) Principidlny
ddsledok maji primesné stavy. Ked'Ze primesi je makroskopické mnozstvo, priestor medzi
Landauovymi hladinami vypliia v§znamna nenulova hustota primesnych stavov (vid’ obr.
5.8). Vd’aka tomu mo6Ze Fermiho hladina prechadzat’ spojite od jednej Landauovej hladiny
k druhej pre B meniace sa v intervale kone¢nej $irky (nespojité zmeny funkcie E'r(B) na
obrazku 5.10 si treba predstavit’ spojite rozmazané). V nasledujicom odseku uvidime, Ze
prave vd’aka tomuto sa kvantované hodnoty Hallovho odporu pozoruji ako plateau konec-
nej $irky (bez primesi by plateau boli nekonecne tzke a teda nepozorovatel’ né).

5.4 Kbvantovy Hallov jav v dvojterminalovej vzorke

Teraz vysvetlime kvantovy Hallov jav v dvojterminalovej vzorke (obr. 5.11), neskor
vysvetlenie rozs§irime na vzorky s bocnymi termindlmi. Na obr. 5.11 je na vzorku s 2D
plynom aplikované napitie eV = puy, — ug. Vzorka je v silnom magnetickom poli (0, 0, B),
ktoré da vzniknit' Landauovym hladindm a na hranach hranovym stavom. VSimnite si, Ze
energetické spektrum &, (k) a vinova funkcia ¢(x, y) = ¢n(y — Y (kz)) €% maji tie isté
vlastnosti ako energetické spektrum a vinové funkcie v 1D dr6te (pozri text o stavoch v 1D).
Inymi slovami, kombindcia silného magnetického pol’a a hranového potencidlu U (y) urobi
z 2D plynu 1D plyn. Podobne ako v kvantovom drdte, aj teraz ma 1D elektrén rychlost’ v
smere x, v tomto pripade

10 1 9U(y)
Ve =3 O E(n,ky) = B 0y v (5.43)

Principialny rozdiel v porovnani s kvantovym drdtom je ten, Ze stavy s k, > Oa k, < 0 sd
od seba priestorovo oddelené. St na opacnych strandch vzorky, v pripade hranovych stavov
st stavy s k;, > 0 a k; < 0 vzdialené od seba o celu Sirku vzorky (= 1 mm). V dosledku
tohto priestorového oddelenia je prekryv vlnovych funkcii hranovych stavov s k, > 0 a
k., < 0 exponencidlne maly [¢,,(y — Y') je lokalizovand na rozmere Ip ~ \/h/(eB) ~ 10

YLX

hranové stavy v rovnovahe s He-—

7

Hy Hr

- hranové stavy v rovnovahe s p,

Obr. 5.11: Kvantovy Hallov jav v dvojtermindlovej vzorke.



66 Kapitola 5.0

k nulovy
prad” L

1 ‘ ( En

X
‘ \\ML
—

elektrony nesuce
cisty prud

hranové stavy

Obr. 5.12: V stavoch s energiou menSou ako Fermiho energia sa pridy od stavov k, presne
kompenzuju pridmi stavov —k,. Cisty prud nesu len elektrény, ktoré su injektované z I'a-
vého kontaktu do hranovych stavov ididcich zI'ava do prava s energiou v intervale [ur,, pg].

nm], a preto disorder nedokaZe rozptylit’ elektron zo stavu k, do stavu —k,. Ak sa Fermiho
hladina nachddza medzi dvoma Landauovymi hladinami, nie je moZny ani rozptyl v rdmci
jednej (zaplnenej) Landauovej hladiny. Naviac, nie je moZny ani rozptyl na prvi nezaplnenu
Landauovu hladinu, pretoZe hw, > kpT'. Z tychto dovodov mdZeme uvazovat’ balisticky
transport aj napriek milimetrovym aZ centimetrovym rozmerom 2D vzorky.

Na obrazku 5.12 je ukazané, Ze Cisty prid nest len elektrény, ktoré si injektované z I'a-
vého kontaktu do hranovych stavov iddcich zI'ava do prava s energiou v intervale [, ig)-
V stavoch s energiou menSou ako Fermiho energia sa pridy od stavov k, presne kompen-
zuju pradmi stavov —k,. Preto m6Zeme prid pocitat’ presne ako prud cez balisticky 1D
drot:

9 N kn(/J'L) 1 a 9 N HL 9
e e
I=o-3" | dkees 2 Elnke) =2 Zl/dE = T Niuz — pr)- (5:44)
"=Tur

2m e~ Ok,
" kn(ur)

Z obrazku 5.11 a 5.12 vidno, Ze elektrény v hranovych stavoch na I'avej strane majd che-

micky potencidl pugr pozdfi celej hrany a podobne, elektrény v hranovych stavoch na pravej
strane majii chemicky potencial . Pre spad napitia pozdiZ hrany preto plati

eV =0 (5.45)

a spad napitia medzi I'avou a pravou hranou je

eVy = pr — pR- (5.46)
Odtial’ dostaneme
%5 Vy h 1
Ry, 7 0, Ry 7 502 N (5.47)

Tieto vysledky sthlasia s experimentom na obrdzku 5.1.
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5.5 Aplikacia Biittikerovej formuly na kvantovy Hallov jav

Na obrazku 5.13 je 6-termindlovy hallovsky kriZ v silnom magnetickom poli v situécii,
ked’ na Fermiho hladine existuji dva hranové stavy. Vo vSeobecnosti mdZe byt’ hranovych
stavov N, = M pre kazdy z m privodov.

Vidno, Ze hranové stavy ,,spdjaji* len dvojice elektréd

(me—n)=(2«1),32),(4<3),(5—4), (65),(1«6), (5.48)

pre ostatné dvojice (m « n) je Gy = 0.
Pre (m < n) dané vzt ahmi (5.48) mame

2¢2 2¢2
G = % Ty = % M =Ge, (5.49)

¢o hned’ vyplyva zo sumacného pravidla (4.11) pre R,, = 0 (spétny odraz v hranovom
stave je krajne nepravdepodobny). MoZeme pisat’

Goun n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n==6

m = 0 0 0 0 0 Ge

m=2 Ge¢ 0 0 0 0 0

m = 0 Ge 0 0 0 0 (5.50)
m=4 0 0 Ge 0 0 0

m=5 0 0 0 Ge 0 0

m=6 0 0 0 0 Ge 0

Biittikerove rovnice (4.16b) mdZeme rozpisat’ ako
I = (Gi2+Giz+ -+ Gi16)Vi — G12Va — G13V3 — G14Vy — G15V5 — GiVs, (5.51a)

Iy = —GaVi+(Ga1+Gozg+- - -+ Gog) Vo — Ga3Vz — Gaa Vi — Gos Vs — Gog Vi, (5.51b)

Is = —G1Vi — Ge2Vo — Ge3Va — Gea Vi — Ges Vs + (Ge1 + Gea + - - - +Gles) V. (5.51¢)

Hr

My

pR— f—
R —
]
<

Obr. 5.13:
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Ked’ do tychto vzt'ahov dosadime za GG,,,, vzt'ahy platné pre hranové stavy (vid’ vyssie),
dostaneme

I Go 0 0 0 0 —Go %1
I —-Ge Ge 0 0 0 0 Vo
I3 | 0 —-Go Ge 0 0 0 V3
Iyl 0 0 —Geo  Ge 0 0 Vil (5.52)
I5 0 0 0 —-Ge  Ge 0 Vs
I 0 0 0 0 —-Gc Ge Vs
V tejto sérii rovnic je jedna nadbytoCnad, pretoZe zaroven plati
L+ I+ I3+ 14+ Is + Ig = 0. (5.53)

Naviac, jedno z napéti moéZeme vziat’ za referenéné a méZeme ho poloZit’ rovné nule. Bez
Ujmy na vSeobecnosti vyberieme V; = 0 a vynechame 4. riadok a 4. stlpec. Potom

I Ge 0 0 0 —Go %
I —Ge  Ge 0 0 0 Vo
I3 | = 0 —Ge G¢ 0 0 Vs |. (5.54)
I 0 0 0 Ge 0 Vs
I 0 0 0 —-Ge Ge Vs

V Hallovom experimente plati I, = Is = Is = Ig = 0, ¢im sa sustava (5.54) znacne
zjednodusi a okamZite z nej vypadnd rieSenia

Vo=V3 =11, Vs =V =0, (5.55a)
I = GeWi. (5.55b)
Konecne longitudélna rezistencia je

V-V V-V

R
L I I

—0, (5.56)

Hallova rezistencia je

W=V V5-Vs W 1 h 1

R = == =—=— = 5.57
a L I LI Go 22 M (5-57)
a rezistencia na pradovych elektrédach je
i-Vi Vi h 1
Rycg=—2="1= (5.58)

L L 22 M’

Na zdver poznamenajme, Ze v nasich uvahdch sme analyzovali len vplyv magnetického
pol'a na orbitdlny pohyb elektrénov. Magnetické pole vSak interaguje aj s elektrénovym
spinom a spdsobuje Zeemanov jav, v dosledku ktorého maji elektrény so spinom v smere
magnetického pol’a niz§iu celkovi energiu ako elektrény so spinom proti smeru pol’a. Po-
vodne jeden elektronovy subpds sa tak Stiepi na dva subpdsy s réznymi spinmi, subpdsové
dno pre spiny v smere pol'a je zniZzené o Zeemanovu energiu vzhl'adom subpdsové dno
spinov proti pol'u. Vtedy v poslednom vzt ahu nedostaneme v menovateli dvojku a M-
ko Cisluje posledny obsadeny subpds s danou orientaciou spinu. Inymi slovami, kvantovy
schod v zdvislosti R4.1(B) sa rozdeli na dva schody s dvomi r6znymi orientdciami spinov.
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5.6 Umely spitny rozptyl v kvantovom Hallovom jave

UvaZujme Hallov kriZ s dvojitym hradlom z obr. 5.14. Ked’ je napitie na hradle nulové,
po obvode kriza cirkuluje M (=2) hranovych stavov. Zapornym napétim na hradle méZeme
dosiahnut’, Ze cez Skrtiacu prekdzku prechddza len N (=1) hranovych stavov, zatial' o
zostavajuicich M — N (=1) hranovych stavov sa od prekdzky odrazi naspit’.

Pre situdciu na obrazku 5.14 mdzeme Biittikerovu maticu G, rozpisat’ analogickym
postupom ako v (5.50), musime vSak vziat’ do tivahy, Ze Cast’ p = M]\}N hranovych stavov
sa odrazi od prekdzky spat’:

Gmn n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5 n==~06
m=1 0 0 0 0 0 Go
m=2 G¢ 0 0 0 0 0
m=3 0 (1-p)Ge 0 0 pGeo 0 (5.59)
m =4 0 0 Ge 0 0 0
m=2>5 0 0 0 Ge 0 0
m=6 0 pGeo 0 0 (1-p)Ge 0

Potom tplne analogickym postupom, ako sme dostali rovnice (5.54), dostaneme rovnice

I Ge 0 0 0 —Ggo Vi
I —Geo Geo 0 0 0 V5
Iil=1 0 -(1-pGec Ge -pGc 0 Vi, (5.60)
I 0 0 0 Geo 0 V5
Is 0 —pGc 0 —-(1-pGc Gc Ve

z ktorych po vyuZiti Iy = I3 = I5 = Ig = 0 okamZite dostdvame rieSenia
Vo=Vi, Vs=0, Vz=(1-pVi, Vo=pW (5.61a)
IL=(1-pGcWi. (5.61b)

Konecne longitudélna rezistencia je

Ry,

(5.62)

_%—%_%ﬂﬁ_pgi_h(l w
N I1 Il _1—pGC_2€2 ’

2 hradlo 3

S | -

6 hradlo 5)

Obr. 5.14: Hallov kriZ s dvojitym hradlom.
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Hallova rezistencia je

Va-Ve Va-Vs 1 h 1

R = == — 5.63
" I I Go 22 M 609
a rezistencia na prdadovych elektrédach je
w—vi Vi 1 1 h 1
Riog= 1= "= = (5.64)

Il _Il_l—pGic_@N.
Tieto vysledky pre Ry, Ry a R4 sa jasne odliSuju od analogickych vysledkov ziska-
nych v predchddzajuice;j stati pre Hallov kriZ bez hradla. Boli overené experimentélne, ¢o

dokazuje ,,silu* Biittikerovho formalizmu.
Teraz odvodime vysledky pre Ry, Ry a R4 intuitivne. Cisty prid z I'ava doprava je

2e 2¢2
Il:ﬁN(ML—/Hﬁ:TNVL (5.65)

pretoZe prekazka prepist’'a len N hranovych stavov. Ttto rovnicu moéZeme pisat’ ako

2¢2
I = == MVi(1-p), (5.66)

kde p = % Elektréda 2 ,,vidi“ len kandly vychddzajice z elektrédy 1, tieto kanaly
nastavia vo 2-ke a v 5-ke chemické potencidly na

uz=¢eVy a u5=0. (5.67)

Elektréda 6 ,,vidi““ M — N kandlov prichddzajticich z 2-ky s chemickym potencidlom ps a
N kandlov prichadzajicich z 5-ky s chemickym potencidlom 5. Preto

M—N
Mo =~ ML+ 77 HR = eVip. (5.68)
Analogicky dostaneme pre elektrédu 3
N M- N
= — = V 1 - . 5.69
p3 =g+ —5— ur=eVi(l-p) (5.69)

Zo vzt’ahov (5.66) — (5.69) uz I'ahko skonStruujeme vzt ahy pre Ry, Ry a Ry 1.



Kapitola 6

Mezoskopicky transport v neusporiadanom vodici s jednym
kanalom: Andersonova 1D lokalizacia

6.1 Odpor 1D vodica so slabym disorderom

Dvojterminélovy odpor R sustavy rezervodr — jednokandlovy vodi¢ — rezervoar mo-
Zeme podl’'a kapitoly 3 vyjadrit’ Landauerovou formulou

_h 1
22T
kde T' = T'(eF) je pravdepodobnost’ prechodu elektrénovej viny cez prekdzky vo vodici.
Na obrézku 6.1 je ukdzany jednokandlovy vodi¢ s mnohymi ndhodne rozloZenymi prekaz-
kami. Pod prekdZkami si mdZeme predstavit’ napriklad ndhodne rozloZené primesné atémy,
tzv. primesny neporiadok alebo jednoducho disorder. Takyto vodic sa zvykne nazyvat’ neu-
sporiadany vodic. Na vypocet jeho dvojtermindlového odporu staci vypocitat’ transmisiu T’
pre konkrétny disorder. Takisto m&Zeme vypocitat’ Stvortermindlovy odpor
h R
2¢2 T’
kde R = 1 — T je pravdepodobnost’ odrazu. Ideme pocitat’ Stvortermindlovy odpor (6.2),
ale rovnako by sme mohli pocitat’ dvojtermindlovy odpor (6.1), ktory by sa so Stvortermi-
nalovym odporom ocividne zhodoval pre dostato¢ne dlhy vodic (v dostatocne dlhom vodici
s mnohymi prekdzkami je R — 1).
Budeme pocitat’ bezrozmerny odpor definovany ako

0 (6.1)

Raror = (6.2)

Ryst R
= = T (6.3)
2e?
S akx 4  gikx t @kx b
g | I u_ﬂ — H_U | 8
0 L %
R=rr* T=tt"

Obr. 6.1: Jednokandlovy vodic¢ dfiky L obsahuje disorder ndhodne rozloZenych prekdzok.
Tieto vytvaraji ndhodny 1D potencidl zloZeny z bariér a jam. Z rezervodru L ide vina e?*®
(k = kp), ktord sa Ciastone odraza naspit’ (s pravdepodobnost ou R) a CiastoCne prechadza
cez disorder (s pravdepodobnost’ ou 7T') az do rezervoéru R.
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: uﬂv

Obr. 6.2:

Uvazujme najprv jednu prekazku. Moze to byt 'ubovolna ,,dostato¢ne dobre lokalizovana
prekaZka, napriklad ako na obr. 6.2. PrekédZka je dplne charakterizovand amplitidami refle-
xie (r,r’) a transmisie (¢,t’), kde r a ¢ sa vzt ahujd na vinu dopadajicu na prekdzku zI'ava
ar’ at’ navlnu dopadajicu zprava (obrazok 6.3). Plati

7|2+ |t? =1, 2+ [ =1, (6.4)

atiez
r| = 7|, t] = [t']. (6.5)

Uvazujme d’alej dve prekazky charakterizované amplitddami r;, t;, v}, t; (i = 1,2). Ako je
ukazané na obrazku 6.4, vzdialenost’ prekdZok je a a zI'ava na ne dopadé vIna e’**. Ideme
vyjadrit’ transmisnd amplitidu ¢ tejto viny vpravo od dvojprekdzky ako funkciu amplitid
charakterizujdcich jednotlivé prekdzky, pricom predpokladame, Ze r;,t;, 7}, t; (i = 1,2)
pozname. V oblasti medzi prekdzkami je mozné vlnovi funkciu pisat’ v§eobecne ako

i = A" + Be T, (6.6)

kde A a B st konstanty. Pre x vpravo od prekdzky 2 plati (pri zanedbani kone¢ného rozmeru
prekazky) vzt'ah
teikx _ tZAeikaeik(x—a)’ (6.7)

Odtial’
t =t A, (6.8)

takZe potrebujeme najst’ konstantu A. Vlnovu funkciu pre = v oblasti medzi prekdzkami
mdzeme ndjst’ napriklad metédou parcidlnych vin tak, Ze postupne s¢itame viny vytvorené
mnohondsobnym odrazom medzi prekdzkami :

¢($) — tlezkx + r2t1612ka671kx + T/1T2€z2katlezkx + rz,r/lesza,,htleszaefzkx
/ 12 2 j /42 2 21 —1 / i2 ]
+ (rhrget?k)24 R o (poph e2K0) 2yt 2R e kT (1] g pi2Ra)3y ke

= (™t + e FrytyeF) [1 4 rirge™ ™ 4 (rfree® )2 + 1], (6.9)

akx 4+ r eikx H t dkx

t1 e—ikx H e—IkX+ r’ é(X

Obr. 6.3:
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gkx 4 r gikx ( a W t gkx

.t 0t

r,t .5

Obr. 6.4:

Na pravej strane poslednej rovnice spozndvame v hranatej zatvorke geometricky rad s kvo-
cientom 7 roe?2ke ktorého modul je mensi ako jedna. Preto rad mbZeme séitat’:

o0

ik —ikx i2ka
. . ety + e rotie
w(x) — (ezkwtl +e zkac 12ka § : ’I” T2612ka — : ' ) (610)
1 — rlroei2ka
k=0 172

Porovnanim pravej strany (6.10) s pravou stranou (6.6) dostaneme vyjadrenia pre A a B.
Ked’ dosadime A do (6.8), dostaneme

tito

t=tA= ———————. 6.11
2 1 — 7 roei2ka ©.11)

Dosadime posledny vzt'ah do (6.3) a dostdvame vzt ah pre odpor dvoch prekédZok:

R 1—|t? 1 11— rirg 612]“”]2
= = =——-1=—- 1. 6.12
CCTTRE TP 162P @1
Odpor jednej prekdzky, ked’ je vo vodici sama, je
1—|ts]? |r]? 1 — [tz |raf?
01 = = resp. 02 = = . (6.13)
I T T B TP

Pomocou tychto vzt'ahov a vzt'ahov (6.4, 6.5) sa vzt'ah (6.12) d4 I'ahko upravit’ na tvar

0= 014 02+ 20102 — 2[0102(1 + 01)(1 + 02)]"% cos ¢, (6.14)

kde
¢ = arg(rira) + 2ka (6.15)

je faza. Vidime, Ze odpor dvoch prekdzok nie je jednoduchym sériovym stuctom ich indivi-
dudlnych odporov, pretoZe za sictom p; + g2 nasleduji eSte dva d’al’Sie Cleny. Tieto dva
&leny vznikli interferenciou mnohonésobne odrazenych vin v oblasti medzi prekdzkami.
UvaZujme teraz Statisticky subor vodicov, v ktorom sa vzdialenost’” medzi prekazkami
meni od vzorky k vzorke ndhodne. Vd’aka poslednému ¢lenu na prave;j strane vzt ahu (6.14)
fluktuuje od vzorky k vzorke aj koherentny odpor. Ocividne, vo vSeobecnosti koherentny
odpor neusporiadaného systému musi fluktuovat’ od vzorky k vzorke preto, Ze disorder je
od vzorky k vzorke mikroskopicky odlisny: od vzorky k vzorke je preto iny aj interferencny
prispevok k odporu. PravdaZe, pri klasickom (nekoherentnom) transporte fluktudcie tohto
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typu neexistuji. Ked’Ze koherentny odpor fluktuuje, zd4 sa rozumné pocitat’ jeho strednud
hodnotu. Nech sa teda a meni od vzorky k vzorke nahodne s urcitym pravdepodobnostnym
rozdelenim p(a). MdZeme definovat’ stredny odpor

(o) = / o(6(a)) pla) da, (6.16)

kde o(¢) je dané vzt'ahom (6.14) a ¢(a) vzt'ahom (6.15). V realistickych vzorkéch typické
hodnoty a zvy&ajne vel'mi dobre spliiaji nerovnost’ a >> %, ¢o stredovanie odporu vel'mi
zjednodusuje. Ak je totiz a > % potom fdza ¢(a) ~ 2ka fluktuuje od vzorky k vzorke v
rozsahu radove vicSom ako rozsah (0, 27), vd’aka ¢omu funkcia cos(¢) vo vzt'ahu (6.14)
fluktuuje ndhodne v intervale (—1, 1). Preto je strednd hodnota ¢lena o< cos(¢) rovnd nule.
Inak povedané, stredovanie staci urobit’ podl'a vzt ahu

27
(o) = /0 o(6) P(6) do, 6.17)

kde P(¢) = 5= je homogénne rozdelenie ndhodnej premennej ¢ v intervale (0, 27). PretoZe

fozw cos ¢ d¢ = 0, dostdvame

(0) = 01+ 02 + 20102 (6.18)

Ak sa menia ndhodne od vzorky k vzorke aj individudlne odpory g1 a g2, mdZeme vystre-
dovat’ aj cez g1 a g2 a mame

(0) = (01) + (02) + 2(01)(02). (6.19)

Aj po vystredovani teda zostdva faktom, Ze () nie je sériovy sucet (o1) + (02), pretoze
stredovanie prezil interferencny ¢len 2(p1)(02).

Doposial’ sme analyzovali odpor dvoch prekdZzok. Teraz diskusiu zobecnime na vodic
s vel'’kym mnozZstvom prekazok. Predpokladajme, Ze odpor p; je odpor jednej konfiguracie
N ndhodne rozmiestnenych prekdzok a zaved’me oznaCenie oy = ;. Na obrizku 6.4
si tdto N-ticu prekdZok mdZeme predstavit' zoradenu vl'avo od prekazky ¢. 2. Pridajme k
tymto N prekdZkam do polohy z 1 d’al’Siu prekdZku. Na obrdzku 6.4 by touto prekdzkou
bola prekdzka €. 2, ktorej odpor g2 preznacime na gy = g2. S tymito oznaCeniami moéZeme
rovnicu (6.14) prepisat’ do tvaru

on+1 = on + or + 2on0r — 2[over(1 + on)(1 + or)]"/? cos d, (6.20)
kde oy 41 teraz predstavuje odpor jednej konfiguracie N + 1 prekazok,
dn = arg[riyri] + 2ka (6.21)
je fdza (vo vzt'ahu 6.15 sme preznacili ) nary argnary)a
a4 =TNt] —IN (6.22)

je vzdialenost’ medzi N + 1-vou a IN-tou prekazkou. VSimnime si, Ze oy—2 je funkciou ¢y,
on=3 je funkciou ¢ a ¢1, a tak d’alej, takZze on 1 je funkciou faz ¢y, dN—_1, ..., P2 a P1.
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Znovu vezmime Statisticky sibor vodic¢ov a tak ako v pripade dvoch prekdZzok stredujme

2T
(on41) = 217/0 on(on) don. (6.23)

Ked’ takto vystredujeme rovnicu (6.20), ¢len o< cos¢n sa vynuluje. Ked’ ju potom vystre-
dujeme cez ¢n—_1, ..., P2, P1, dostaneme rovnicu

(on+1) = (on) + (or) + 2{on){or1), (6.24)

kde (py) je strednd hodnota odporu jedinej prekazky, ked’Ze vo vSeobecnosti aj tento fluk-
tuuje. V nasledujiicej diskusii symbol ( ) kvoli jednoduchosti vynechdme, takze

ON+1 = ON + 01 + 20N01. (6.25)

Poslednd rovnica je rekurzivna rovnica. Najprv ju vyrieS§ime pre pripad slabych prekdzok
spdsobom, ktory pouzil Anderson et al.
Urobme priradenie

on+1 =o(L+dL), on=o(L), or=o(dL). (6.26)

Inymi slovami, namiesto odporu N prekazok hovorime o odpore o(L) vodi¢a dizky L, ku
ktorému priddme vel'mi kratky usek dL s odporom g(dL). Nech pre malé dL je

o(dL) < dL resp. o(L) = 0clas AL, (6.27)

kde 0c1as je klasicky merny odpor 1D vodica. Vzt'ah (6.27) je Taylorov rozvoj o(dL) do
prvého radu v dL. Zdoraznime, Ze aproximacia (6.27) plati, ak st vSetky prekazky slabé,
tj. |r7|> < 1.V opa¢nom pripade sa v tseku dL nevyhnutne vyskytne aj silnd (napri-
klad perfektne odrdzajiica) primes, kedy je o(dL) > 1 aj pre dL. — 0. Analyzu pre silné
prekazky urobime v d’al’Som odseku.

Z poslednych troch rovnic dostaneme

o(L +dL) = o(L) + 0clas AL + 20(L) 0clas dL, (6.28)

o(L +dL) — o(L)
1+2o(L)

Rozvojom o(L + dL) ~ o(L) + dfl(LL) dL ziskame diferencidlnu rovnicu pre o(L). Obidve

jej strany zintegrujeme cez premennd L:

= Oclas drL. (629)

L dz(LL) L
—=_——dL = / clas A L. 6.30
|, T, e (©30
Odtial -
0 do
= Oclas L- 6.31
/0 1120 & (6.31)
Po elementdrne;j integracii dostdvame
1
o(L) =5 (e2eetasl 1), (6.32)

Stredny koherentny odpor neusporiadaného jednokanalového vodica teda vzrasta s dizkou
vodi¢a exponencidlne. Exponencidlny ndrast je dosledok interferencie vin generovanych
mnohonasobnym odrazom od mnohych prekdzok. Ohmov zakon o(L) = .45 L sa realizuje
len pre malé L.
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6.2 Odpor 1D vodica so silnym disorderom

Odvodenie vzt ahu (6.32) bolo obmedzené na slabé prekazky (|r 1|2 < 1). Teraz chceme
rozobrat’ pripad, kedy su prekdzky I'ubovolne silné. Pre jednoduchost’ nech st vSetky pre-
kazky rovnako silné, t.j.

2 =r?=--=ry>=R. (6.33)

ZapiSeme rovnicu (6.25) v tvare

ON = ON-1+ 01 + 20Nn-101, (6.34)
kde teraz R
=—. 6.35
o=1"p (6.35)
Zavedieme oznaCeniaa = R/(1 — R)a = (1 + R)/(1 — R) a prepiSeme (6.34) ako
oN = a+foN-1. (6.36)
Rekurentny vzt ah (6.36) rozpiseme:
o1 = a+ foo (6.37)
02 = a+fo=a+af+ 500
03 = a+for=a+af+af’+
o = a+Bon_1=a(l+8+ -+ + Vg
Po s¢itani geometrického radu 1 + 8+ --- + V=1 = (1 — V) /(1 — 3) a dosaden{ za
0o = 0 dostdvame
N
o N 1(/1+R
_ S = (AR 6.38
o =521 19 -1 =5 | (157) ] 638)

Vysledok plati pre 'ubovolné R < 1. Ako prvy ho odvodil Landauer zloZitejSim postupom,
ktory s ohl’adom na jeho historicki dbleZitost’ prepocitavame v Dodatku D.
Porovnajme vysledok (6.38) s klasickym ohmickym odporom

R
1-R’
teda so sériovym sictom odporov % jednotlivych prekdzok. Rozdiel je zrejmy a pod-
statny: koherentny odpor (6.38) rastie s N exponencidlne zatial' co ohmicky odpor linedrne.

Pre R< 1ljeln % ~ 2R a koherentny odpor (6.38) sa da aproximovat’ vzt'ahom

on =N (6.39)

1
oN =75 (e2NE 1), (6.40)

Ak vyjadrime N ako N = N;L, kde N; je koncentricia prekazok a L je dizka drotu, potom
1
ov = o(L) = (e2NrBRL 7). (6.41)

Poslednd rovnica je totoZznd s rovnicou (6.32). Naozaj, pre R < 1 sa klasicky odpor (6.39)
da prepisat’ v tvare
oN ~ NR=N;RL = g.sL, (6.42)

z ktorého vidno, Ze stucin N7 R je totozny s klasickym mernym odporom g,s.
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6.3 Distribucia odporov v siibore neusporiadanych mezoskopic-
kych vodi¢ov: DMPK rovnica pre jeden kanal

Vo vel’kom stbore makroskopicky rovnakych vodicov je neusporiadanost’ od vzorky k
vzorke mikroskopicky rozna, v dosledku ¢oho odpor fluktuuje od vzorky k vzorke. Preto
bolo rozumné pocitat’ strednid hodnotu odporu. Akd je vSak vel'kost’ fluktuacii odporu?
Alebo detailnejSia otdzka, akd je pravdepodobnost’ namerat’ uréitd hodnotu odporu? V
tomto odseku odvodime rovnicu pre pravdepodobnostnd distribiciu odporu v stibore ne-
usporiadanych vodicov s jednym kandlom.

Najprv uvazujme Statisticky sibor 1D vodiCov, v ktorom kazdy vodi¢ obsahuje dve
prekazky. Pre odpor dvoch prekaZzok sme odvodili vzt'ah

0(01,02,9) = 01 4 02 + 20102 — 2[0102(1 + 01)(1 + 02)]/% cos ¢, (6.43)

kde ¢ = arg(rir2) + 2ka. Predpokladajme, Ze pozname distribticiu P; (1) odporu o; a
distribiciu P (02) odporu g9, kde

/() Pj(@j) dgj =1, 05 = /0 05 Pj(gj) de 7=12. (6.44)

Predpokladajme znovu, Ze a >> 1/k. Vtedy sa ¢ meni od dr6tu k drotu ndhodne v intervale
< 0,27 > a distribucia premennej ¢ je % Pytame sa, akd je pravdepodobnost’ P(g)do
ndjst’ v sibore vzorku s odporom g z intervalu < g, 0 + do >. Je zrejmé, Ze hl'adany odpor
p bude mat’ kazda vzorka, ktorej parametre o1, o2 a ¢ spliiaju rovnicu o = o(o1, 02, 9),
kde 0( 1, 02, ¢) je dané vzt'ahom (6.43). Pravdepodobnost’, Ze vzorka ma parametre g1, 02
a ¢ z intervalov < p1, 01 + do1 >, < 02,02 + dgos > a < ¢, ¢ + d¢ >, je dand sic¢inom

prislu$nych pravdepodobnosti, teda

1
d¢ o do1P1(01) do2 Pa(02)- (6.45)

Ked’ tito pravdepodobnost’ integrujeme cez vSetky o1, 02 a ¢, ktoré vyhovuju rovnici ¢ =
0(01, 02, ¢), dostaneme prave pravdepodobnost’ P(p). MoZeme to zapisat’ ako

1

2 00 00
P(o) = 277/0 d¢/0 dQl/O do2 P1(01) Pa(02) 6(0 — 0(o1, 02, 9)), (6.46)

kde integrujeme cez vSetky o1, 02 a ¢ bez obmedzenia, avsak integrand nasobime J-funkciou
0(o — o(01, 02, 9)), vd’aka ktorej integrand prispieva len ked’ o(o1, 02, ®) = o.

Vd aka é-funkcii mdzeme na pravej strane (6.46) integrovat’ napriklad cez prement gs.
Tento krok, technicky trochu zloZity, je urobeny v Dodatku E. Dostaneme

1 s o0
Plo) =1 [ do [~ derPilen) Patw) 6.47)
™ Jo 0
kde
u(o, 01,¢) = 0+ 01 + 2001 + 2[001(1 + 0)(1 + 01)]"/? cos ¢. (6.48)

Zobecnime vzt'ah (6.47) na N + 1 prekazok. Nech g2 je odpor N prekdzok a p; odpor
jednej prekdzky. Potom

1 s o0
Prsi(o) = /0 do /0 dor Py (01) P (u). (6.49)
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Integraly v (6.49) vypocitame v limite slabych prekazok, teda pre o3 < 1. Najprv
rozvinieme vo vzt'ahu (6.48) faktor (1 + 1)'/2 pre malé p;. Dostaneme

u(e, 01,0) = ¢+ A, (6.50)
kde
A = o1+ 2001 +2[o(1 + 9]0, (1 + % o1) cos . (6.51)
Pre 91 < 1je A < p. Rozvinime teda Py (u) pre malé A ako
OPn(0) 142 9*Pn (o)

Pn(u) = Pn(o) + A ~5s T2 507 (6.52)
a dosad’me to do (6.49). Dostaneme
2
Pnyi1(e) = Pn(o) + N1 (‘9775\;(@) + J2 87;?2(@’ (6.53)
kde . -
Jp = = dgb/ dor Pi(o1) AF,  kE=1,2. (6.54)
k! Jg 0

Pri vypocte integralu Ji, najprv integrujeme cez ¢, pricom vyuzijeme elementarne integraly
1 1 1 1
LfTdp=1,1 [ cospdp=0azl [ cos®pdgp = 3. Dostaneme

Ji = / do1 Pi(o1) (01 + 2001) = 01(1 + 20), (6.55)
0
1 [ 1
Ja= [ derPilen l(er + 200 + 2001+ Der(1+ 5 o)
0
~ / do1 P1(o1) o(1 + 0)o1 = 001(1 + 0), (6.56)
0

kde sme pri integrovani cez g; vyuZili vzt ahy (6.44) a pri vypocte Jo sme v druhom kroku
ponechali len prispevky do prvého rddu v g;. Rovnica (6.53) nadobudne tvar

2
Prale) % Pulo) + o [(1+20) 01D 14 ) TN
— Pn(o) + &1 ;Q o1+ ) Wg;‘))} . (6.57)

Ako v prvom odseku tejto kapitoly, aj teraz urobme priradenie

N+1—L+AL, N—L, p1— o(AL), lim o(AL) = const = 2, (6.58)

kde ¢ je tzv. lokalizatn4 dizka. (V predo§lom odseku sme miesto 1 /€ pouZzili symbol gias.
Vyznam pojmu £ vysvetlime v d’al’Som odseku.) Z (6.57) dostaneme

10 OP(o, L
Plo.L+AL) ~Plo.L) +¢ 5 [g(1+g) éﬁ’g)}j (6.59)
dtial
a odtia OP(o,L) _12[ (14 )8P(Q,L)} 6.60)
9L £V TY T, | ‘

Posledna rovnica je rovnica Dorokhova-Mella-Pereyru-Kumara (DMPK) pre jednokana-
lovy vodic¢. Urcuje, aké je rozdelenie odporov v sibore makroskopicky rovnakych 1D vodi-
ov dizky L, ktorych disorder vykazuje lokaliza¢ni dizku £. Odvodenie podobnej rovnice
pre mnohokandlovy vodi€ je ovel'a t'aZSie a zostdva za rdmcom tohto textu.
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6.4 Vypocet strednych hodnét, obrovské fluktuacie odporu

Vypo&itajme najprv stredny odpor g(L) = [ do 0P(o, L). Ndsobme rovnicu (6.60)
odporom g a integrujme cez g metédou per partes. Dostaneme

00 _ é/ooodggaag [9(1 +0) LD(Q’L)}

oL do
_ 17, IP(o, L)1 1 /°° dP(o, L)
= [@ 1+ =5, — }0 ¢/ deo(l+e) —p —
=0
1 o 1™ 1+ 20(L
1 e+ 0P +; [ de+20Pe) = T, on
;rO 0
teda I JL
0
= —. 6.62
1+20 ¢ (6.62)
Integrovanim tejto rovnice dostaneme
_ L o
o(L) = 5 (e7* —1), (6.63)

&o je vysledok zhodny s vysledkom (6.32). Podobne vypotitame 02(L) = [;° do 0® P(o, L).
Nésobime rovnicu (6.60) kvadritom o? a integrujeme cez o metédou per partes. Dostaneme

9> 1 [* 4,0 OP(o, L)
8L_§/0 doo 879[9(1+Q)67}
1 OP(g, L)1 2 [ OP(o, L)
= [Q (1+9)7ag ]O £, doo”(1+ o) 90
=0
o 5 2
— -2 Pt Pl bIE+E [ ooz +30P(e 1) =2 2L 660

=0

kde g je dané vzt’ahom (6.63). Mame teda rovnicu
002 _20+30%
—=2— 6.65
oL ¢ (6.65)

Je to diferencidlna rovnica pre 2. VyrieSime ju metédou varicie konStant a dostaneme

— 1
A(L)=¢ (eSH/6 — 3e2L/E 1 9), (6.66)
Konecne, pre disperziu odporu dostaneme vzt ah
[Q2(L) — 2*(L)]Y/? ~ L/
o(L)

Vidime, Ze disperzia odporu rastie s rasticim L, a to dokonca exponencidlne. Fluktudcie

.....

pre L/& > 1. (6.67)

nie je Statisticky reprezentativna veliina.
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Anderson navrhol, Ze Statisticky reprezentativna veli¢ina by mohla byt premenna
f=Mn(1+0). (6.68)

HI'adajme jej strednt hodnotu a disperziu.
Prendsobenim (6.60) veli¢inou f a integrovanim cez g metédou per partes dostaneme

of 1 [™ 0 OP(o, L)
8]:—5/0 d@hl(1+@)87) [@(1+Q)TQ}
1 IP(o, L OP(o, L)
— ¢ [0+ w9 D)2 [Ta
=0
1
- P 5/ doP(o, L E’ (6.69)
Odtial’
f=LJg, (6.70)
alebo
In(1+ o) = L/¢. (6.71)

Posledny vzt'ah plati pre 'ubovol'né L, pre vel'’ké L. mame m ~ L /€. V neusporiada-
nom mezoskopickom systéme sa teda ohmickym (linedrnym) 8kdlovanim s diZkou vodica
vyznacuje logaritmus odporu, nie odpor. Ked’ spojime za sebou niekol’ko neusporiadanych
mezoskopickych vodicov, sériovo sa scitaji logaritmy ich odporov, nie odpory.
Prendsobenim (6.60) veli¢inou f? a integrovanim cez o metédou per partes dostaneme

o 1 [ , B P (o, L)
(%_5/0 dgln(1+9)%{9(1+g)679}

1 IP(o, L)1 2/°° dP(o, L)
=—- |o(1 In?(1 — —= do o In(1 _—
¢ [or o 0 =2 ] Tt [ dog n(1+ o) S
=0
2 2 [ 0 f+1
=——loln(1+4 o) P(o, L °°+/ do(In(l49)+ ——)Plo,L) ~2——,
¢ loin >0< Ji+e | de (it o)+ ) Plo D)~ 2
(6.72)
kde sme v poslednom kroku predpokladali p >> 1. Z rovnice
of2  _f+1
87_2T (6.73)
dostaneme
_ 1.2 L - _
f2(L) = 5—2—1—22—10 +2f. (6.74)
Pre disperziu dostdvame vysledok
(=) _ [\ _ (L
Py ("

Vidime, Ze disperzia premennej f sa zmensuje s rasticou dizkou L. Experimentilne je teda
vhodné merat’ strednd hodnotu premennej f. Meranie strednej hodnoty odporu je prakticky
nemozné v dosledku obrovskych fluktudcii odporu.
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6.5 Asymptotické rieSenie DMPK rovnice, typicky odpor
ZapiSme distribuiciu P (g, L) v tvare

1
Po,L) = —— g(In(1 + o), L), 6.76
(9)1+99((9)) (6.76)
kde ¢ je distribdcia premennej f = In(1 + p). V limite L/{ >> 1 dominuji v stibore
odpory o > 1. Ked’ (6.76) dosadime do (6.60) a vezmeme g >> 1, dostaneme

91 9,01 19 ]
Ea1 0ol =5 |05 e D)| = oi | —g(mo, L)+ 51— g(no, L)),
6.77)

Cize 9 5 5
$aL g(ng, L) = dlno [—g(lﬂ o, L)+ 9lng (Ino, L)] (6.78)

Poslednd rovnica m4 z matematického hladiska tvar zhodny s diftiznou rovnicou, ktorej
rieSenie je dobre zndme. Toto rieSenie,

1 (lno—L/¢)
ng, L) = ——— _— 7
one. 1) = o exp| = (6.79)
je gaussian centrovany okolo bodu
- — L
f=In(1+p) = € (6.80)
s varianciou ol
2= = (6.81)
Anderson definoval typicky odpor g; vzt'ahom In(1 + ;) = f, ktory pre f = L /¢ ddva
o =el —1=eMé 1, (6.82)

Vidime, Ze typicky odpor rastie s L exponencidlne, avSak ovel'a pomalSie ako stredny odpor
(6.63). Nazov typicky odpor vystihuje, Ze distribucia (6.79) ma pik prave v o = ;.
Ked’ (6.79) dosadime do (6.76), v limite o >> 1 mame

11 (Ino— L/¢)?
o (4nL/§)? [ AL/E

Porovnajme distribiciu premennej ¢ s distribiiciou premennej In o. Distribicia P(p, L)
nemd narozdiel od g(In g, L) Ziadne vyznacné centrum. VSimnime si, Ze P(p, L) nie je
vbbec centrovand okolo hodnoty stredného odporu; za tym téelom odporicame Citatel ovi,
aby si distribuciu (6.83) vyniesol do grafu ako funkciu ¢ pre ur¢ité L/ >> 1. TieZ si
vS§imnime, Ze P(p, L) klesd pre ¢ — oo iba ako mocninnd funkcia p; zvykne sa hovorit’,
ze P(o, L) ma dlhy vysokoodporovy chvost. Preto sme v predchddzajicom odseku nasli
obrovské fluktudcie odporu a preto stredny odpor nie je Statisticky reprezentativna veli€ina.

Na zdver diskutujme fyzikédlny vyznam lokalizatnej dizky &. PretoZe o = R/T, plati

In(1+9)=—InT = —In|t] (6.84)

kde t je amplitida vlny prepustenej cez disorder. Definujme vzt ahom — In [t;|* = In(1+ ;)
typickd amplitddu ¢,. Pomocou (6.82) dostaneme, Ze |t;| ~ exp(—L/2¢). Disorder teda
typickd vinu exponencidlne tlmi na Skdle 2£. Keby sme elektrén vloZili medzi dva polone-
konecné disordery, vinova funkcia by bola utlmena z obidvoch stran, ¢ize lokalizovana. Jav
sa nazyva Andersonova lokalizdcia a exponencidlne rastici odpor je jej prejavom.

P(o, L) ~ (6.83)
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6.6 Stredna vodivost’

Doposial’ sme sa zaujimali o Statistické vlastnosti Stvortermindlového odporu o = R/T'.
Teraz nds bude zaujimat’, aké Statistické vlastnosti md Stvortermindlové vodivost g = T/ R.
Vrat'me sa najprv k vysledku pre odpor dvoch prekazok,

0= 01+ 02+ 20102 — 2[0102(1 + 01)(1 + 02)]'/* cos &, (6.85)
a skdsme stredovat’ cez fazu ¢ jeho prevratend hodnotu, teda vodivost” dvoch prekdzok

1
g = .
01 + 02 + 20102 — 2[0102(1 + 01)(1 + 02)]*/2 cos ¢

(6.86)

Oznalime a = 0, + 02 + 20102 aete b = —2[0102(1 + 01)(1 + 02)]"/? a stredujeme:

11 1 2 (a2 — b)) tg §qm
<g> :/ 7d¢:7|: 9 2\1/2 arCtg 2:|
2r Jo a4+ bcos¢ 7 L(aZ2 —b2)Y/ a+b 0

1 1
- - . (6.87)
(a2 =012 o1 — 02|

kde sme pri vypocte integralu vyuZili substiticiu x = tg % a fakt, ze a® > b%. Vidime, Ze

1 1
W e ek (059
Ked'Ze () = 01+ 02420102, neplati vzt'ah (o) ~ 1/(1/p), typicky pre ndhodnd premennt
s rozumnou disperziou. Znovu, (o) nie je Statisticky reprezentativna veli¢ina.

Neplatnost’ vzt'ahu (p) ~ 1/(g) najlepsie vidno, ak mame dve prekdzky s rovnakymi
odpormi g1 = g3. Ich stredny odpor (o) ma oCividne koneéni hodnotu, ale (g) — oo. D6-
vod, preco strednd vodivost’ dvoch rovnakych prekazok diverguje, vidno zo vzt ahu (6.86).
Ak v flom poloZime g9; = g2, menovatel’ nadobtida nulovd hodnotu pre ¢ = 0 a ¢ = 27.
Dvojprekdzka je v tomto pripade perfektne priepustnd, tento jav je zndmy ako rezonancné
tunelovanie. V Statistickom sibore vodi¢ov s dvomi prekdZkami sa nevyhnutne ndjde aj
taky, ktory je perfektne priepustny. Ked’Ze jeho vodivost’ je nekonecnd, diverguje aj vodi-
vost’ stredovana cez stbor, i ked’ st vodivosti ostatnych vzoriek konecné.

Diskusiu I'ahko rozsirime na neusporiadany vodi¢ s mnohymi prekaZzkami. Strednd hod-
notu Stvortermindlovej vodivosti g = 1/p takého vodi¢a mozeme vypocitat’ zo vzt ahu

o 1
(9) = / do—"P(e, L), (6.89)
0 o
kde P(p, L) je distribicia dand DMPK rovnicou (6.60). Pre ¢ < 1 sa (6.60) upravi na tvar

OP(e;L) _ 0 [ 9P(e, L)
¢ oL 9o [ 0o } ’ (6.90)
ktorému vyhovuje rieSenie
Po, L) = % e~/ (L/8), 6.91)

Podl'a posledného vzt'ahu nadobiida P(p, L) pre p — 0 kone¢ni hodnotu. Preto je po-
dintegrélna funkcia vo vzt'ahu (6.89) pre malé p imernd 1/p. Integral z takejto funkcie
nevyhnutne diverguje v dosledku nulovej dolnej medze, takZe znovu mame (g) = oc.
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Nakoniec sa pytajme, ak4 je stredna hodnota dvojtermindlovej vodivosti G = (2¢%/h)T.
Pretoze o = (1 — T')/T, transmisiu 7' mdzeme vyjadrit’ ako T' = 1/(1 + p) a jej strednd
hodnotu méZeme vyjadrit’ vzt'ahom

oo
1
T) = do——P(o,L). 6.92
(T) /0 °T T, (0. L) (6.92)
Integral v tomto vzt'ahu je opét’ treba pocitat’ pomocou DMPK rovnice. Toto sa d4 urobit’
analyticky iba v limite L/€ > 1 a vypocCet (prvy krdt ho urobil Abrikosov) je technicky
naro¢ny a zdihavy. Preto len uvedieme kone¢ny vysledok:

(T) =~ (L/&)%? exp (—L/4€). (6.93)

Exponencidlny pokles strednej transmisie sa dal intuitivne o¢akdvat’ ako prejav Andersono-
vej lokalizacie - exponencidlneho timenia viny disorderom. Na vysledku (6.93) je prekvapu-
juci faktor 1/4 v exponente, pretoZe odhad typickej amplitidy v predchddzajicom odseku
ukdzal pokles exp(—L/2). Odtial’ by sa na prvy pohl'ad zdalo, Ze pre transmisiu mu-
sime dostat’ pokles exp(—L/¢), spravny je v8ak vysledok (6.93). V literatdire sa semtam
vyskytne vzt'ah (G) o exp(—L/¢), ma viak byt (G) o exp(—L/4E).

Vlastnosti koherentného odporu mezoskopického jednokandlového vodica s disorde-
rom, tak ako sme ich diskutovali v tejto kapitole, ¢akaji na experimentdlne pozorovanie.
Zatial' existuju len experimenty, v ktorych sa tieto vlastnosti prejavuji nepriamo, spolu s
inymi efektami. S ohl’adom na rychly vyvoj je vSak meranie Cisto koherentného transportu
cez 1D disorder len otdzkou Casu.
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Kapitola 7

Jednoelektronové tunelovanie a coulombovska blokada.

7.1 Uvodné poznamky

Medzi elementarne priklady kvantovej mechaniky patri vypocet pravdepodobnosti tu-
nelovania elektrénu cez potencidlovd bariéru. V priklade sa uvazuje tunelovanie jedného
elektrénu. V pevnolédtkovych systémoch je mozné Studovat’ tunelovanie mnohych neinte-
ragujicich elektrénov (kvazicastic) napriklad meranim I-V charakteristiky systému hruba
vrstva kovu - tenkd vrstva dielektrika - hrubd vrstva kovu. V tomto systéme kovové vrstvy
hraju dlohu elektréd (emitora a kolektora), pricom elektrony prechadzaji z emitora do ko-
lektora tunelovanim cez dielektrikum (vid’. obr. 7.1).

Podobne je mozné Studovat’ transport elektronov cez kovovi vrstvu odizolovand od
kovovych elektréd dvomi dielektrickymi bariérami (vid’. obr. 7.2). Elektrén pri ceste z emi-
tora do kolektora najprv pretuneluje cez I'avi bariéru. Za predpokladu, Ze medzi bariérami
jeho energia zrelaxovala v dosledku nepruznych zrazok, tento (alebo iny) elektrén potom
pretuneluje cez pravu bariéru do kolektora tak, Ze obidva tunelovacie procesy st vzdjomne
nezavislé (nekoherentné resp. sekvencné). Opacna limita, ktord v d’al’Som neuvazujeme,
je koherentné tunelovanie cez dvojitd bariéru, ked’ je vzdialenost’ medzi bariérami ovel’a
menSia ako elektronova strednd vol'nd dréha.

V nasledujicom odseku odvodime I-V charakteristiku systémov na obrdzkoch 7.1 a
7.2 pre neinteragujice elektrény. Uvidime, Ze I(V) je spojitd funkcia V, takZe tunelovaci
prid mdze v principe byt neseny I'ubovol'nym (aj necelociselnym) poctom elektrénov.

N\
N\
E >c E >c
Fl }V F 4 - Iev
! - EF,r i EF,r
B —
z z
Obr. 7.1: Tunelovacia bariéra kov - die- Obr. 7.2: Tunelovacia dvojbariéra. Pred-
lektrikum - kov pod napéatim. pokladdme sekvencné tunelovanie, ktoré

sa realizuje, ak je vzdialenost’ medzi ba-
riérami vicSia ako strednd vol'nd driha
medzi dvomi zrazkami.
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Neprejavuje sa diskrétnost’ elektronového niboja.

V d’al’'Som odseku potom ukdZeme, Ze interakcia medzi elektrénmi sa mdze pri dosta-
tocne nizkych teplotich prejavit’ tzv. coulombovskou blokddou, vd’aka ktorej systémom
tuneluje s narastajicim napitim O elektronov, 1 elektron, 2 elektrony, atd’. Prad ako funkcia
napitia vykazuje schodovity nérast, pri¢om kazdy schod zodpoveda pridu nesenému prave
jednym elektrénom. Vtedy hovorime o jednoelektronovom tunelovani.

V poslednom odseku bude opisany tzv. jednoelektrénovy tranzistor, zaloZeny na jave
coulombovskej blokady.

7.2 Tunelovanie neinteragujucich elektronov

Pocitajme I-V charakteristiku systému na obr. 7.3. Vyberieme si ako nulovd hladinu
energie dno vodivostného pédsa na I'avej strane, Ec; = 0. Potom (predpokladajic parabo-
licky disperzny zédkon) mdZeme energiu elektrénu nal’avo od bariéry vyjadrit’ ako

ﬁ2k2’l h2k§l
2m 2m

E=F,+F = (7.1)

a napravo od bariéry ako
5 h2k§,r h%gr
= +
2m 2m

+ Ec,r, (7.2)

kde k, je zlozka vinového vektora k kolma na rozhranie kov - bariéra, k; je priecna (na os z
kolmd) zlozka a E¢, = —eV je dno vodivostného pdsa napravo od bariéry. Pri tunelovani
sa prie¢na zlozka vinového vektora zachovava, t.j. ky; = ki, By = Ey ;.. Preto

K2, B2k,
= om  om T Por 73

z

Pridovu hustotu elektrénov s vinovymi vektormi El z intervalu (El, El + d_kl), dopadajicu
na bariéru zI'ava, méZeme vyjadrit’ ako

2 o
i = — ky) v, (k) dky, 7.4
J HOTSE fi(ky) v (ki) dky (7.4)
4 \ yt x
e z
kZ
Eg, Iev
EF,r
EC,[
EC,r

Obr. 7.3: Model tunelovacej dvojbariéry v systéme kov - dielektrikum - kov.
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kde f; je distribu¢na funkcia na I'avej strane bariéry a

o 10BE(k)  hky

= = 7.5
(k) = . T m (7.3)
je zlozka rychlosti kolm4 na bariéru. Na druhd stranu bariéry pretuneluje pridova hustota
. 2 hk. -
J1=—e 2 T(kyy) filke, kay) —= dksy dky, (7.6)

m

kde T'(k,,;) je transmisny koeficient (pravdepodobnost’ pretunelovania cez bariéru), ktory
je len funkciou kolmej zlozky vinového vektora (k. ;) resp. energie E. ;.
Podobne mdZeme pisat’ pre pridovu hustotu, ktoréd pretunelovala zprava dol’ava, Ze

2 Bk, ,
" k. dkr. (7.7)

Jr=—e W T(kz,r) fr(kt7 kz,r) 7
Pre dani kolmu energiu E, je transmisny koeficient symetricky, t.j.
T(E,;) =T(E.,). (7.8)
Plati tiez, ze
m
kz,ldkz,l = kz,rdkz,r = 79 dE27 (7'9)

K2
ak diferencujeme obe strany rovnice (7.3). Vyslednd prdadova hustota j v smere napit’ ového
spadu je potom rozdielom pridovych hustot j; a j, integrovanych cez vsetky k:

0 e 27
jze@f)gh O/ dE. 0/ ks by 0/ A6 T(E.) [fi(Eas k) — fr(Euik))],  (7.10)

kde integrécia cez E, ide od nuly po nekonecno, pretoZe tunelovanie zprava dol’ava pre
E, < 0 nie je moZné.
Distribuc¢né funkcie f; a f,. st Fermiho funkcie
1 1

Jil(Ez, Ey) = o [z By) = ; (1.11)
exp <7EZ+£;;EF’Z> +1 exp (7E2+f;;EF”) +1
kde Fr; a Er, si Fermiho energie nal’avo resp. napravo od bariéry, pricom
Er; = FEp, +eV. (7.12)
Pre parabolicky disperzny zékon sa rovnica (7.10) I'ahko upravi na tvar
o0 oo
) 4™m
J=¢ Gy | 4B T(E:) [ dE, (B B = (BB (113)
0 0

Pri dostatocne nizkych teplotich je moZné distribucné funkcie (7.11) nahradit’ jednotkou
pre £, + F; < Er anulou pre £, + E; > Ey. To ndm umoZni upravit’ (7.13) na tvar

Er, Ep,—E, Ep, Ep,—E;
. em
J = 32573 / dE, T(E.) / dE, — / dE, T(E.) / dE,| =
0 0 0 0
Er Ep—eV
_m / dE, T(E,)(Ep — E.) — / dE, T(E.)(Ep — eV — E,)|, (7.14)
2m2h3

0 0
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kde sme vyuzili (7.12) a preznacili Er; na Er. Z (7.14) dostaneme pre eV < Ep vzt'ah

Er
. em
0

teda linedarnu I-V charakteristiku. Po vyndsobeni plochou S dostaneme, Ze prad je
I =35 xSV (7.16)

Prud je teda spojita funkcia plochy a napétia. Tieto vysledky platia aj pre sekvencné tunelo-
vanie cez dvojbariéru na obr. 7.2. PresnejSie, platia pre kaZdu z bariér osobitne, len napétie
V' sa rozdeli medzi bariéry imerne ich odporom.

7.3 Podstata coulombovskej blokady

Dvojbariérové Struktira na obr. 7.2 modeluje experimenty, v ktorych sa meria tunelova-
nie cez kovovy ostrovcek. Na obr. 7.4 je ukdzand Struktira na meranie transportu cez kovové
zrniecka zlata, zaliate v dielektrickej matrici Al2O3 medzi dvomi hlinikovymi elektrédami.
Pri transporte naprie¢ Struktdrou je nutné, aby elektrén najprv pretuneloval z elektrédy na
kovové zrniecko a potom zo zrniecka na druhu elektr6du. Podl'a vzt'ahov (7.15) a (7.16)
staci prilozit' I'ubovolne malé napitie, aby tiekol nenulovy tunelovaci prid. Nie je to vSak
nevyhnutne pravda. Uvazujme najjednoduchsi pripad, ked’ si obidve elektrédy na nulovom
potencidli a polomer zlatej gulicky (a) je maly v porovnani so vzdialenost’ou gulicky od
elektréd. Vtedy pre potencial gulicky nabitej ndbojom @) plati

V= @ , (7.17)
4dmea
kde € je permitivita dielektrika. Vzt’ah mdZeme prepisat’ ako
V= Q , C=drmea (7.18)
C
kde C je kapacita gulicky. Nabitim gulicka ziskala elektrostaticki energiu
Q2
E,=—. 1
s =50 (7.19)
Al kontakt

@\

Au ostrovéeky
Al kontakt

Obr. 7.4: Prierez Struktdrou so zlatymi zrnieCkami zaliatymi v dielektriku AlxOs.



Uvod do mezoskopickej fyziky 89

b) contact
Al
Gahs GaAs
GaAs island
GaAs  2DEG GaAs
) AlOx d)
Sn
/
Al
Al Al
SiO2 Al

Obr. 7.5: Rozne metddy, ako definovat’ malé ostrovéeky v polovodicovej alebo kovo-
vej Struktdre. (a) Plandrny ostrovéek v dvojrozmernom plyne (2DEG) na rozhrani GaAs-
AlGaAs, vytvoreny pomocou dvoch hradiel. (b) Vertikdlny GaAs ostrovéek medzi dvomi
AlGaAs bariérami a dvomi GaAs elektrédami. (c) Priklad jednobariérovej tunelovej Struk-
tiry s hlinikovymi elektrédami. (d) Zrniecka cinu obalené dielektrickou vrstvickou, umiest-
nené medzi hlinikovymi elektrédami.

Ak Q = —e, potom E; = €2/2C je prica, ktord treba vynaloZit' aby elektrén mo-
hol pretunelovat’ na ostrovéek. Tu istd ivahu mdZeme urobit’ pre tunelovanie elektrénu z
(neutrdlneho) ostrovceka na elektrédu. Vtedy () = e a praca F je taka istd. Ked’Ze pracu
musi konat’ zdroj, je zrejmé, Ze tunelovaci prid potecie az vtedy, ked’ napétie zdroja do-
siahne hodnotu potrebnii na vykonanie prace e?/2C. Ak bude napitie zdroja mensie ako
tato hodnota, prid nepotecie a hovorime o Coulombovskej blokade.

Ak polozime €2 /2C = kgT, pre T = 300K dostaneme C' ~ 3x10~ '8 F. Tejto kapacite
zodpovedd polomer gulicky a ~ 28nm pre € ~ 1. Intuitivne je zrejmé, Ze ak chceme
pozorovat' coulombovski blokadu, tak e?/2C musi aspoti niekol'’ko ndsobne prevysovat’
kpT.Pre T = 300K to znamend, Ze gulicka musi byt mensia nezZ 10nm. PravdaZe, ak sa
meranie urobi pri vel'mi nizkej teplote, Coulombovska blokdda bude pozorovatel'nd aj pre
guli¢ky s odpovedajico vac¢§im polomerom.

Na obr.7.5 su iné priklady tunelovacich Struktir pouzivanych v meraniach Coulom-
bovskej blokddy. Pre tieto Struktdry (s vynimkou Struktiry ¢) moZno pouZit' dvojbariérovy
model z obr.7.2 a aj jednoduché tivahy z tohoto odseku.

Poznamenajme, Ze kapacita C' = 4mea plati presne pre gulicku, na ktord bol naboj pre-
neseny z nekonec¢na. Keby sme vzali do dvahy, Ze jedna z elektréd sa nachddza v kone¢nej
vzdialenosti [ od gulic¢ky, dostali by sme

a? a
C=drea(l+a+——+...) , a== (7.20)
1—a?
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kde ¢leny obsahujice o pochddzajui od zrkadlovych nabojov. Pre [ ~ a by sa nase odhady
trochu zmenili, ale ridove by ostali v platnosti. Podobné odhady vyjdi, ked’ namiesto gu-
licky budeme uvazovat’ napr. tenky kovovy disk s polomerom a, umiestneny paralelne s
vodivymi elektrédami. Pre a < [ ddva elektrostatika pre kapacitu disku vzt'ah C' = 8ea.

7.4 Fenomenologicka tedria coulombovskej blokady.

Tunelovanie pod vplyvom coulombovskej blokddy budeme teraz Studovat’ na dvojbari-
érovom modeli z obr. 7.2. Obmedzime sa na jednoduchdu tedriu, ktord popisuje transport cez
Struktiru na obr. 7.2 pomocou ndhradného elektrického obvodu na obr. 7.6.

Niekol'’ko pozndmok k obr. 7.6. V kovovych tunelovych prechodoch si tunelové bariéry
typicky vel'mi vysoké a vel'mi tenké a hustota elektréonov v kove je vel'mi vysokd. Vd’aka
tomu je spad napdtia lokalizovany vyluc¢ne na bariérach (obr. 7.2) a tunelovacie odpory Ry
a kapacity C st v dobrom pribliZeni od napit'ového spadu nezivislé. Dalej, v nasleduji-
cej analyze robime ten isty implicitny predpoklad ako na obr. 7.2, totiZ Ze tunelovanie je
sekvencné (tunelovanie cez prechod 1 je nezdvislé od tunelovania cez prechod 2, pretoze
elektrén po pretunelovani na ostrovéek najprv zrelaxuje svoju nadbytocni energiu emisiou
fonénov resp. zrdZkami s inymi elektrénmi).

Treba tieZ rozliSovat’ tunelovy odpor R; od zvycajného ohmického rezistora. V obycaj-
nom rezistore je tok ndboja kvazispojity a reaguje takmer okamZite na zmenu vonkajSieho
elektrického pol’a. Tunelovanie vSak predstavuje injekciu jednotlivych Castic, charakterizo-
vand niekol'’kymi r6znymi ¢asovymi S$kdlami. V tedrii tunelovania sa ukazuje, Ze tunelo-
vaci Cas (Cas, za ktory elektrén pretuneluje z jednej strany bariéry na druhi) sa v pripade
jednej bariéry dd odhadnit’ jednoducho ako podiel hribky bariéry a rychlosti dopadu na
bariéru. Pre nami uvaZované bariéry da tento odhad cca 10~ s, zatial' ¢o skuto¢ny &as
medzi dvoma tunelovacimi udalost’ami (Cas straveny na ostrovceku) sa dd odhadnit’ empi-
ricky ako e/, ¢o pre typické pridy v nanoampérovej oblasti ddva niekol’ko sto pikosekind.
Preto uvazujeme obidva tunelové prechody v rezime medzi dvomi tunelovacimi udalost’ami
ako idedlne kondenzétory.

+
|

4 :I C R,
rnl

tunelovy prechod
O — —cF "

V, :| Cyr R,
'

ny

N3

Obr. 7.6: Nahradny obvod pre dvojbariérovu Struktiru z obrazku 7.2. Kovovy “ostrovéek”
je spojeny s kladnou a zdpornou elektrédou cez dva slabé tunelové spoje modelované ako
doskové kondenzatory s kapacitami C; a Ca. R; st odpory tunelovych spojov a ny resp. na
oznacuje pocet elektronov, ktoré na ostrovéek pretunelovali cez spoj 1 resp. 2.
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Néboje na kondenzdtoroch 1 a 2 s
Q1 =CiVi, Q2= Chls. (7.21)

Néboj na ostrovceku je () = Q2 — (1. Bez tunelovania by platilo @)1 = Q)2 a ostrovcek
by bol neutrdlny. Tunelovanie spdsobi, Ze na ostrovéeku sa nahromadi celoCiselny pocet
elektrénov. Vtedy

Q=Q2— Q1= —ne, (7.22)

kde n = n1; —no je pocet elektronov na ostrovéeku. Cislo n mdze byt’ kladné alebo zaporné,
priCom n1 a ng st na obr. 7.6 definované tak, Ze ndrast n; a ny znamena nérast ()1 a (Js.
Z rovnic (7.21) a (7.22) a z rovnice

Va=V1i+ Vs (7.23)

mdZeme vyjadrit’ napitia na kondenzatoroch 1 a 2 ako

1

Vi = (Cgva + ne) , (7.24a)
Ceq
1
V2 = (Clva — ne) y (7.24b)
Ceq
kde C¢y = C1 + (5 je kapacita ostrovceka. Elektrostatickd energia dvoch kondenzétorov je
QF | @3
= — 4+ —=. 7.25
*T 20, T 20, (7:2)

Z (7.25) po pouZiti rovnic (7.21), (7.22) a (7.24) dostaneme

1
20,

E, (C1CV2 + Q7). (7.26)
Naviac musime eSte vypocitat’ aj pracu, ktord zdroj vykonal potom, ako cez prechod 1 resp.
2 pretunelovalo n; resp. ng elektrénov. Tidto pracu vypocitame nasledovne.

Ak tecie obvodom prud, zdroj vykondva pracu

W, = / dt V,I(t) = V,AQ, (7.27)

kde AQ je celkovy preneseny naboj. Zahriuje elektrony, ktoré pretunelovali do/z ostrov-
ceka, a tieZ aj polarizaény nédboj, ktory sa vytvori ako odozva na zmenu naboja na ostrov-
¢eku spdsobend tunelovanim.

Uvazujme jeden elektrén, ktory pretuneluje cez prechod 2 von z ostrovéeka. Ndboj na
ostrovCeku a pocet elektronov na ostrovéeku sa zmenia na

Q' =Q+e, (7.282)

n =n-—1. (7.28b)
V dosledku toho sa napitia na kondenzdtoroch 1 a 2 zmenia na

e

e
Vl’:Vl——, V2/:V2+ ,
Ceq

Ceq

(7.29)
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a naboj na kondenzétore 1 sa zmeni o hodnotu

e

Ceq

AQy = — Ch (7.30)

Tudto zmenu ndboja musel zdroj kompenzovat” dodanim polariza¢ného nédboja tej istej
vel'’kosti, pricom podl’'a rovnic (7.27) a (7.30) vykonal pracu —eC1V,/Ce,. T istd Gvahu
modZeme urobit’ pre vSetkych ny elektrénov a dostaneme pracu

Ws(n2) = —ngeV, g:q .

(7.31)

K tomuto vysledku prideme, aj ked’ ivahu zopakujeme tak, Ze vyjadrime zmenu nidboja na

prechode 2. Naozaj,
e e
Cy=—— C4, 7.32
Ceq 2 oy 1 (7.32)
kde sme okrem zmeny polariza¢ného naboja =— Co uvdZili aj zmenu ndboja spdsobenu
pretunelovamm elektrénu cez prechod. Pre no elektronov znovu dostaneme (7.31).
Uplne analogicky dostaneme, Ze prica, ktort zdroj vykonal v dosledku pretunelovania

ny elektrénov cez prechod 1, je

AQy = —e+

Co
Coa’

Ws(n1) = —nieV, (7.33)

Teraz m6Zeme vyjadrit’ celkovi energiu obvodu na obr. 7.6 ako

E(nl,ng) =FE,— W= (Clcgan + Q2) + a4 (01712 + Cin) . (7.34)

€
2C¢, Ceq

Vyjadrime zmenu energie, ktord nastane pri jednoelektrénovych prechodoch:

e
Ceq

AEE = E(ny,n) — E(ny,na £1) = [—g + (en — VaCl)] , (7.35)

e e
- VaCo)| .

Con { 5 F (en+VaCh)
Tieto prechody st moZné len vtedy, ked’ vyS$Sie vyjadrend zmena energie je kladn4, t.j.
AFE; > 0, pretoZe pri nulovej teplote je mozny len prechod systému zo stavu s vys$Sou
energiou do stavu s niZSou energiou.

Uvazujme teraz systém, ktory ma neutrdlny ostrovcek, t.j. n = 0. Rovnice (7.35) a
(7.36) sa zjednodusia a podmienka AE; > 0 nadobudne tvar

AEit = E(’)’Ll’n2) — E(’n,l + 1,n2) = (736)

2 eV,C
AEf, = _22 = - 21 5. (7.37)
eq eq

Vzt'ah (7.37) hovori, Ze jeden elektron nemdze tunelovat’ do/z ostrovceka cez ani jeden z
prechodov 1 resp. 2, pokial’ je V, prili§ malé. Clen —e? /2C,q, ktory predstavuje nabfjaciu
energiu ostrovCeka, je totiz zdporny. AFE sa stane kladné len pre dostatocne vel'ké |V,|.
Uvazujme napriklad C; = Cy = C. Vtedy z rovnice (7.37) dostaneme, Ze tunelovanie
jedného elektrénu z / do ostrovéeka je moZné len ak

|Va| >

e
Coo’ (7.38)
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1] 2 2/
/
T Va > ef Ceq
E. eIC,, e o
i ,
ostrovcek ostrovcek
Obr. 7.7: Kovovy ostrovéek s coulom- Obr. 7.8: Ostrovcek pod napitim. Napa-
bovskou blokddou. Coulombovskd me- tie > e/C,, umoZiuje tunelovanie.

dzera €?/C., znemoZziuje elektrénové
tunelovanie do/z ostrovceka.

V opacnom pripade je tunelovanie zakazané a prud je nulovy napriek nenulovému napi-
tiu. Tento rezim voldme coulombovskd blokdda, zdroj nie je totiZ schopny vykonat’ pracu
rovnd nabijacej energii ostrovéeka e?/ Ceq. Samozrejme, pre tunelové prechody s makro-
skopicky vel'kou plochou je C¢, obrovské a energia e?/ Ceq je zanedbatel'ne mald. Vtedy
sa coulombovska blokdda neuplatiuje a transport determinuje vylucne tunelovy odpor Ry.

Na obr. 7.7 je coulombovskd blokdda interpretovand ako dosledok energetickej medzery
e?/Ce, na ostrovéeku. Na obr. 7.8 vidno, Ze elektrén mdZe na ostrovéek pretunelovat’ ak
Va > €/Ceq = €/2C. Ak sa tento elektrén uz nachadza na ostrovceku, z rovnice (7.35)
vidime, Ze druhy elektrén moZe na ostrovéek vtunelovat’ len ak

3e
Vo > Yok (7.39)
Podobne, ak su na ostrovceku dva elektrony, treti sa tam dostane len ak
5e
— 7.40
Va 50" (7.40)

atd’. Ako vyzerd I-V charakteristika? Z uvedeného je zrejmé, ze I x n, kde n = 0 pre
Vo < €e/2C,n =1preV, < 3e/2C, n = 2 pre V, < 5e/2C, atd’. MdZeme teda pisat’
I = nAl, kde Al by idealne nemalo zavisiet’ od V, resp. od n. Odhadnime AT pre idedlny
pripad Ry > Ryo.

V tejto situdcii elektrén vtuneluje na ostrovcek cez prechod 2 (vid® obr. 7.8) a ¢akd na
ostrovceku relativne dlhy Cas, kym odide cez prechod 1. Ked” odide cez prechod 1, ostrov-
¢ek sa vréti do stavu n = 0. AvSak, pretoZe R;2 < Ry, cez prechod 2 okamZite vtuneluje
na ostrovéek d’alsi elektrén a vrati ho do stavu n = 1. Preto je oprdvnend predstava, Ze
ostrovcek je takmer kontinudlne v stave n = 1, aZ na kratke okamihy, ked’ elektrén odide
cez prechod 1 a obvodom pretecie pridovy pulz. (Staciondrny prid [ su vlastne tieto pulzy
ustrednené v Case.) Vd’aka R;; > Rys je rozumné predpokladat’, Ze prud je determinovany
najmi napit’ovym spddom na prechode 1. Z rovnice (7.24) dostaneme pre C; = Cy = C
vztah Vi =V, /2 + ne/Ceq. Z tohto vzt'ahu vidno, Ze napitie cez prechod 1 sa meni sko-
kom o hodnotu e/C,, vZdy, ked’ sa n zmeni o hodnotu 1. Pridovd zmena zodpovedajica
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~ | T=a4.2°k
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N bez efektu
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Obr. 7.9: Idedlna teoretickd I-V charakte- Obr. 7.10: Experimentdlne zmerané (A)
ristika v reZime coulombovskej blokady a vypocitané (B, C') coulombovské scho-
pre C1 = Cy = Ca Ry = Ry > Ryo. diste pre 10—nanometrovi kvapku In v

dielektrickej matrici. Jednou elektrédou
je vodivy substrat, druhou je hrot STM
mikroskopu. (Wilkins et al., 1989)

tejto skokovej zmene je

AVvi e e
Rtl Cethl 2CRtl ‘

Al ~ (7.41)

Vysledkom je schodovita I-V charakteristika na obr. 7.9. Tento typ I-V charakteristiky sa
zvykne volat’ aj coulombovské schodiste.

Experimentélny vysledok na obr. 7.10 sa od tejto idedlnej I-V charakteristiky trochu
1isi. Predovsetkym, krivka A by mala byt symetrickd vzhl’adom na pociatok siradnej su-
stavy. Odchyl'ka od symetrie (posun krivky o 22 mV doprava) je spdsobend parazitnymi
nabojmi, ktoré prispievaju k nabijacej energii ostrovceka a nie s zapocitané v teorii (krivka
C). Vplyv tychto nabojov je od vzorky k vzorke iny a preto je vaznou prekazkou pri realiza-
cii reprodukovatel'nych jednoelektrénovych stciastok. Krivka B, ktora dobre suhlasi s A,
bola ziskana posunom krivky C' o 22 mV. Konec¢ne, coulombovské schody na obr. 7.10 nie
su rovnako vysoké, ked’Ze predpoklady idealizovanej tedrie nie st v experimente splnené
idedlne.

Aké podmienky st potrebné na pozorovanie coulombovského schodist’a? Predovset-
kym, teplota musi spifiat’ nerovnost kT < 2 /C.,, pretoze inak s elektrony termalne
excitované ponad coulombovski medzeru a blokada sa nerealizuje. Dalej je ddleZité, aby
neurCitost’ energie elektrénu, h/At, bola mald v porovnani s €2 / Ceq, kde At je Cas po-
trebny na prechod elektrénu na ostrovéek a na odchod z ostrovéeka. Odhadneme At zhruba
ako RC konstantu At ~ R;Ceq, kde R je mensi z oboch odporov. Z nerovnosti h/At <
e?/C., dostaneme podmienku R; > h/e? = 25.813 k(.
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hradlo tunelovacie bariéry
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vycerpand oblast

Obr. 7.11: Plandrna Struktira pre jednoelektronové tunelovanie a coulombovski blokaddu.
Struktira funguje ako jednoelektronovy tranzistor, pretoze potencidl ostrovceka je mozné
riadit’ napétim na centrdlnom hradle.

vV, —F+C Ry
Y

'
1

—
|—() ostrovcek
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Obr. 7.12: Nahradnd schéma pre jednoelektrénovy tranzistor.

7.5 Jednoelektrénovy tranzistor

Na obr. 7.11 je ukdzany jednoelektrénovy tranzistor, definovany plandrne v elektréno-
vom 2D plyne v GaAs vrstve na rozhrani n-AlGaAs/GaAs. Na kovové hradld nanesené na
povrchu AlGaAs vrstvy sa priloZi zaporné napitie, ktoré spod nich vycerpd 2D plyn. V ob-
lasti medzi hradlami zostane ostrovéek nevycerpaného 2D plynu, spojeny s 2D rezervodrmi
(elektrodami) prostrednictvom slabych tunelovych spojov. Vznikne tak $truktidra, v ktorej sa
vd’aka malym rozmerom ostroceka (vd’aka jeho vel'kej kapacite) uplatiiuje coulombovska
blokada ako sme ju popisali v predchadzajicom odseku. Naviac, Struktiira mdze fungovat’
ako tranzistor, ak sa hradld umiestnené v strede napdjaji osobitnym zdrojom napitia. Ttto
situdciu popisuje ndhradny obvod na obr. 7.12. Ide o ten isty obvod ako na obr. 7.6, pridany
je v8ak kondenzétor s kapacitou Cj a zdroj s napétim V. Kondenzator modeluje kapacitné
spojenie medzi centrdlnymi hradlami a ostrovéekom, takZe napitim V,, je mozné riadit’ po-
tencidl ostrovéeka nezavisle na napiti Vj,.

Nasledujiica analyza ukédze, Ze pomocou tejto "tranzistorovej akcie"je moZné nastavit’
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coulombovsku blokddu tak, Ze existuje nielen pre n = 0, ale v principe pre 'ubovolné celé
Cislo n. TieZ sa ukaze, 7Ze coulombovska blokdda v ohmickej limite (V;, — 0) vymizne pre
urCité kvazidiskrétne hodnoty V.

Postupuje sa podobne ako v predchadzajicom odseku. Naboje na kondenzatoroch st

Q1 =C1V1, Qa=CVa, Qy=CyV3=Cy(Vy —Va). (7.42)
Pre napitia plati
Va=Vi+Ve, Va-Vy=Vi—-V3 Va=V,-T5. (7.43)

Néboj na ostrovéeku je Q = Q2 — ()1 — Q4. Ak sa neuplatiiuje tunelovanie, tak ) = 0. Ak
na ostrovcéek pretunelovalo n elektrénov, potom

Q=Q2—Q1— Qg = —ne, (7.44)

kde n = ny — ng. Zrovnic (7.42), (7.43) a (7.44) mbdzeme vyjadrit’ napitia na kondenzato-

roch 1 a2 ako 1

Vi= o [CoVy — Cy(Vy — V) + ne], (7.45a)
eq
1
Vo = e [C1Va + CyVy — nel, (7.45b)
eq
kde C,y = C1 + C2 + Cy je kapacita ostrovceka. Pre celkovi elektrostaticki energiu
L(Qt, @ 9
Es=-=+==+= 7.46
2(@ e e, (7.46)
dostaneme vyuzitim rovnic (7.42), (7.45), (7.43) a (7.44) po zdfhavej uprave vzt ah
By—— [Q% + CyO V2 + CLCoVE + C1Cy(V — Vy)?] (7.47)
s — 2Ceq g-2Vy 12V, 1Y g\ Va g . .

TaktieZ potrebujeme vypocitat' pracu, ktord zdroj vykonal po pretunelovani n; resp. no
elektrénov cez prechody 1 resp. 2.

Najprv uvazujme situéciu, Ze jeden elektrén pretuneluje cez prechod 2 von ostrovceka.
N4éboj a pocet elektronov na ostrovéeku sa zmenia na

Q =Q +e, (7.482)

n =n-—1. (7.48b)

Napitia na kondenzatoroch sa preto zmenia na

(&
Vi=V — . (7.492)
V)=V + Cf , (7.49b)
eq
(Vg—V3)=V5=V3— < = (Vg — Va) ¢ (7.49¢)
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V sulade so vzt'ahmi (7.42), nové ndboje na kondenzatoroch si
A=Q—~C (7.50a)
Ceq
e
Q= Qa2+ Cy (7.50b)
Ceq
, e
Qg = Qg — @ Cg (7500)
a prislusné zmeny nabojov na kondenzatoroch su
AQ, = —— ¢, (7.51a)
Ceq
AQy = Ce Cy (7.51b)
eq
AQ, = —— C, (751c)
Ceq
Praca, ktord vykonaju zdroje V, a Vj je
Ws(ng =1) = /dt VaI(t) + /dt Vol (t) = Vo, AQL + V,AQ, (7.52)
¢ize po dosadeni (7.51)
Ch C
Wsng=1)=— |eVo—— + eV, =2 | . 7.53
s<n2 ) |:€ aCeq +e gC,eq:| ( )
Ked’ ten isty postup pouzijeme pre vSetkych ng elektrénov, dostaneme pracu
C C
Wi(ns) = —no [eVal + eV, =2 } . (7.54)

Ceq Ceq

Teraz vypocitame pracu, ktord musia dodat’ zdroje, ked’ n; elektrénov pretuneluje na
ostrovcek cez prechod 1. Najprv zase predpokladdme, Ze pretuneluje jeden takyto elektron.

Ndéboj a pocet elektrénov na ostrovéeku sa zmeni na

Q/:Q_ea

n =n+1.

Napitia na kondenzdtoroch sa preto zmenia na

e
Vi=W
1 1+C€q7
e
Vg ="V —
2 2 Ceq’

(‘@—‘G)EWZVBJFLE(Vg—Vz)Jr

e
Ceq Cog

(7.55a)

(7.55b)

(7.56a)

(7.56b)

(7.56¢)
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Konecne, podl’a (7.42) nové ndboje na kondenzatoroch su

QL=Q1+ Ce Cy (7.572)
€q

Qb= Qs — cf s (7.57b)
eq

Q) =Qq+ Ci . (7.57¢)

eq
Prislu$né zmeny ndbojov na jednotlivych kondenzatoroch si

e

AQL =+ 4 (7.58a)
Ceq

AQy = —Ci Cs (7.58b)
€q

AQq = +Ci Cy (7.58¢)
eq

Zdroj V,, musi teda vynaloZzit' pracu, aby vykompenzoval polarizaény nidboj AQ); a jeden
pretunelovany elektrén. Této praca je
C Cy

e 2
a A - = Val\ A7 - = a~ a
Va(AQy — ) =V, (Ceq Ch e) eV, Con + eV, Co

(7.59)

Zdroj V, musi zase vynaloZit' pracu, aby vykompenzoval polarizatny ndboj AQ),. Této
prica je

C
VoAQy = evgc—g (7.60)
eq
Potom o o
Ws(np=1) = — [QeVa + —Le(V, — Vg)} : (7.61)
Ceq Ceq
Ked’ postup aplikujeme na vSetkych n; elektrénov, dostaneme
C
Wi(ny) = —nmy [Cleva + =Le(Va — vg)} . (7.62)
Ceq Ceq
Celkova energia obvodu je
E(nl,ng) = ES — WS(TLl) — Ws(ng) (7.63)
Vyjadrime zmenu energie, ktord nastane pri jednoelektronovych prechodoch:
AEY = E(ni,n2) — E(ny + 1,na), (7.64)
AEF = E(ny,n2) — E(ny,ng + 1). (7.65)
Dostaneme . .
ABE = = [—5 ¥ [en + (Cy + Cy)V, — cgvg)]} : (7.66)
eq
A5 = == [-C & [en— C1Va - CyVy]| (7.67)
Ceq 2
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Podmienka AEff2 > () teraz umoziuje coulombovsku blokadu aj pre n # 0, ak sa na hradlo
prilozi vhodné napitie V.
Kvoli jednoduchosti teraz uvazujme pripad Cy = Cy = C, Cq = 2C.

—g > & [en + (Cy + Co)Va — CyV,)] (7.68a)
—g > Flen— C1V, — G,V (7.68b)
Pre n = 0 a s vyuZitim Cy + Cy = 2C a C¢y = 4C sa vzt ahy (7.68) zjednodusia na
—5 > £(20Va - C,Vy)), (7.69)
—g > F (=20V, — C,V,), (7.69b)
¢o su vlastne 4 nerovnice 1C )
Va () < = CyVy -1, (7.70a)
(& (&
4C 2
Vs (e) > - CyVy +1, (7.70b)
4C 2
Vi (> <= -=CyVy—1, (7.70c)
e e
4C 2
Vi <€> > — - CyVy + 1. (7.704d)
Podobne, napriklad pre n = 1 dostaneme sadu nerovnic
4C 2
() Vo< = CyVy =3, (7.71a)
e (&
4C 2
() Vo> = CyVy—1, (7.71b)
e e
4C 2
(e) V, < — - CyVy + 1, (7.71¢)
4 2
(60) V> — ” CyVy + 3. (7.71d)

Riesenia tychto nerovnic su graficky znazornené na obr.7.13 ako Sedé oblasti. V tychto ob-
lastiach je tunelovanie zakazané. KaZdej z oblasti zodpoveda rdzne n a oblast’ sa nazyva
oblast’ stability, pretoze ostrovCek je nabity fixovanym celociselnym poctom elektrénov,
ktory sa v rdmci oblasti nemeni s V;, a V. Ciary reprezentujd hrani¢né hodnoty Vg a Vg, pri
ktorych nastdva jednoelektrénové tunelovanie a n sa meni o jednotku. Napitie V,;, umoz-
fuje prechddzat’ medzi roznymi stabilnymi reZimami pric¢itanim alebo od¢itanim jediného
elektrénu.

Z obr. 7.13 tieZ vidno, Ze ohmickd vodivost’ (merand pre vel'mi malé hodnoty V;) musi
pri urCitych hodnotéch V; vykazovat’ ostré piky. Zavislost’ vodivosti na V; a zodpovedajuice
energetické diagramy dvojbariérovej Struktiry sd schématicky ukdzané na obrdzkoch 7.14
a 7.15. Vsetky tieto vysledky su v literatire zdokumentované experimentilne.
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AV, / (e/Ceq)
3

kktfwifii 2+

Obr. 7.13: Diagram stability pre jednoelektrénovy tranzistor v pripade C;, = Cy = C,
C1 = 2C'. Tmavé oblasti zodpovedaji hodnotdm V,, a V,, pre ktoré je tunelovanie na os-
trovéek zakdzané pri roznych hodnotich n. Oblasti teda reprezentuji stabilné reZimy pre
rozne celo¢iselné pocty elektrénov na ostrovéeku. Mimo tychto oblasti jednoeletrénové tu-
nelovanie funguje Standartnym sposobom.

G
1 1] 2
Ve
E P Ey,
g, Fl F
ostrovcek ostrovcek
Obr. 7.14: Piky konduktancie a energe- Obr. 7.15: Piky konduktancie a energe-
ticky diagram dvojbariérovej Struktdry ticky diagram dvojbariérovej Struktiry

re V, mimo rezonanciu. re V, v rezonancii.
g g
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Dodatky

8.1 Dodatok A: Odvodenie jednoelektronového priadu (3.15)

Odvodime vzt'ah (3.15). Ked’ dosadime (3.13) do (3.14), mame

oW d d
J = e— d U — ¥ —U—0* ) | 8.1
“%im 0 Y ( dz dx ) @1
Do (8.1) dosadime vlnovu funkciu
U = i Un )= e (). (8.2)
n=1 Uny \/Z
Dostaneme
+ eh - . Un : * ( ik x) Ul d ikn,x
" 2imL anl <\/ ) tnom (@ Up, tnn{d € O
_ Un zkn”:v vi *t* i (eik",x)* 5
QimL n_ln ~ Upy M de e
(8.3)
kde
w
Onor i = /O dy Xn-(Y) Xn-(y) (8.4)

je Kroneckerov symbol, pretoze vinové funkcie y,,(y) si ortogondlne. Vysumujeme cez n>

a dostaneme
) * d . . d . *
ikn, T M dkpxz \ _ Jtkpx ) Y ikn,T
[(e > {d:z:e } € {dw (e > H '

I = 2sz Z ol
(8.5)

Pripomenieme, Ze pre n° > N je k,, = K, kde K, je pozitivne redlne ¢islo. Preto je
na pravej strane posledného vzt ahu Clen v hranatej zétvorke nulovy pre vSetky n» > N. Po
malej Uprave ndm zostane vysledok

ik N
JF WZ:: tron(kn) % (8.6)

kde k,, je pozitivny redlny vlnovy vektor. Vysledok (8.6) je totozny s (3.15).

h\m
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8.2 Dodatok B: Hermitovsky zdruzeny siacin dvoch matic

Chceme ukdzat’ platnost’ vzt'ahu (3.64): (CD)"™ = DTC™.
Nech matica E oznacuje sicin matic C a D, potom jej prvky st

(B)ij = eij =Y cipdy; - (8.7)
k
Hermitovsky zdruzend matica
ET = (CD)" (8.8)
ma podl'a definicie (3.63)prvky

(ET)ij =ej; = ((CD)") = [Z cjkdki] = dichy - (8.9)
k

k

Pouzijeme definiciu hermitovskej matice (3.63) aj pre C a D
G =(Cwy djy = (DT )ik (8.10)
a pokracujeme v uprave vzt ahu (8.9)

(EM)ij =D _(DN)y(Ch)y = (DTCH); cize EY =D'CH. (8.11)
k

Z porovnania (8.8) a (8.11) priamo vyplyva platnost’ vzt'ahu (3.64).

8.3 Dodatok C: Zavislost’ matice rozptylu na polohe prekazky:
Formalna matematicka analyza

Nech je znama rozptylova matica

Sy = <r° tf)) (8.12)

/

pre rozptyl na prekdzke danej potencidlom Vjy(z,y). (Prekdzka je lokalizovand na x-ovej
osi vz = 0.) Matica Sy spdja amplitidy dopadajticej a rozptylenej viny

0 0
() =53
2

vlnova funkcia rieSenia prislusnej Schrodingerovej rovnice ma tvar

Nooom) 4 N oom)
Zlal (bn(x?y)_‘_ Zlbl ¢n(x7y)7 .’IJ<0

P(z,y) =4 "y o o (8.14)
Zl% o (z,y) + zle on(x,y), x>L
) 1 hk
() = — Ty (y), v, = —2. (8.15)

/Un m
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Nech S je rozptylova matica rovnakej prekazky, ale lokalizovanej v polohe x = x; a teda
danej potencidlom:

Hr'adajme teraz vyjadrenie rozptylovej matice S pomocou Sy. Matica S spdja amplitidy

dopadajicej a rozptylenej viny
b1 (a1
<a2> =S <b2> (8.17)

pre rieSenia prislusnej Schrodingerovej rovnice s potencidlom V (x, y):

N N
> Vot (z,y) + 3 0V (2,y), @ <m
Y(z,y) =1 " (8.18)

N () N (n)

ZQQ ¢j{($7y)+ ZbQ d)T_L(xay)v r >,
n=1 n=1
Vzhl'adom na (8.16) plati pre rieSenia 1(z,y) a ¥%(z, y)

N o)+ N o)
Zal ¢n($—$1,y)+ Zbl ¢n(x_'rlay)7 $<0
Y(x,y) = lﬁo(x—xl,y) ={ n=l n=1

N 0(n) N 0(n)
ZIGQ ¢$(.’L'—.’I/'1,y)+ ZbQ ¢7:(-'E—.’I/'1,y), x>1L.
n= n=1
(8.19)
Ked’ si uvedomime, ze
O (2,y) = €70 G (1 — 21, y). (8.20)
a porovname (8.18) s (8.19), tak pre amplitidy vInovych funkcifi plati:
a(l)(n) —_ eik”“agn) b(l)(n) — e—iknxl bgn) -
bg(n) — ¢~ tkna1 bgn) ag(n) _ eiknxlagn) ) 8:21)

V kompaktnej forme maticoveho zdpisu dostaneme

al . X 0 ai bY . Xt 0 b,
G0 )6 -G D). e

kde diagondlna submatica X s rozmerom N X N je dand ako

efr 00
0 eikle 0
X=1 , 0 v (X = PTG, (8.23)

Do (8.13) dosadime za amplitddy vlnovych funkcii vzt'ahy z (8.22). Vzniknutd rovnicu

Lo : X 0 e .
prendsobime maticou ( 0 X‘1> , VyuZijeme, 7e

X X1
(0 X0_1>< 0 %) =1 (8.24)
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b1 o X 0 X 0 ai
)G sE L)) e

Nakoniec porovnanim (8.25) a (8.17) a vyuzitim definicie (8.12) ndjdeme pre S maticu
prekdzky v mieste x = x; vzt'ah

_( XroX = Xtpx!
S_<X1t0X1 X~ 1rpX ) (8:26)

a dostaneme :

ktory je totoZny so vzt’ahom (3.90).

8.4 Dodatok E: Tunelovanie cez asymetricki pravouhla poten-
cialova bariéru

Studujme pohyb Castice v poli s potencidlnou energiou V (z)

0 pre r<a
V(z)=< W pre z € (—a,a) , (8.27)
- (1 =W) pre T >a

kde Vi >0aVy > V.
Jej vinové funkcia ¢ () je rieSenim jednorozmernej Schrodingerovej rovnice

[hQ 0?

ﬁgajw@ﬂw@:Ewm : (8.28)

Zaujimajme sa o situdciu, ked’ na takito bariéru (hribky 2a) dopadé zI'ava elektrén s ener-
giou 0 < F < Vj a hl'adajme jeho amplitiidu pravdepodobnosti pretunelovania (¢) a odrazu
() na bariére. RieSenia Schrodingerovej rovnice (8.28) maju v jednotlivych oblastiach ur-
¢enych vo vzt'ahu (8.27) tvar

‘ ) 2mE

Ty (z) = Ay 1% 4 Ay g7 ki = h2
) . 2m(E —

Uo(z) = By ket 4 B, e~ikae by = 1] 27U - Vo) (8.29)
. om (E + (Vi — Vi

Wy(x) = Cy 17 | @:¢ ( ;1 Dy

Ak E < Vp, potom iky = ko = /(2m(Vy — E)) /2.

Z poziadavky spojitosti rieSenia W (x) a jeho derivdcie v bodoch z = +a dostaneme 4
rovnice pre 5 koeficientov Ay, As, B1, By a .

Zo spojitosti U(z) vz = —a vyplyva

Aje M 4 Age™@ = Biemh2a 4 Byeth2a (8.30)
zo spojitosti ¥(z) v bode z = a

Bie*>® 4 Bye k2t = Oyethae (8.31)
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z0 spojitosti derivécie funkcie ¥(x) v bode x = —a
ky (Ale*“fl“ _ AQe“ﬂ“) — iy (Ble*“f?“ _ Bgei’”“) (8.32)
a konecne zo spojitosti derivicie funkcie ¥(z) v bode z = a
ko (Biet>e — Bye™ot) = gy Creton. (8.33)

Z rovnic (8.30), (8.31), (8.32) a (8.33) najprv vylicime koeficienty B; a Bs, potom vy-
jadrime Ay a C len pomocou Aj, aby sme nakoniec dostali amplitidu pravdepodobnosti
transmisie t = C'1 /A areflexie r = Ay /A;.

Postupujeme nasledovne. Najprv rovnicu (8.30) vyndsobime ks a s¢itame s rovnicou (8.32)
a dostaneme

Are™ ™19 (ky + k) + Age™ % (ky — ki) = 2ko Bye” % ; (8.34)
ked’ rovnicu (8.30) vyndsobent ks od (8.32) od¢itame, dostaneme

Are ® 1 (kg — k1) + Age®™1(ky + k1) = 2ko Boet*?4 (8.35)
Potom vynasobime (8.31) faktorom k3 a skombinujeme s (8.33), aZ prideme ku vzt'’ahom

(ko + k3) C1e*3® = 2ko B e'F20 (8.36)

(ky — k3) C1e™3* = 2ky Bye "2 . (8.37)
Dalej vyndsobim (8.36) faktorom exp(—2ikoa) a porovnanim s (8.34) dostaneme
(kg + k3) Creths® e72R20 — A e=1a(ky 4 k) 4 Age®™9(ky — Ky) . (8.38)
Podobne vyndsobime (8.37) faktorom exp(+2ikea) a porovnanim s (8.35) ziskame
(ko — ks) Cretksa et2ik2a — g o= (L — L) 4+ Age™% (kg + k) . (8.39)

Z rovnic (8.38) a (8.39) uz 'ahko uréime t = C/A; ked vylac¢ime A tak, Ze od rovnice
(8.38) vyndsobenej (k2 + ki), od¢itame rovnicu (8.39)) vyndsobent (ko — k).
Amplitida pravdepodobnosti transmisie cez asymetrickd bariéru hribky 2a bude:

Ak kgeialkrtha)

t= : — . 8.40
(ko + Ks) (ha + Fr)e=2820 — (ky — i) (ki — oo 2i0a (8:40)

Rovnako mézeme urit’ r = Ay /A1, ked’ z tych istych rovnic (8.38) a (8.39) vylic¢ime C;.
Rovnicu (8.38) vyndsobime (kg — k3), rovnicu (8.39) vyndsobime (k3 + k3) a od¢itame ich
od seba.

Amplitida pravdepodobnosti reflexie na asymetrickej bariére hribky 2a bude:

ik ka)a (1T ko) (ko — kg)e 220 — (ky — ko) (kg + kg)e >H20
(kl — kg)(k‘g — /{?3)6+2ik2a — (kl + kg)(kz + k3)€_2ik2“ ’

r=e

(8.41)
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V pripade symetrickej (V1 = Vjy) pravouhlej bariéry hribky 2a a vys$ky Vj budd vinové
vektory k; a k3 rovnaké , takZe z (8.40) a (8.41) dostaneme

2k1 k26—2ik1a

t =
2k1 ko cos(2kaa) — i(k3 + k3) sin(2kza)

(8.42)

B (k? — k2) sin(2kza)

N 2ik§1/€2 COS(QICQCL) + (kﬁ% + k%) sin(2k2a) '
Uzitonym teoretickym zjednoduSenim pravouhlej bariéry, ktoré budeme Casto pouzi-

vat’, je delta bariéra. Vyska delta bariéry Vy ide do nekonecna, zatial' Co jej hribka 2a ide

k nule, takZe sucin Uy = 2aVj, ktory charakterizuje silu bariéry, ostdva konsStantny. Vo
formule pre transmisiu (8.42)

r

(8.43)

k. —2ik1a
t = 1? — (8.44)
k1 cos(2kea) — i(ky + k3)a= 2
vyuZzijeme v limite delta bariéry nasledovné vzt ahy:
iky = 2m/h*\/(Vo — E) — oo, zatial' o si¢in iaky — 0,
d’alej:
. sin(2ksa) . )
(iaklgl—@ 2ksa ’ ali% exp( ! 1@)
: 2 U
m . mUo
(KT +k3) = ﬁ(QE*Vo) , teda }LIL]%(k%JFk%)a: — 7z
aZ nakoniec dostaneme " -
1 mUo
kw0 TR (845
Obdobne, z formuly pre reflexiu (8.43)
2 2\ sin(2k2a)
r= alki ~ k) “oar, . (8.46)
iky cos(2kza) + a(k? + kg)SIHQ(,ffja)
dostaneme T
—1
r= bl (8.47)

Vzt'ahy (8.45) a (8.47) pre transmisiu a reflexiu na §-bariére su totozné so vzt’ahmi (3.159)
a (3.160), ktoré sme odvodili metédou rozptylovych matic.

8.5 Dodatok D: Koherentny odpor neusporiadaného 1D vodica
podl’a Landauera

Pomocou vzt'ahu (6.11) I'ahko ziskame vzt ahy

1 1 1+ RiRy+2(R1R)"?cos ¢

t2 ~ 1— Ry (1 — R1)(1 — Ry)

(8.48)
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1—|t* _ R Ri+Ry+2(RiRy)?cos¢
t2 T 1-R (1—Ry)(1 - Ry) ’

(8.49)

kde ¢ = arg(r|r2) + 2ka, Ry = |r1]?, Ry = |r2|? a symbol R; oznatuje celkovy reflexny
koeficient dvoch prekdzok. Urobme nasledovné priradenie:

R; = R, —1 nech je reflexny koeficient n — 1 prekdzok,
Ry = R nech je reflexny koeficient pridanej n-tej prekazky,
R; = R, nech je reflexny koeficient vSetkych n prekdZok.

Rovnice (8.48) a (8.49) prepiSeme pomocou tychto oznaceni a vystredujeme cez ¢ integro-
vanim % fOQW d¢ ... obidvoch stran. Dostaneme

1 1+ RR,_1
— 8.50
— Ry (0-R)(1-Ry)’ (8:50)
a R R+ R
n_ t 1 (8.51)

1-R, (1_R)(1_Rn—l)

Ciel'om je odvodit’ 5 fﬁn ako funkciu R a n. V hlavnom texte sme toto odvodenie zvladli

iba s vyuzitim rovnice (8.50). Landauer vo svojom pionierskom ¢lanku postupoval zloZitej-
$im sposobom, ktory potrebuje rovnicu (8.50) aj rovnicu (8.51). S ohI’adom na historicky
vyznam jeho odvodenia teraz jeho (stru¢ne opisany) postup podrobne prepocitame.
Zavedieme oznacenia
1 1 R, R

xn:ﬁ7 ZE:m’ yn:ﬁa y:ﬁ’ (8.52)

ktoré ndm umoziuju prepisat’ rovnice (8.50) a (8.51) v tvare

Ty = TLn—1 + YYn—1, Yn = YTp—1 + TYn—1. (8.53)

Posledné dve rovnice moZeme prepisat’ v maticovom tvare ako

L, r y Tn—1
_ 8.54
<yn> <y -’L‘) <yn—1> ’ (859

resp. ako
Zn = Azp_1, (8.55)
kde
o = (xn> . A= <“”” y) . (8.56)
Yn y z
Zo vzt'ahu (8.55) plynie
2n = AAzp_o = AAAz,_3="---= A" 12z, (8.57)
kde

2 = <$1) = <x> . (8.58)
y1 Yy
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Rovnica pre vlastné hodnoty A a vlastné vektory ¢ matice A je
AC=X, (= <“1) : (8.59)
Uz
Charakteristicka rovnica pre vlastné hodnoty A je

Det(A — AI) = =(z-N?—¢y*=0. (8.60)

T — A Y
T —A

Vlastné hodnoty su teda A = x £ y. Pre vlastné vektory teda mame

(= At Y w)_ (FL 1 u1
(A= Xi )¢ = ( y . )\i> <u2> =Y ( 1 ¢1> (uz>
()= (). o

1 1
c=c(y). c=c(l)) (5.6

kde C je konstanta. Zvol'me C' = 1. L'ubovolny vektor ({3 ) mdZeme vyjadrit’ ako linedrnu

Teda

kombinéciu vlastnych vektorov ¢, a ¢_. Specidlne

5 = (;”) —a (4 +a (. = <a+ + a‘) . (8.63)

ay —a—

Z toho a+ = mTiy

A v
= Ti, takze

2 = (‘”“) = A" = a AV al AV = ag NG el AT

n

_1ln N N O\
=3 (AP +A¢) = 5 <)\1 _ Aﬁ) . (8.64)
Odtial’ a zo (8.52) dostdvame
R, AXE=X (z4y)"—(z—y)" 17/14+R\n
nE g TL: = = — _— —1 y .
o =1-R, Y 2 2 2[(1—3) } (8.65)

¢o je vysledok totozny s (6.38).

8.6 Dodatok E: Pomocné vypocty k odvodeniu DMPK rovnice

UkaZeme, Ze vzt'ah (6.46) méZeme upravit' na vzt'ah (6.47). Priame integrovanie cez
premennd g2 vedie k znaénym technickym t'azkostiam. Postupujme preto inak. PrepiSme
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(6.46) ako

1 2 1 T 1 1 dt 00 o0
P(g)_%/o d¢..._7r/0 dd)m_w/l(l—ﬁ)l/?/o dgl/o do2

x P1(01) P(02) (0 — 01 — 02 — 20102+ 2[0102(1 + 01) (1 + 02)]"/2 1)

=A =—B
Y A o > 9(B% — A%)6(A — Bt)
—/0 dQl/O dQ2P1(91)P(Q2)/ (1= 7)1 dt
¥ A?
/ d@l/ do2 P1(e1) P(o2) (( A2)1)/2’ (8.66)

kde ¥(x) je skokové funkcia, t.j. ¥(x) = 1 pre x > 0 a ¥(x) = 0 pre x < 0. Argument
B? — A? upravime takto:

B*(01, 02) — A%(0; 01, 02) = 40102(1 + 01)(1 + 02) — (0 — 01 — 02 — 20102)*
= 400102 + 2(0102 + 001 + 002) — (0" + 0} + 03)

Vv
nemeni sa zdmenou Q < Q2

= B*(01,0) — A*(02; 01, 0) = [B(o1,0) — A(02; 01, 0)] [B(o1, 0) + A(02; 01, 0)]
= {2[o10(1 + 01)(1 + 0)]'* = (02 — 01 — 0 — 2010)}
x {2[o10(1+ 01)(1 + 0)]"* + 02 — 01 — 0 — 2010}
= (04 —02)(02 —0-), (8.67)

kde o+ = 0+ o1 + 2001 £ 2[0e1(1 + 0)(1 + 01)]"/2. Pretoze (o1 — 02)(02 — 0-) =
— A% >0, tak o_ < 92 < o,. To umoziuje prepisat’ (8.66) ako
1

Tl(or — 02)(es — o) (8.68)

Plo) = /OOO do1 Pi(o1) /9+ do2 P(02)

/2"
Nakoniec ukaZzme, Ze vzt'ah (8.68) je totoZny so vzt'ahom (6.47). Vyjdime z (6.47):

P(o) = : /07r do /OOO do1 P1(01) P20+ o1 + 2001 + 2[001 (1 + 0)(1 + 01)]"/? cos ¢)

™

= / 71'(1?52)1/2/0 doy 731(@1)7)2(94‘@1 + 2001 +2[Q01(1 +0)(1 +Ql)]1/2t)
_1 -

=02

00 o+ 1
— [ doy P d P(02), (8.69
/0 o Pie) o- ® lor — 02) (02— 012 (e2), (869)

¢o je naozaj to isté ako vzt'ah (8.68).



