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Kapitola 1ÚvodNa kon
i 19. storo£ia preºívala klasi
ká fyzika tvorená newtonovou me
hanikou,termodynamikou a elektrodynamikou obdobie najvä£²ieho rozma
hu. Výsledkyzobe
nené v teoreti
kej fyzike vznikali po£as dlhého obdobia pozorovania azov²eobe
¬ovania javov okolo nás. Autori klasi
kej fyziky boli patri£ne hrdína výsledky získané kon
om storo£ia a nieko©ko nenápadný
h experimentovzameraný
h na objasnenie podstaty svetla a elektri
kého prúdu vo vákuu zoza£iatku nebral nik ve©mi váºne. Podrobnej²ím skúmaním vlastností svetla,rádioaktivity alebo novo objavenej £asti
e elektrón fyzi
i narazili na váºnenedostatky do vtedy tak dokonalej klasi
kej fyziky.Postupným skladaním výsledkov experimentálny
h faktov z mikrosvetavzniká nový druh me
haniky pri ktorej sa energia ²íri v presne ur£ený
hkvantá
h. Práve táto fas
inujú
a vlastnos´ "novej" fyziky dala teórii opisu-jú
ej vlastnosti mikrosveta názov - "Kvantová me
hanika". Dnes je základomteórie tuhý
h látok, polovodi£ov, dielektrík, kovov, kvapalín pri nízky
h teplotá
h,teóriou 
hemi
kej väzby i 
hemi
ký
h reak
ií, základom teórie atómový
hjadier a elementárny
h £astí
. V sú£asnosti je sú£as´ou teoreti
kého zák-ladu mnohý
h te
hni
ký
h dis
iplín, jadrovej energetiky, 
hémie, elektron-iky, mikrovlnej te
hniky, optoelektroniky a laserovej te
hniky, nukleárnejmedi
íny, 
elej palety diagnosti
ký
h metód analýzy ²truktúry i 
hemizmumateriálov a pod.Tento text stru£ne sumarizuje dejiny kvantovej me
haniky a poukazujena jej príbuznos´ s optikou. Cie©om je objasni´ základné pojmy a prin
ípykvantovej me
haniky, ktoré je nevyhnutné pozna´ pre správne 
hápanie javova skuto£ností vyuºívaný
h v te
hni
ký
h dis
iplíná
h vy
hádzajú
i
h najmäz fyziky tuhý
h látok. Autori si nekladú za 
iel podrobne rozobra´ teóriukvantovej me
haniky. Za tým ú£elom bolo napísaný
h mnoºstvo ve©mi kval-itný
h u£ební
 vo v²etký
h svetový
h jazyko
h ako aj v sloven£ine. U£ebnýtext je ur£ený ²tudentom, ktorí budú vyuºíva´ výsledky a prin
ípy kvan-
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tovej me
haniky v te
hni
ký
h apliká
iá
h. Preto sme sa zamerali hlavnena "priamo£iary" pohyb mikroskopi
ký
h £astí
, a i
h interferen
iu s poten-
iálovou bariérou, pretoºe to je hlavná oblas´ apliká
ie kvantovej me
hanikyv mikroelektronike.
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Kapitola 2Dualizmus korpuskulárny
h avlnový
h vlastnostíAnjel m�ºe postupne opú²´a´ miesto, na ktorom bol sk�r, delitelne a tak jehopohyb bude súvislý. M�ºe zárove¬ opusti´ 
elé miesto a objavi´ sa naraz v
elku na druhom mieste, a tak jeho pohyb bude nesúvislý. A tak anjel v jednomokamºiku m�ºe by´ na jednom mieste a v inom okamºiku na inom mieste, beztoho aby bol nejaký £as v mieste prostrednom.(Tomá² Akvinský 1268 )Kon
om 19. storo£ia bola vä£²ina prírodoved
ov presved£ená, ºe pomo
ourozvinutý
h dis
iplín klasi
kej fyziky, predov²etkým teoreti
kej me
haniky,teórie elektromagneti
kého po©a a termodynamiky moºno opísa´ v²etky známefyzikálne deje. �al²í pokrok v teoreti
kej fyzike videli v spres¬ovaní mer-aní a i
h apliká
ie do te
hni
kej praxe. Napriek tomuto presved£eniu, uº vpred
hádzajú
i
h storo£ia
h existovali opti
ké experimenty, ktoré nenápadnebudovali 
estu novej fyzike, ktorá kra©ovala v 20. storo£í.Isaa
 Newton v roku 1666 pomo
ou jednodu
hého skleneného hranolarozloºil slne£né ºiarenie do farebný
h pl�
h, ktoré nazval spektrum. Tietoefekty boli známe aj sk�r, ale Newton ako prvý správne vysvetlil i
h podstatua poloºil tak základy spektroskopie. Josef Fraunhofer - génius experimentu,v roku 1823 zostrojil prvú opti
kú mrieºku, tvorenú sklenenou do²ti£kou sve©kým po£tom vrypov (nieko©ko sto na milimeter) vyrytý
h pomo
ou jem-ného diamantového hrotu. Takto vytvorená opti
ká mrieºka rozkladá slne£nésvetlo podobne ako sklenený hranol, av²ak s moºnos´ou presného ur£enia vl-novej d¨ºky jednotlivý
h zloºiek spektra. Pozorovaním slne£ného ºiareniazistil, ºe vzniknuté spektrum nie je spojité, ale sa skladá z ve©kého po£tuizolovaný
h £iar navzájom oddelený
h tmavými plo
hami. Fraunhofer ne-
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mal po
hopite©ne predstavu o p�vode tmavý
h pl�
h medzi £iarami, a ke¤aj nejakú mal ur£ite sa s ¬ou nepo
hválil, pretoºe vtedaj²ia fyzika svetla, ºi-adne nespojitosti v spektre slne£ného ºiarenia nepripú²´ala. V druhej polovi
i19. storo£ia Johann Jakob Balmer, ²vaj£iarsky stredo²kolský profesor, robilpokusy s vyºarovaním rozhorú£eného plynného vodíku. Vo vidite©nom spek-tre sa ukazovali ²tyri ve©mi presne ohrani£ené £iary, ktoré nazval Hα (jasne£ervená), [A0?℄Hβ (bledo modrá), Hγ (modrá) , Hδ (tmavo modrá). Po-drobným skúmaním 
elého spektra sa na²li ¤al²ie £iary v ultra�alovej (tedavo©ným okom nepozorovate©nej) oblasti. Poloha £iar sa zahus´uje tak, ºe ºi-adna nemá krat²iu vlnovú d¨ºku ako 364,7nm. Tejto hodnote hovoríme hranasérie. Polohu £iar vo vidite©nej oblasti aj ultra�alovej oblasti moºno vidie´na obrázku 2.1.
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Obr. 2.1: Poloha jednotlivý
h £iar v spektre Balmerovej série. Vo vidite©nejoblasti spektra sa na
hádzaju £iary Hα − Hδ . Spektrálne £iary na ©avo od
Hδ sa na
hádzajú v ultra�alovej oblasti a boli pozorované nesk�r.V roku 1885 sa Balmerovi podaril nájs´ vz´ah, ktorý ve©mi presne popisujepolohy £iar v spektre vodíkového plynu. Pod©a tohoto vz´ahu sa obrátené vl-nové d¨ºky (vlno£ty) prislú
hajú
e jednotlivým £iaram spektra, v Balmerovejsérii, dajú jednodu
ho vypo£íta´:

1

λ
= R∞(

1

22
− 1

n2
) (2.1)kde: n1 = 3,4,5,6 ....Jasne £ervenej £iare Hα [A0?℄ s vlnovou d¨ºkou λ=656,28nm zodpovedán1=3, bledo modrej £iare Hβ s vlnovou d¨ºkou λ=486,13nm zodpovedá n1=4a tak ¤alej. Kon²tanta R∞ sa nazýva Rydbergova kon²tanta ktorej experi-mentálne zistená hodnota je 1096,77 m-1. Krátko po uverejnení Balmerovhovzor
a na výpo£et vlnový
h d¨ºok na²iel Lyman podobnú sériu v ¤alekej ul-tra�alovej oblasti. �al²ie série boli objavené v infra£ervenej oblasti. Spolo£ným
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znakom pol�h spektrálny
h £iar je ºe zodpovedajú
e vlnové d¨ºky sú ur£enézobe
neným Balmerovym vz´ahom:
1

λ
= R∞(

1

n2
2
− 1

n1
2
) (2.2)kde n2=1 zodpovedá Lymanovej sérii, n2=2 zodpovedá Balmerovej sérii(tvar p�vodne objaveného Balmeroveho vz´ahu), n2=3 zodpovedá Pas
hen-ovej sérii a n2=4 zodpovedá Bra
kettovej sérii. Pre kaºdú objavenú sériu sa n1pohybuje od n2+1 (prvá £iara) aº do nekone£na (hrana série). Aj ke¤ sa tietovýsledky nedali interpretova´ pomo
ou klasi
kej teórie elektromagneti
kéhoºiarenia, nevzbudili z po£iatku ve©kú pozornos´. Na skuto£nú katastrofu sibolo treba e²te nieko©ko rokov po£ka´. Ako v²etky revolú
ie, aj táto sa za£alanenápadne.Roku 1860 Gustav Robert Kir
hho� postuloval zákon, pod©a ktoréhopomer spektrálnej hustoty energie ºiarenia nezávisí od druhu ºiarenia. (Jednodu-
ho povedané ak niektoré teleso pri teplote T via
 ºiarenia vyºaruje po-tom aj via
 ºiarenie pohl
uje.) Roku 1879 Josef Stefan uverejnil výsledkyexperimentov, pod©a ktorý
h intenzita ºiarenia z povr
hu r�zny
h telies jeúmerná ²tvrtej mo
nine rozdielu tepl�t. Roku 1884 Ludwig Boltzmann teo-reti
ky zd�vodnil tento výsledok aj pre absolútne £ierne teleso pouºitím kla-si
kej Maxwellovej teórie elektromagneti
kého po©a. Posledný krok v kla-si
kej teórii vyºarovania urobil Wilhelm Wien v roku 1893, ke¤ pouºitímteórie rovnováºnej termodynamiky odvodil vz´ah medzi teplotou T a vlnovoud¨ºkou pri ktorej sa vyºaruje maximum energie. Pod©a tohto vz´ahu platímedzi veli£inami jednodu
há relá
ia:

λT = b (2.3)kde b je univerzálna kon²tanta, ktorú moºno ju experimentálne ur£i´ (b =2,897 x 10-3mK). Aº sem vyzeralo v²etko v úplnom poriadku £o len potvrd-zovalo my²lienku skon£enia pokroku vo fyzike.Okolo roku 1890 sa podujala dvoji
a experimentátorov Lummer a Pring-sheim v sérii ve©mi presný
h experimentov potvrdi´ správnos´ klasi
kej fyzikyv oblasti vyºarovania. Za tým ú£elom vyrobili absolútne £ierne teleso (vyºarujelen vlastné svetlo) tak, ºe povr
h nahradili dutinou v tmavom materiály.V ²irokom intervale tepl�t merali spektrálnu hustotu vyºarovania energie zdutiny - teda aké mnoºstvo energie sa vyºiari v intervale vlnový
h d¨ºok(λ,λ+∆λ>). Experimentálne údaje ukázali, ºe tvar vyºarova
ej krivky závisílen od teploty. Na obrázku 2.2. sú nakreslené vyºarova
ie krivky pre dver�zne teploty absolútne £ierneho telesa.
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Obr. 2.2: Výsledky experimentálneho merania spektrálnej závislosti vyºarova-nia absolútne £ierneho telesa pre jednu teplotu - plná £iara. Preru²ovaná £iarapredstavuje teoreti
kú aproximá
iu pod©a Wiena (v©avo od maxima) a pod©aRayleigho (vpravo od maxima).Wien pokúsil vysvetli´ výsledok Lummer-Pringsheimovho experimentupouºitím klasi
kej teórie termodynamiky, v tom období ve©mi v²eobe
néhozákona fyziky. Pouºitím konkrétny
h termodynami
ký
h predstáv sa mu po-darilo odvodi´ vz´ah, ktorý ve©mi presne aproximoval výsledky experimentuv krátkovlnnej (ultra�alovej oblasti) oblasti. V oblasti experimentálneho(kone£ného) maxima hustoty vyºarovania v²ak predpovedal nekone£ne ve©kuhustotu vyºiarenej energie. Iné vysvetlenie ponúkol John William Strutt LordRayleigh, ktorý predpokladal, ºe ºiarenie £ierneho telesa sa dá opísa´ akostojaté vlnenie v uzavretej dutine. Pouºijú
 takýto model ur£il, aký po£etr�zny
h v¨n pripadne na interval vlnový
h d¨ºok λ,λ+∆λ> a kaºdej priradilpod©a prin
ípov ²tatisti
kej fyziky, vypra
ovanej Boltzmannom, energiu jeBoltzmannova kon²tanta. Takto ve©mi dobre aproximoval výsledky exper-imentu pre dlhovlnné priblíºenie. Rovnako ako v pred
hádzajú
om modeli,v oblasti kone£ného maxima hustoty vyºarovania, predpovedaná hustota di-vergovala do nekone£na. Okolo roku 1900 sa preto fyzi
i za£ali zamý²©a´, £iskuto£ne je v klasi
kej teoreti
kej fyzike v²etko v poriadku. V tejto súvislostiza£ali niektorí hovori´ o ultra�alovej katastrofe.Na zasadnutí Neme
kej fyzikálnej spolo£nosti, ktoré sa konalo 14. de
em-bra 1900, (iba nieko©ko dní pred kon
om 19. storo£ia) odznela predná²ka
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Max Plan
ka na tému "Radia£né vyºarovanie £ierneho telesa" na ktorejprvýkrát verejne postuloval vyºarova
í zákon a vyslovil predpoklad (na túdobu nepo
hybne nesmierne odváºny), ºe energia existuje v nespojitej formea ²íri sa vo forme izolovaný
h kvant energie. Na svoje tvrdenie mal v²ak ve©misilný argument. Ke¤ pouºil "kvantovanie energie" pri výpo£te spektrálnehorozdelenia hustoty vyºarovania absolútne £ierneho telesa, dospel k výbornejzhode s experimentom v 
elom vyºarova
om spektre, £o sa do tej dobynikomu nepodarilo. Zárove¬ ukázal, ºe zhodu s experimentom moºno dosiah-nu´, len ak "nastavíme " hodnotu jedného kvanta energie na ur£itú hodnotu.Tá je sí
e malá, ale presne ur£ená z experimentu a po mnohý
h spresneni-a
h (nie ve©mi podstatný
h - v roku 1900 jej hodnotu Max Plan
k ur£ilna 6,55x10-27erg.s = 6,55x10-34J.s) ju dnes de�nujeme:
h = 6, 62606.10−34Js (2.4)Túto kon²tantu voláme Plan
kova kon²tanta a tvorí fundamentálnu kon²-tantu pouºívanú vo fyzike.Kon
om 19. storo£ia Heinri
h Herz objavil efekt, pri ktorom sa v d�sledkudopadu svetla na povr
h kovovej do²ti£ky emitujú elektróny. Herz tentojav nazval fotoefekt, nesk�r pribudol prívlastok vonkaj²í fotoefekt, aby saodlí²il od podobného javu v polovodi£o
h. Ve©mi starostlivým premeria-vaním vonkaj²ieho fotoefektu sa ukázalo, ºe existuje istá hrani£ná frekven-
ia (farba) dopadajú
eho svetla, pod ktorou uº efekt uvo©¬ovania elek-trónov nenastáva. Hrani£ná frekven
ia závisí od druhu osvet©ovaného mater-iálu. Ke¤ sa na osvetlenie povr
hu kovovej do²ti£ky pouºije svetlo vy²²ejfrekven
ie, ako je hrani£ná potom rozdelenie energie vyletujú
i
h elektrónovzávisí len od vlnovej d¨ºky pouºitého svetla a nezávisí od intenzity svetla. Pod©aklasi
kej teórie elektromagneti
kého po©a (James Clerk Maxwell - 1855) svetlointeraguje so v²etkými elektrónmi na povr
hu ako spojitá vlna a podmienkyhrani£ného stavu musia závisie´ od intenzity a nie od frekven
ie - teda vúplnom rozpore s pozorovaním. Treba poznamena´, ºe v iný
h experimen-to
h klasi
ká teória elektromagneti
kého po©a ukazuje výbornú zhodu s ex-perimentom.Vysvetlenie tohto javu podal Albert Eistein v roku 1905 pomo
ou Plan
k-ovej hypotézy o kvantovaní energie. Pod©a Einsteinovej predstavy energiadopadajú
eho ºiarenia je priamoúmerná frekven
ii:

E = hν (2.5)kde h je Plan
kova kon²tanta a ν je frekven
ia dopadajú
eho ºiarenia.Energiu vyletujú
i
h elektrónov treba zmen²i´ o energiu A potrebnú na uvol-
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nenie elektrónu z povr
hu kovu (výstupná prá
a ). Kineti
ká energia vyle-tujú
i
h elektrónov je potom rovná
Ek = hν − A (2.6)Ak je frekven
ia dopadajú
eho ºiarenia men²ia ako hrani£ná, potom jeenergia ºiarenie men²ia ako výstupná prá
a a elektróny nedokáºu opusti´povr
h kovu. Význam vysvetlenia fotoelektri
kého javu je v poznaní, ºe elek-tromagneti
ké po©e sa ²íri v kvantá
h (fotóno
h) a ºe tieto kvantá sú 
harak-terizované energiou. V roku 1921 bola Albertovi Einsteinovi za toto vysvetle-nie udelená Nobelova 
ena - nie za teóriu relativity, ako sa niekedy 
hybneuvádza.V roku 1920 Arthur Holly Compton v sérii ve©mi presný
h experimentovs rozptylom röntgenového ºiarenia na kry²tále zistil, ºe rozptýlené ºiarenieje absorbované via
 ako by malo by´ pod©a klasi
ký
h predstáv. Na vysvetle-nie tohto javu si Compton urobil pra
ovnú hypotézu, ºe rozptýlené ºiareniemá vä£²iu vlnovú d¨ºku ako ºiarenie dopadajú
e. Táto hypotéza protire£ilateórii pod©a ktorej sa pri rozptyle vlnová d¨ºka ºiarenia nemení. Comptonsa neuspokojil s pra
ovnou hypotézou, a ani ju nemohol ve©mi propagova´vzh©adom na protire£enie s teóriou. Najsk�r sa pokú²al uvies´ do súladuvýsledky experimentu s teóriou aplikovanímDopplerovho efektu. Jednodu
hývýpo£et v²ak ukázal, ºe v takomto prípade bý sa museli elektróny pri rozptylekolektívne pohybovat jedným smerom polovi£nou rý
hlos´ou svetla. Tým bysa indukovali obrovské prúdy, ktoré by kry²tál roztavili. To sa samozrejmenepozorovalo. Na základe vysvetlenia vonkaj²ieho fotoefektu, pri²iel Comp-ton na my²lienku, ºe jednotlivý fotón pri
hádzajú
eho ºiarenia interagujepráve s jedným elektrónom v rozptylujú
om kry²tále. Potom uº len aplikovalzákony za
hovania energie a hybnosti a dostal výbornú zhodu s experimen-tom. V d�sledku tejto my²lienky priradil fotónu popri energii aj hybnos´. Vroku 1927 bola priekopní
ka my²lienka Arthura H. Comptona o
enená No-belovou 
enou. Tak po roko
h tápania medzi vlnovou a £asti
ovou podstatousvetla bolo uzavreté, ºe pravdu majú obe strany - fotón je "£asti
a" aj "vlna"zárove¬. Táto pozoruhodná vlastnos´ vlno-£asti
e v budú
nosti zkomplikujeodvodenie pohybovej rovni
e a zavedie do fyziky "nenázornos´". Ale to jeuº iné rozprávanie.
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Kapitola 3Pohybová rovni
a vlno-£asti
eV roku 1897 uverejnil Joseph John Thomson výsledky experimentov z ktorý
hvyplývala existen
ia ve©mi ©ahkej £asti
e nesú
ej elektri
ký náboj. Paradoxnemeno pre túto £asti
u uº existovalo, pretoºe v roku 1891 Johnstone Stoneynavrhol pre elementárny nosi£ náboja v elektri
kom prúde meno elektrón.J.J.Thomson bol na svoj objav (za ktorý v roku 1906 dostal Nobelovu 
enu)právom hrdý. V neskor²í
h prá
a
h sa preto pokú²al umiestni´ novo objavenú£asti
u - elektrón do iný
h modelov. Ve©mi úspe²ným bol v tom £ase "jeho"model atómu, ako najmen²ej stavebnej £asti
i sveta. Pod©a tohto modeluje kladný náboj rovnomerne rozdelený v objeme gule s polomerom rádovo10-10m. Elektróny volne plávajú v objeme gule ako hrozienka v pudingu tak,aby 
elkový náboj atómu bol neutrálny. Aj ke¤ prvotná my²lienka patrílordovi Kelvinovi, model sa úspe²ným stal práve v¤aka objavu elektrónu apopularite J.J.Tomsona. Dnes, moºno tro²ku neprávom, hovoríme o Thom-sonovom modeli.V období rokov 1906 aº 1908 vykonali mladí fyzi
i Hans Geiger a ErnestMarsden pod vedením Ernsta Rutherforda (Rutherford sa preslávil e²te raz,ke¤ sa stal starým ot
om rovnako slávnej spevá£ky Olivia Newton John-ovej) pokusy s rozptylom α -£astí
 na tenkej zlatej fólii. Cie©om pokusov bolopotvrdi´ (alebo sná¤ aj vyvráti´) pravdivos´ Thomsonovho modelu atómu. Vrám
i predpokladov Thomsonovho modelu, experimentátori o£akávali malérozptylové uhly. Na ve©ké prekvapenie, mnohé z dopadajú
i
h α -£astí
 daodráºali spä´. Po roko
h prekvapenie experimentátorov popísal Rutherfordna jednej predná²ke takto. "Efekt odrazenia α £asti
e na atóme kon²truo-vanom na základe Thomsonovho modelu bol asi tak pravdepodobný, ako ºesa podarí za
hyti´ granát vystrelený z 15-pal
ového (asi 45 
entimetrov) lod-ného dela na tenkom 
igaretovom papieriku. Napriek tomu sme ten efektpozorovali." Rutherfordovi trvalo e²te asi jeden a pol roku, aby pri²iel tejzáhade na kore¬. Na zlatú nedelu v roku 1910 pozval Rutherford a jeho
10



manºelka na ve£eru nieko©ko kolegov, aby im oznámil: "Teraz uº viem akovyzerá atóm." Na ve£eri sa dozvedeli, ºe výsledok experimentu moºno inter-pretova´ len v tom prípade ak je kladné, tvrdé ale ve©mi malé jadro umiestnév strede atómu a elektróny sa pohybujú okolo. O kruhový
h dráha
h sa e²tenehovorilo. Vyplýval z toho neuverite©ný záver, ºe hmota okolo nás je neu-verite©ne prázdna.Za£iatkom roku 1913 nav²tívil Nielsa Bohra vo fyzikálnom ústave Ko-danskej univerzity dávny priate© zo ²túdií Hans Márius Hansen. Tento 
h
elso svojim spoluºiakom prediskutova´ problém izolovaný
h £iar vo vyºarova
í
hspektrá
h jednotlivý
h látok. Od pioniersky
h £ias Balmerový
h pokusov,pokro£ila dopredu experimentálna te
hnika, nik v²ak nemal ani potu
hy akotie £iary vznikajú. Niels Bohr sa po nieko©ko rokov zamý²©al na tým, akosa pohybujú atómy okolo jadra v Rutherfordovom modeli. Jeho hypotéza vktorej predpokladal, ºe elektróny sa pohybujú po uzavretý
h dráha
h beztoho, aby vyºarovali svoju energiu vo forme elektromagneti
kého ºiarenia,naráºala na ned�veru, pretoºe odporovala teórii elektromagneti
kého ºiare-nia. Ke¤ Hans Márius Hansen vytiahol Balmerov vz´ah, bolo Bohrovi zrazuv²etko jasné. Bolo to ako ke¤ kamienky v sklada£ke zapadnú na správnemiesto a v hlave sa vynorí správny obraz. Jednotlivé £iary vo vyºarova
í
hspektrá
h vznikajú pri pre
hode elektrónov z jednej hladiny na druhú. Naobrázku 3.1. sú znázornené pre
hody pre jednotlivé série v prípade vodíku.Teraz uº mohol Bohr de�nova´ svoje postuláty a pomo
ou ni
h vysvetli´podstatu £iar v emisný
h spektrá
h.Bohrove postuláty1.Elektróny sa pohybujú okolo kladne nabitého jadra po stabil-ný
h kruhový
h dráha
h.Z podmienky stability atómu musí plati´, predpoklad za
hovania 
elkovejenergie, ktorá sa rozde©uje na kineti
kú energiu K a poten
iálnu energiu U:
H = K + U (3.1)kde pre kineti
kú energiu pohybujú
eho sa telesa hmotnosti m (v tomtoprípade elektrónu) platí:
K =

1

2
mv (3.2)ak predpokladáme, ºe elektrón sa pohybuje v 
oulombi
kom poli kladnenabitého jadra po kruºni
i polomeru r, pre poten
iálnu energiu dostaneme:

U = −ke
2

r
(3.3)
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Obr. 3.1: Dovolené pre
hody medzi jednotlivými hladinami v atóme vodíku.Vlnové d¨ºky jednotlivý
h £iar ve©mi presne popisuje zobe
nený Balmerovvz´ah.kde k je kon²tanta. Prí´aºlivá 
oulombi
ká sila f 
 medzi jadrom a elek-trónom musí by´ kompenzovaná odstredivou silou f o rovnakej ve©kosti:
fc = fo (3.4)po dosadení:

k
e2

r2
=
mv2

r
(3.5)a po úprave:

k
e2

2r
=

1

2
mv2 (3.6)Teda z podmienky stability atómu dostaneme pre kineti
kú energiu:

K = k
e2

2r
(3.7)A pre 
elkovú (väzobnú) energiu:
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E = −k e
2

2r
(3.8)ktorá je záporná £o zaru£uje stabilitu atómu a dokazuje platnos´ prvéhopostulátu.2. Pri pohybe elektrónu okolo jadra sú dovolené len niektorédráhy. Mimo ni
h sa elektrón nem�ºe vyskytova´.Kaºdej dovolenej dráhe zodpovedá moment hybnosti L=mvr, ktorý nadobúdadiskrétne (kvantované) hodnoty:

mvnrn = n
h

2π
(3.9)kde n=1,2,3,....., h je Plan
kova kon²tanta, r n sú dovolené polomeryorbitálny
h dráh. Energeti
ká "vzdialenos´" medzi dvomi dovolenými or-bitálnymi dráhami je h/2 π. Ke¤ºe tento podiel Plan
kovej kon²tanty a dvo-jnásobku π sa bude £asto vyskytova´, zavedieme nové ozna£enie:

~ =
h

2π
(3.10)Vo z´ahu (3.9) vystupujú dve neznáme veli£iny rn a vn, ktoré spolu súvisia.Aby sme dokázali ur£i´ polomery dovolený
h dráh, musíme eliminova´ rý
hlos´:

m2v2nr
2
n = n2

~
2 (3.11)z rovnosti 
oulombi
kej a odstredivej sily (rovni
a 3.4) dostaneme:

v2n = k
e2

rnm
(3.12)Po dosadení do predposledného vz´ahu dostaneme:

rn =
n2
~
2

ke2m
(3.13)kde n=1,2,3,..... a nazývame i
h hlavné kvantové £ísla. Vidie´, ºe srastú
im hlavným kvantovým £íslom sa polomer dovolenej orbitálnej dráhyzvä£²uje kvadrati
ky. Najmen²í polomer, ktorý je v stabilnom atóme dov-olený, vypo£ítame, ak poloºíme n=1 a tento polomer ozna£íme ako ao:

a0 =
~
2

ke2m
(3.14)Po dosadení £íselný
h hodn�t dostaneme, ºe:
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a0 = 0.529× 10−10m (3.15)tento polomer nazývame Bohrov polomer. Hodnota Bohrovho polomerusa zdá by´ ve©mi malá, av²ak porovnaná k polomeru atómového jadra (�10-15m)je obrovská. Aby sme získali predstavu o ve©kosti rozdielu medzi polomeromjadra a polomerom prvej dráhy, predpokladajme "giganti
ký" model atómus jadrom o polomere 1 
m. V takomto modeli by sme museli umiestni´ elek-trón na prvú dráhu vo vzdialenosti 100 metrov. Skuto£ne sa takto naplnilpredpoklad Ernsta Rutherforda o prázdnosti hmoty okolo nás.Pomerne jednodu
ho vyjadríme energiu elektrónu a n-tej dráhe pouºi-jú
 pred
hádzajú
e vz´ahy (3.8) a (3.13):
En = −k

2e4m

2n2~2
(3.16)3. Pri pre
hode z energeti
ky vy²²ej hladiny na energeti
kyniº²iu hladinu sa rozdiel energie vyºiari vo forme elektromagnet-i
kého ºiarenia, frekven
ia ktorého je daná vz´ahom:

hν = Ei − Ej (3.17)kde: ν je frekven
ia vyºiarenej elektromagneti
kej vlny, a E jsú energie hladín. Pri pre
hode z energeti
ky niº²ej hladiny naenergeti
ky vy²²iu hladinu sa rozdiel energie absorbuje vo formeelektromagneti
kého ºiarenia zodpovedajú
ej frekven
ie.Po dosadení do rovni
e ( 3.17) z rovní
 (3.16) a (3.14) dostaneme:
hν = − ke2

2a0n
2
i

− (− ke2

2a0n
2
j

) (3.18)alebo po malej úprave:
ν =

ke2

2a0h
(
1

n2
j

− 1

n2
i

) (3.19)Ke¤ºe poloha spektrálny
h £iar sa udáva vo vlnovej d¨ºke (nie vo frekven
ii),posledný vz´ah prepí²eme do tvaru pre vlnovú d¨ºku (pouºili sme pri tomvz´ah λ ) :
1

λ
= RH(

1

n2
j

− 1

n2
i

) (3.20)kde sme ozna£ili:
14



RH =
ke2

2a0hc
(3.21)Po dosadení £íselný
h hodn�t do vz´ahu (3.21) dostaneme:

RH = 1097.3731m−1 (3.22)Vypo£ítaná kon²tanta R H zodpovedá experimentálnej Rydbergovej kon²-tante R ∞ vystupujú
ej v Balmerovom vz´ahu. Zlep²enie výsledku moºnodosiahnu´ ak uvaºujeme o atóme ako sústave dvo
h hmotný
h telies, ktoréobiehajú okolo spolo£ného ´aºiska. Vo vz´ahu (2.14) pre výpo£et Bohrovhopolomeru potom namiesto hmotnosti elektrónu m bude vystupova´ reduko-vaná hmotnos´ µ :
µ =

mmp

m+mp
(3.23)kde mp je hmotnos´ protónu. Zavedenie tejto malej korek
ie umoºnilozlep²i´ súhlas medzi teóriou a experimentom, tak ºe vzájomná od
hýlka jev medzia
h experimentálny
h 
hýb pouºitý
h kon²tánt a vlastného mera-nia. Výborný súhlas experimentu s teóriou bol triumf bohrovej teórie aznamenal vstup do novej me
haniky.Apliká
ie tro
h postulátov Nielsa Bohra priniesli významné výsledky prevysvetlenie vodíkový
h emisný
h spektier. Táto teória v²ak nebola s
hopnávysvetli´ polohu £iar v emisný
h spektrá
h héliový
h a zloºitej²í
h atómov.V¤aka tomu, aj napriek nepo
hybným úspe
hom, mala táto teória v roko
h1913 - 1926 mnohý
h odpor
ov. Hlavným argumentom bol neoby£ajne vysokýpo£et postulátov - tvrdení bez d�kazu. Hlavne prvý postulát o dovolený
hdráha
h vyvolával po
hybnosti. Zdalo sa, ºe tieto postuláty moºno odvodi´z e²te elementárnej²í
h prin
ípov.V roku 1923 mladý fyzik Louis de Broglie vyslovil revolu£nú my²lienku.Ak je pravda, ºe elektromagneti
ké vlnenie sa prejavuje duálnym 
harak-terom (teda fotón je zárove¬ vlna aj £asti
a), potom podobný efekt moºnopredpoklada´ aj pre hmotné telesá. Ak teda pripustíme, ºe elektrón mápodobné duálne vlastnosti, ako fotón, pri svojom pohybe okolo jadra sa ²írivo forme vlny, podstata ktorej de Brogiemu zostávala utajená. Na to aby ne-do
hádzalo k interferen£ným javom a následnému zániku vlno-£asti
e, musísa na obvod orbitálnej dráhy "zmesti´" 
elistvý po£et v¨n, ako je to s
hemat-i
ky nazna£ené na obrázku 3.2. Nutnou podmienkou sta
ionárneho n-téhoorbitu s polomerom rnje:

2πrn = nλ (3.24)
15



kde: λ je vlnová d¨ºka hypoteti
kej vlny, prislú
hajú
ej obiehajú
emu elek-trónu.

Obr. 3.2: S
hémati
ké znázornenie stojatej vlny na sta
ionárnom orbitálivodíkového atómu.V prípade, ºe vlna má vlastnosti fotónu, tak energiu na stabilnom orbitemoºno vyjadri´ nasledovne (pomo
ou Einsteinovej teórie vonkaj²ieho fotoe-fektu):
E = hν (3.25)alebo tieº pouºijú
 závery Einsteinovej ²pe
iálnej teórie relativity:
E = mc2 (3.26)Spojením posledný
h dvo
h rovní
 dostaneme:
hν = mc2 (3.27)Po malej úprave dostaneme:
c

ν
=

h

mc
(3.28)Ak uváºime, ºe relativisti
ká hybnos´ p=m
 a λ=
/f dostaneme funda-mentálny (základný) vz´ah medzi vlnovou d¨ºkou a hybnos´ou £asti
e:

λ =
h

p
(3.29)
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Ak za λ dosadíme podmienku pre stabilnú orbitálnu dráhu (3.24), potomdostaneme:
mνrn =

nh

2π
(3.30)£o nie je ni£ iné ako záhadný vz´ah vystupujú
i v druhom Bohrovompostuláte. Takto na základe neoby£ajnej my²lienky Louse de Broglieho bolomoºné vysvetli´, pre£o sa elektróny pri pohybe okolo jadra pohybujú len popresne vymedzený
h dráha
h."Nová me
hanika" ktorá tak výborne poslúºila pri vysvetlení exper-imentálny
h výsledkov získaný
h kon
om 19. storo£ia, priniesla zárove¬neprekonate©né problémy pri formulovaní pohybovej rovni
e. Kvantovo-me
hani
kápohybová rovni
a musela totiº v sebe spája´ vlnové a sú£astne aj korpuskulárnevlastnosti mikroskopi
ký
h £astí
. V roku 1923 sa Erwin S
hödinger pokúsilspoji´ vlnové vlastnosti (popísané vlnovou rovni
ou):

∂2u(x, t)

∂x2
=

1

v2
∂2u(x, t)

∂t2
(3.31)kde: u(x,t) je funk
ia popisujú
a vlnenie v jednom rozmere a £ase (naprík-lad vý
hylku) a v je rý
hlos´ vlnenia, a pohyb korpuskulárnej £asti
e (popísanéhamiltonovou rovni
ou):

E =
p2

2m
+ U (3.32)kde: E je 
elková energia, p je hybnos´ a U je poten
iálna energia, dojednej univerzálnej rovni
e. Z poslednej rovni
e, po úprave, dostaneme prehybnos´:

p =
√

2m(E − U) (3.33)Za predpokladu, ºe platí de Broglieho hypotéza o priradení vlny pohy-bujú
ej sa £asti
i, pouºijú
 vz´ah (3.29), moºno pre zodpovedajú
u vlnovúd¨ºku λ písa´:
λ = h

√

2m(E − U) (3.34)Po malej úprave dostaneme:
v2

λ2
=

2mv2(E − U)

h2
(3.35)Vlnovú rovni
u, p�vodne priestorovo-£asovú rovni
u moºno, pomo
ousubstitú
ie:
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u(x, t) = w(x) exp(−iωt) (3.36)(kde: ω=2πf a nazýva sa kruhová frekven
ia), rozdeli´ na priestorovú a£asovú zloºku, (treba starostlivo urobi´ derivá
iu pod©a £asu a dosadi´) takºedostaneme oby£ajnú diferen
iálnu rovni
u:
d2w(x)

dx2
+
ω2

v2
w(x) = 0 (3.37)Ak v poslednej rovni
i upravíme podiel ω2/v 2 pomo
ou vz´ahu ω=2πf ap=h/λ dostaneme:

d2w(x)

dx2
+
p2

~2
w(x) = 0 (3.38)Po dosadení za hybnos´ z rovni
e (3.33) dostaneme:

d2w(x)

dx2
+

1

~2
2m(E − U)w(x) = 0 (3.39)Po malej úprave a zamenením w(x) za ϕ(x), pretoºe tak oby£ajne ozna£u-jeme amplitúdu hmotnej vlny dostaneme:

(

− ~
2

2m

d2

dx2
+ U(x)

)

ϕ(x) = Eϕ(x) (3.40)Výraz v zátvorke nazývame Hamiltonov operátor a ozna£ujeme Ĥ. Roz²írenie rovni
e na tri rozmery nerobí ºiadne prin
ipiálne ´aºkosti.V uvedenej rovni
i nevystupuje £as, ktorý sme vylú£ili pouºitím substitú
ie(2.35). Rie²ením bez£asovej rovni
e dostaneme iba sta
ionárne rie²enia. Po-hybovú rovni
u dostaneme po dosadení substitú
ie a zamenením u(x,t) za
ψ(x,t):

i~
∂Ψ(x, t)

∂t
= (− ~

2

2m

∂2

∂2
+ U(x, t))Ψ(x, t) (3.41)Táto rovni
a v sebe spája vlnovú a klasi
kú pohybovú rovni
u a dnesju nazývame S
hrödingerova rovni
a na po£es´ Ervina S
hrödingera. Pre za-
hovanie histori
kej objektivity treba poznamena´, ºe nezávisle na S
hrödingeroviodvodil podobnú rovni
u Werner Heisenberg.
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Kapitola 4Poloha a hybnos´kvantovo-me
hani
kej £asti
eKe¤ sa Ervinovi S
hödingerovi podarilo odvodi´ pohybovú rovni
u, ktorádokázala spoji´ vlnové a korpuskulárne vlastnosti mikro£asti
e, od²tartovalasa tým diskusia ako súvisí makrosvet, v ktorom ºijeme a pozorujeme ho,s nehmatate©ným a do istej miery abstraktným mikrosvetom vlno-£astí
.Bolo sa treba opýta´ kde je hrani
a medzi mikrosvetom a makrosvetom a£i je v�be
 moºné nahliadnu´ za hrani
e kvantového mikrosveta. V roku1926 sa pokúsil Werner Heisenberg (vtedy len 25 ro£ný fyzik) na zák-lade poznatkov z kvantovej teórie interpretova´ pozorovanie mikrosveta. Vmy²lienkovom experimente pouºil nesmierne výkonný mikroskop, ktorý jes
hopný pozorova´ jednotlivé elektróny. Na to aby to bolo moºné musí po-zorovate©, v súlade s klasi
kou fyzikou makrosveta, pozna´ polohu a hyb-nos´ pozorovaného objektu. To sa dá urobi´ tak, ºe pozorovate© vy²le k skú-manému objektu "sondu", ktorá sprostredkuje informá
iu o pozorovanomobjekte z mikrosveta. Sonda, na to aby bola s
hopná poºadovanú informá
iusprostredkova´, musí ma´ podobné rozmery ako skúmaný objekt.V prípade elektrónu treba pouºi´ kvantum elektromagneti
kého ºiare-nia - fotón, ktorý je "dostato£ne zaostrený", aby pozorovate© bol s
hopnýur£i´ polohu. Ne
h je teda pouºitý fotón lokalizovaný v smere pohybu naúse£ke d¨ºky ∆x. Takáto lokalizá
ia sa dá vytvori´ len pomo
ou vhodneskon²truovanej interferen
ie rovinný
h v¨n. To je d�vod, pre£o lokalizovanejvlne hovoríme vlnový balík. Lokalizá
ia na úse£ke d¨ºky ∆x , znamená, ºeamplitúda vlny (ako nesk�r uvidíme ide o komplexnú vlnu) mimo úse£ky jenulová. Teda interferen
ia musí by´ taká, aby sa jednotlivé vlny mimo inter-valu (-∆x/2,∆x/2) navzájom zru²ili. Aby to bolo moºné musia sa vo vlnovombalíku vyskytova´ vlny s d¨ºkami λ [A0?℄a λ´ takými, ºe sú v protifáze (ru²iasa) pri okraji balíka a v strede balíka sú vo fáze (zosilujú sa). Ak teda na
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interval ∆x/2 pripadne n periód s vlnovou d¨ºkou λ [A0?℄a n+1 periód svlnovou d¨ºkou λ´ £o moºno zapísa´ nasledovne:
△x
2

= nλ (4.1)
△x
2

= (n + 1)λ′ (4.2)Od£ítaním obo
h rovní
 a po vynásobení 4π dostaneme:
△x

(

2π

λ′
− 2π

λ

)

= 2π (4.3)alebo ak uváºime, ºe vlno£et (po£et periód na jednotku d¨ºky) k=2π/λ[A0?℄posledný vz´ah moºno prepísa´:
△x△k = 2π (4.4)kde ∆k=(1/k´)-(1/k) a ozna£uje rozsah intervalu frekven
ií rovinný
hv¨n, potrebný
h na vytvorenie poºadovaného vlnového balíka lokalizovanéhona intervale ∆x .Z poslednej rovni
e vidno, ºe so skra
ovaním vzdialenosti ∆x na ktorej jevlnový balík lokalizovaný, narastá po£et potrebný
h frekven
ií. Pozorovate©pri pozorovaní polohy, sa bude snaºi´ zlep²ova´ meranie polohy mikroskopi
k-ého objektu tak, ºe bude zaostrova´ (teda lokalizova´) vysielaný vlnový balík. Takm�ºe v podstate dosiahnu´ neobmedzenú presnos´ v ur£ení polohy. Ak sapozorovate© rozhodne zmera´ aj rý
hlos´ £asti
e, musí pouºi´ dva vlnovébalíky vyslané tesne za sebou aby priniesli informá
iu o polohe £asti
e v £aset a t+∆t. Pod©a klasi
kej formule:

v =
x(t +△t)− x(t)

△t (4.5)kde v je rý
hlos´ £asti
e, ur£í rý
hlos´ £asti
e. Aby presne lokalizovalpolohu v potrebný
h dvo
h bodo
h, pouºije ve©mi zaostrené vlnové balíky.Pod©a teórie Louse de Broglieho je v²ak pohybujú
a sa mikroskopi
ká £as-ti
a 
harakterizovaná vlnou. V pro
ese "zráºky" vlnového balíku s £asti
outieto spolu interferujú a vznikne nový "stav" mikro£asti
e. Pod©a vysvetle-nia Comptonovho javu, v pro
ese interak
ie odovzdá vlnový balík £as´ svojejenergie £asti
i, ktorá sa v istom £ase pohybuje zrý
hlenie. Výraz (3.4) v²akpredstavuje klasi
kú (makroskopi
kú) de�ní
iu rý
hlosti a uvaºuje sa v ¬om,ºe sa sledovaná £asti
a po£as £asového itervalu ∆t , pohybuje rovnomerne. Vna²om prípade, nasledujú
i vlnový balík nájde £asti
u v stave po urý
hlení,
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takºe rý
hlos´ pod©a (3.4) nemoºno presne ur£i´. Tento jav moºno pot-la£i´ tak, ºe pozorovate© bude skra
ova´ £as medzi jednotlivými meraniami.Musí v²ak pouºi´ via
 lokalizované vlnové balíky, aby tieto neinteragovalinavzájom. Tým v²ak zvä£²uje i
h energiu (na i
h vytvorenie "pouºije" vä£²ípo£et rovinný
h v¨n) a zárove¬ zvä£²uje aj urý
h©ova
í efekt. Aby potla£ilurý
h©ova
í efekt, m�ºe pouºi´ málo lokalizovaný vlnový balík - tvorenýmalým po£tom rovinný
h v¨n. V hrani£nom prípade pouºije len jednu rovinnúvlnu, ktorá vytvorí úplne nelokalizovaný vlnový balík. Tak bude zvy²ova´presnos´ ur£enia rý
hlosti. So zvy²ovaním presnosti ur£enia rý
hlosti £asti
ev²ak bude klesa´ presnos´ ur£enia polohy a opa£ne. Zostáva uº len ur£i´ £iexistuje nejaká optimálna kombiná
ia polohy a rý
hlosti, pri ktorej sa dáminimalizova´ vzájomná nepresnos´ merania. Tu sa musíme vráti´ k samot-nej podstate tvorenia vlnového balíku. Pouºijeme rovni
u (4.4):
△x△k = 2π (4.6)Po dosadení z de Brogieho rovni
e λ=h/p a uváºením ∆k=2π/∆λ pomalej úprave dostaneme:
△x△p = ~

2
(4.7)£o je optimálny vz´ah medzi presnos´ou ur£enia polohy a hybnosti vlno-£asti
e. Ke¤ºe v experimente nenastáva optimálny stav, poslednú rovnos´oby£ajne uvádzame vo forme nerovnosti:

△x△p ≥ ~

2
(4.8)Táto nerovnos´ vyjadruje slávny prin
íp neur£itosti formulovanýWerneromHeisenbergom v roku 1926 a poukazuje na hrani
u medzi mikro a makro sve-tom.Po uverejnení prin
ípu neur£itosti - mimo
hodom známom z optiky uºdávnej²ie - vo fyzikálnej ob
i sa rozpútala búrlivá diskusia. Tento prin
íp totiºnapáda samotnú podstatu deterministi
kého ponímania sveta. V septem-bri roku 1927 sa v luxusnom hoteli Métropole v Bruseli s
hádza vteda-j²í výkvet fyzikálneho sveta. Vybranú spolo£nos´ tvorí 28 pánov a jednadáma. Cie©om i
h stretnutia je urobi´ poriadok v interpretá
ii výsledkovkvantovej me
haniky. Po£as stretnutia sa do sporu (samozrejme vede
kého)dostali Niels Bohr, zástan
a prin
ípu neur£itosti a vlnovo-£asti
ovej inter-pretá
ie (kodanská skupina fyzikov) a Albert Einstein, ktorý napriek tomuºe, vysvetlením vonkaj²ieho fotoelektri
kého javu otvoril dvere "novej fyzike",pri interpretá
ii pravdepodobnostnej fyziky sa stal jej najvä£²ím odpor
om.Výsledkom týºdenný
h diskusií bolo ví´azstvo kodanskej skupiny fyzikov a
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formulovanie základný
h postulátov kvantovej me
haniky. I
h znenie (prejednorozmerný prípad) je nasledujú
e (pre lep²ie po
hopenie i
h uvádzamespolu s príkladom elektrónu viazaného na úse£ku):Postulát I: Fyzikálny stav £asti
e je úplne popísaný komplex-nou vlnovou funk
iou Ψ(x,t). Hustota rozdelenia pravdepodobnostivýskytu £asti
e je daná ako P(x,t)= Ψ∗(x,t) Ψ(x,t), (tento sú£innazývame komplexný kvadrát).Uvaºujme jednodu
hý prípad, ke¤ je elektrón viazaný na interval d¨ºkyL. Ako nesk�r uvidíme, to zodpovedá prípadu jednorozmernej nekone£nehlbokej poten
iálovej jame. Pod©a zadania vyºadujeme, aby sa elektrón vysky-toval na intervale <0,L>. Stav elektrónu (v istom okamihu) predpí²eme vl-novou funk
iou:
Ψ(x, t) = Ax(L− x) (4.9)kde: £as je parameter a vo vlnovej funk
ii expli
itne nevystupuje. Tvarfunk
ie sme zvolili do istej miery od oka a v ¤a©²om budeme zis´ova´, apliko-vaním postulátov, nako©ko je tento tvar správny.Pod©a prvého postulátu, kvadrát navrhovanej funk
ie zodpovedá hustoterozdelenia pravdepodobnosti v danom okamihu. Normaliza£nú kon²tantu Aur£íme z predpokladu, ºe elektrón sa s pravdepodobnos´ou rovnej jednavyskytuje na intervale <0,L>:
1 =

∫ L

0

Ψ2(x, t)dx (4.10)alebo po dosadeni zo vz´ahu (4.9):
1 =

∫ L

0

{Ax(L− x)}2dx (4.11)po "vyrie²ení" integrálu a malej úprave dostaneme:
A =

√

30

L
(4.12)Navrhovaná vlnová funk
ia teda existuje aj ke¤ to e²te nezaru£uje, ºe jerie²ením zodpovedajú
ej S
hrödingerovej rovni
e.Postulát II: Vlnová funk
ia Ψ(x,t) ako aj jej prvá a druhá de-rivá
ia pod©a súradni
e musí by´ spojitá a jednozna£ná pre v²etkyhodnoty x.Navrhnutá vlnová funk
ia je spojitá v£ítane prvej a druhej derivá
ie.
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Postulát III: Kaºdá veli£ina, ktorú je moºné fyzikálne pozorova´,je v kvantovej me
hanike reprezentovaná hermitovským operátoromÂ .V klasi
kej me
hanike potrebujeme na jednozna£né ur£enie pohybu hmot-ného bodu ur£i´ polohu a hybnos´ hmotného bodu. Ke¤ºe toto pravidlo platíaj v kvantovej me
hanike (len veli£iny majú iný tvar), musíme nájs´ prís-lu²né operátory polohy a hybnosti elektrónu viazaného na úse£ke d¨ºky L. VS
hrödingerovej rovni
i (pripomíname ide o pohybovú rovni
u ) vystupujepoloha v poten
iálnej energii, ktorá je reálna 
oulombovská. Operátor polohyje teda totoºný s polohou:
x̂ = x (4.13)Hybnos´ vystupuje v kineti
kej energii:

Ek =
p2

2me

(4.14)v kvantovome
hani
kej interpretá
ii vlno-£asti
e je kineti
ká energia daná:
Ek = − ~

2

2m

d2

dx2
(4.15)Porovnaním posledný
h dvo
h rovní
 pre operátor hybnosti dostaneme:

p̂ = −i~ d

dx
(4.16)Postulát IV: Stredná, alebo o£akávaná hodnota <A> ©ubovolnejpozorovate©nej veli£iny A, ktorá je reprezentovaná operátorom Â,je daná vz´ahom:

< Â >=

∫ ∞

−∞

Ψ⋆(x, t)ÂΨ(x, t)dx (4.17)Strednú hodnotu (o£akávanú hodnotu) polohy vypo£ítame teda nasle-dovne:
< x̂ >=

∫ L

0

Ψ⋆(x, t)xΨ(x, t)dx (4.18)po dosadení za Ψ(x,t) (£as vystupuje opä´, ako parameter):
< x̂ >=

∫ L

0

x
30

L5
x2(L− x)2dx (4.19)
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Po vyrie²ení posledného integrálu pre o£akávanú hodnotu polohy elek-trónu dostaneme:
< x̂ >=

L

2
(4.20)To znamená, ºe o£akávaná hodnota polohy elektrónu, teda to, £o budemmera´ v experimente, je práve v strede úse£ky, na ktorej je lokalizovaný. Vtomto prípade je tam aj najvä£²ia amplitúda vlnovej funk
ie.Strednú (o£akávanú) hodnotu hybnosti vypo£ítame podobne:

< p̂ >=

∫ L

0

Ψ⋆(x, t)
~

i
Ψ(x, t)dx (4.21)po dosadení za Ψ(x,t):

< p̂ >=

∫ L

0

x
30

L5
x(L− x)

~

i
{(L− x)− x}dx (4.22)Po vypo£ítaní posledného integrálu pre strednú hodnotu hybnosti dostaneme:

< p̂ >= 0 (4.23)Tento výsledok sme o£akávali, pretoºe viazaný elektrón sa makroskopi
kynepohybuje. Na ur£enie nepresnosti merania potrebujeme ur£i´ strednú kvadrat-i
kú od
hylku merania (normálne ²tatisti
ké spra
ovanie merania) polohy ahybnosti. Teda po dosadení do základný
h vz´ahov:
< △x >2=< x2 > − < x >2 (4.24)kde:
< x2 >=

∫ L

0

Ψ⋆x̂2Ψ(x, t)dx (4.25)Po dosadení príslu²ný
h vz´ahov a vyrie²ení integrálu dostaneme:
< △x >2=

L2

28
(4.26)Podobne pre strednú kvadrati
kú od
hýlku merania hybnosti:

< △p >2=< p̂2 > − < p̂ >2 (4.27)kde:
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< p̂2 >=

∫ L

0

Ψ⋆(x, t)(
~

i
)2Ψ(x, t)dx (4.28)Znovu po dosadené a vyrie²ení integrálu dostaneme:

< △p >2=
10~2

L2
(4.29)Sú£in strednej kvadrati
kej od
hýlky merania polohy a hybnosti námdá 
elkovú neistotu merania polohy a hybnosti (pripomíname, ºe tieto dveveli£iny potrebujeme pod©a klasi
kej me
haniky na ur£enie stavu pohybu-jú
eho sa hmotného telesa) dostaneme:

< △x >2< △p >2=
10~2

28
>

~
2

4
(4.30)Posledná nerovnos´ sp¨¬a vz´ah neur£itosti. To má nesmierny význam,pretoºe aplikovaním prvý
h ²tyro
h postulátov moºno získa´ vz´ah neur£i-tosti.Postulát V: Prípustným výsledkommerania veli£iny A reprezen-tovanej operátorom Â je ktoráko©vek z vlastný
h hodn�t ai operá-tora Â.To ºe elektrón je viazaný na úse£ku je £iste formálna úvaha. V reál-nom experimente to znamená elektrón "umiestnený" medzi dvomi paralel-nými kovovými doskami, ktoré sú nabité na vysoký záporný poten
iál. Medzidoskami je poten
iál nulový. Platí teda:

V (x) = 0 0 ≤ x ≤ L (4.31)
V (x) = ∞ x > 0, x > L (4.32)Pre tento poten
iál budeme rie²i´ bez£asovú S
hrödingerovu rovni
u :

(

− ~
2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)

ϕ(x) = Eϕ(x) (4.33)Rie²enie h©adáme intervale x=(0,L), pretoºe mimo intervalu (0,L) je rie²e-nie nulové. Ak je V(x)=0 moºno poslednú rovni
u prepísa´ do tvaru oby£a-jnej diferen
iálnej rovni
e:
d2

dx2
ϕ(x) + k2ϕ(x) = 0 (4.34)
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kde:
k =

√
2mE

~
(4.35)Jej rie²enie je lahké - spome¬te si na rie²enie úlohy o harmoni
kom os-
ilátore - dostaneme ho vo forme sú£tu harmoni
ký
h funk
ií:

ϕ(x) = A sin(kx) +B cos(kx) (4.36)kde A a B sú kon²tanty, ktoré treba ur£i´ z okrajový
h podmienok, vna²om prípade:
ϕ(0) ≡ ϕ(L) = 0 (4.37)Z okrajovej podmienky v bode x=0 vyplynie, ºe B=0. Z druhej okrajovejpodmienky (v bode x=L) dostaneme:
k ≡ kn =

nπ

L
(4.38)kde n je 
elé £íslo.Kon²tantu A ur£íme z normova
ej podmienky:

1 =

∫ L

0

| A sin(knx) |2 dx (4.39)Po vyrie²ení posledného integrálu dostaneme pre ©ubovo©né (prípustné)kn :
A =

√

2

L
(4.40)Výsledný tvar "dovolenej" vlnovej funk
ie ϕ(x) dostaneme po dosadení"normova
ej" kon²tanty A a B (B=0 len v na²om prípade, vo v²eobe
nostito tak nemusí by´):

ϕn =

√

2

L
sin(

nπ

L
x) (4.41)kvadrát tejto funk
ie (vo v²eobe
nosti komplexný sú£in ϕ*(x) ϕ(x) )ur£uje hustotu rozdelenia pravdepodobnosti výskytu £asti
e v bode x. Pravde-podobnos´, ºe £asti
u nájdeme v intervale pol�h <x,x+∆x> [A0?℄n-tej en-ergeti
kej hladine je daná:

Pn(x) =

∫ x+△x

x

ϕ⋆
n(x)ϕn(x)dx (4.42)
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Prípustné hodnoty energie (vlastné £ísla operátora) sústavy elektrónu vi-azaného na úse£ku dostaneme, ak aplikujeme (zamená to,ºe urobíme operá
ieuvedené v operátore) operátor 
elkovej energie (v kvantovome
hni
kom vy-jadrení je energia operátor):
Ê ≡ T̂ =

1

2m
p̂2 (4.43)na funk
iu ϕ(x) (pozri 4.36 a 4.40):

Êϕn(x) = Enϕn(x) (4.44)Po starostlivom vykonaní dvojnásobnej derivá
ie (ukrytej v operátorehybnosti) pre dovolené energie sústavy dostaneme:
En =

~
2

2m
k2n (4.45)alebo po dosadení za kn (4.38):

En =
~
2π2

2mL
n2 (4.46)Pod©a posledného výrazu, sú v sústave lokalizovaného elektrónu prípustnélen ur£ité energie. "Vzdialenos´" medzi jednotlivými energeti
kými hladinamije nepriamo úmerná d¨ºke intervalu na ktorom je elektrón lokalizovaný. Akroz²írime interval do nekone£na dostaneme spojité spektrum energie, £o je
harakteristi
ké pre vo©nu £asti
u. Energeti
ký rozdiel medzi dvomi hladi-nami rastie kvadrati
ky s rastú
im n. Výsledok sa lí²i od závislosti odvodenejBalmerom pre energeti
kú vzdialenos´ dvo
h hladín (orbitálov) v atómevodíku (∆E ≈ 1

n2 ), pretoºe tam sa elektrón pohybuje v trojrozmernom
oulombi
kom poli, £o je úplne iný problém.Existen
iu izolovaný
h energií (diskrétne energeti
ké spektrum) moºnopo
hopi´ tak, ºe v rie²ení vyºadujeme nulovú hodnotu vlnovej funk
ie naokrajo
h intervalu, na ktorom je elektrón viazaný. Je to podobné ako ke¤kmitá struna, upevnená v dvo
h pevný
h bodo
h, len na ur£itý
h (dov-olený
h) frekven
iá
h. Kaºdej frekven
ii prislú
ha sta
ionárne vlnenie také,ktoré sp¨¬a okrajové podmienky. Na obrázku 4.1a sú zobrazené tri prvévlastné funk
ie, ktoré m�ºu v sta
ionárnom stave existova´ v nekone£nehlbokej poten
iálovej jame. Hustota rozdelenia pravdepodobnosti existen
ie£asti
e je nakreslená na obrázku 4.1b. Na najniº²ej energeti
kej hladine (prvávlnová funk
ia) je hustota rozdelenia pravdepodobnosti najvä£²ia v stredeintervalu na ktorom je elektrón (vlno £asti
a) viazaný. Na druhej energeti
kejhladine je hustota rozdelenia pravdepodobnosti v strede intervalu nulová.
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Obr. 4.1: Tvar vlnovej funk
ie (a) a hustoty rozdelenia pravdepodobnostivýskytu (b) elektrónu "uzavretého" medzi nabitými doskami, ktoré predstavujú"nekone£ne hlbokú poten
iálovú jamu."rozpadne" na mnoºinu dovolený
h vlnový
h funk
ií (4.41). Ak sa po£i-ato£ný stav pribliºuje k niektorej z vlastný
h funk
ií potom výsledný stavzahr¬uje len malý po£et funk
ií. V opa£nom prípade sa po£iato£ný stav roz-padne na ve©ký po£et vlastný
h funk
ií s nenulovou amplitúdou. V na²omprípade sme za po£iato£ný stav zvolili kvadrati
kú funk
iu, ktorá nie je vlast-nou funk
iou. Jej priemet (realizá
iu) na najniº²iu vlastnú funk
iu vypo£í-tame:
P =|

∫ L

0

√

2

L
sin(

π

L
x){x(L− x)}dx |2 (4.47)Po vypo£ítaní posledného integrálu dostaneme P=0.999. To znamená, ºe99,9 % vnúteného stavu sa realizuje na najniº²ej energeti
kej hladine. Topreto, lebo funk
ia f(x) = Ax(L − x) je "podobná" na intervale <0,L>prvej vlastnej funk
ii funk
ii ϕ1(x).Na príklade sme videli ako pomo
ou postulátov prijatý
h v roku 1927 nastretnutí fyzikov v hoteli Métropol v Bruseli dokáºeme vysvetli´ intuitívnezávery fyzikov v pred
hádzajú
i
h roko
h. Tu by sa dalo poveda´, ºe fyzika
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opä´ raz dosiahla svoje maximum a uº nie je £o skúma´, pretoºe v²etkouº bolo objavené. Vyvarujme sa v²ak podobný
h unáhlený
h záverov, ktorékon
om 19. storo£ia priviedli fyzikálnu obe
 na pokraj vede
kej priepasti.�alej uvidíme, ºe vyrie²ením jednej záhady sa vynoria nové a nové, ktoré jepotrebné vyrie²i´.

29



Kapitola 5Interak
ia vlno-£asti
e spoten
iálomPredstavme si jednodu
hé jednorozmerné zariadenie pozostávajú
e z dvo
hkovový
h prsten
ov, z ktorý
h jeden je uzemnený a druhý má oproti prvémuzáporný poten
iál U=-100V tak ako je nakreslené na obrázku 5.1.a. Z©avej strany ne
h do experimentálneho zariadenia pri
hádza záporne nabitámikroskopi
ká £asti
a (napríklad elektrón so záporným nábojom) s kinet-i
kou energiou T=180eV.
-100V

x

U(eV)

-100V

0

a

b

Obr. 5.1: Zariadenie na "vytvorenie"poten
iálu s
hodovitého tvaru (a).Priebeh poten
iálu vytvoreného v zariadení (b).
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Pred prí
hodom do prvého prsten
a sme jeho vlastnosti "upravili" tak, ºepoznáme presne jeho hybnos´. Pod©a prin
ípu neur£itosti v takomto prípadebude jeho poloha "úplne" rozmazaná a je realizovaný len jednou jedinou vl-nou s frekven
iou f. Ke¤ºe druhý prstene
 má záporný poten
iál vzh©adomna prvý, nem�ºe sa ho tento priamo dotýka´ a musia by´ separované ajke¤ malou ale kone£nou medzerou, ktorú ozna£íme dx. Na obrázku 5.1.bje priebeh poten
iálu na skuto£nej ²trbine znázornený £iarkovanou £iarou.Pri pohybe elektrónu pozd¨º ²trbiny p�sobí na tento sila:
F = −dU(x)

dx
(5.1)P�sobením tejto sily je elektrón je spomalovaný pod©a druhého Newtonovhozákona. Treba poznamena´, ºe pravouhlý poten
iál sa nedá vyrobi´ anipouºi´, pretoºe by "vyvolával" nekone£ne ve©ké zrý
hlenie. Napriek tomu prina²om rozprávaní pouºijeme práve takéto priblíºenie, pretoºe kvalitatívnevýsledky sú správne. Na obrázku 6b je idealizovaný poten
iál znázornenýplnou £iarou. Na "rie²enie" úlohy o pohybe je potrebné rie²i´ pohybovúrovni
u. Pre mikroskopi
kú £asti
u sa pohybová rovni
a nazýva S
hrödingerovarovni
a (ke¤ºe opakovanie je matkou múdrosti napí²me ju znovu):

(

− ~
2

2m

d2

dx2
+ V (x)

)

ϕ(x) = Eϕ(x) (5.2)kde ϕ(x) je tvar vlny, ktorý popisuje správanie sa delokalizovaného elek-trónu v poten
iáli V(x). Ten je v prvom prsten
i nulový (taký prípad sme uºrie²ili), a v druhom nadobúda nenulovú hodnotu - v na²om prípade zápornúvzh©adom na prvý prstene
. Ak umiestnime ²trbinu do po£iatku súradnejsústavy (vºdy to ide urobi´), potom pre poten
iál platí:
V (x) = 0eV x ≤ 0 (5.3)

V (x) = −100eV x > 0 (5.4)Rie²enie rovni
e (5.2) pre x<0 ktoré ozna£íme ako ϕ1(x) sa bude sklada´z dvo
h £astí: vlny pri
hádzajú
ej z ©ava ϕ1L(x) a z vlny odrazenej napoten
iáli, pri
hádzajú
ej z prava ϕ1P(x). Pod©a rie²enia úlohy s nekone£nehlbokým poten
iálom uº vieme, ºe kaºdá z v¨n ma dve zloºky:
ϕ(x) = A sin(x) +B cos(x) (5.5)kde koe�
ienty A a B ur£íme z okrajový
h podmienok, pri£om nie vºdymáme také ²tastie, ako pri úlohe s nekone£ne hlbokým poten
iálom, kde

31



sa jeden koe�
ient rovná nule. Aby sme nemuseli po£as rie²enia pamäta´na mnoºstvo koe�
ientov, pra
u si tro²ku zjednodu²íme (len formálne). Akzavedieme komplexné £isla:
α = ar + iai (5.6)a komplexný exponent:

eikx ≡ exp(ikx) = cos(kx) + i sin kx (5.7)kde k je ©ubovolné reálne £íslo, potom 
elkové rie²enie ϕ1(x) (v©avo od²trbiny) moºno elegantne napísa´ v tvare:
ϕ1 = aeikx + be−ikx (5.8)kde a a b sú komplexné £ísla a:

k =

√
2mE

~
(5.9)Posledný vz´ah moºno overi´ dosadením do rovni
e (4.2). Výsledná vlna(po
hopitelne komplexná funk
ia ϕ1(x) ) bude výsledkom interferen
ie pri
hádza-jú
ej a odrazenej vlny. Na druhej strane ²trbiny bude situá
ia podobná, aºna to, ºe poten
iál je nenulový a nevystupuje tam ºiadna odrazená vlna -nemá sa na £om odrazi´. Teda 
elkové rie²enie vpravo od ²trbiny je:

ϕ2 = ceiqx (5.10)kde 
 je komplexné £íslo a:
q =

√

2m(E − V0)

~
(5.11)kde V 0 je hodnota poten
iálu oproti uzemnenému prsten
u. Koe�
ientya,b a 
 vypo£ítame na základe poºiadavky druhého postulátu, pod©a ktoréhomusí by´ vlnová funk
ia spo�tá v£ítane svoji
h derivá
ií v 
elej oblasti. Tedaaj na rozhraní skokovej zmeny poten
iálu v bode x=0.

ϕ1(0) = ϕ2(0) (5.12)
d

dx
ϕ1(x) |0 = d

dx
ϕ2(x) |0 (5.13)kolmá £iara za funk
iou znamená, ºe po derivá
ii pod©a x dosadíme za pre-mennú nulu. Po starostlivom zderivovaní a dosadení dostaneme dve rovni
e:
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a + b = c (5.14)
k(a− b) = qc (5.15)kde vystupujú tri neznáme koe�
ienty. Z tejto sústavy moºno vypo£í-ta´ dva koe�
ienty, ktoré budú vystupova´ ako funk
ie tretieho. Oby£ajnevyjadríme koe�
ienty b a 
. Koe�
ient a zostáva ako parameter, pretoºe oz-na£uje amplitúdu pri
hádzajú
ej vlny.V tejto £asti sa £itate© isto opýta, £o z toho £o sme v pred
hádzajú
ej £astivyjadrili je matemati
ká �k
ia a £o moºno zmera´ v experimente. Komplexnúfunk
iu ur£ite nie, pretoºe tú sme zaviedli len na "zníºenie" po£tu koe�
ien-tov. V reálnom experimente moºno mera
ím prístrojom "vidie´" intenzituI(x), ktorá (v istom pribíºení) zodpovedá hustote rozdelenia pravdepodob-nosti:
P (x) = ϕ⋆(x)ϕ(x) (5.16)ktorá je uº reálnou funk
iou súradni
e x. Ak nebude stá´ v 
este £asti
eºiadna prekáºka vo forme poten
iálového skoku, bude hustota rozdeleniapravdepodobnosti v²ade kon²tantá. Takýto pr�pad sme zobrazili na obrázku5.2. Treba poznamena´, ºe v pr�pade vo©nej £asti
e nie je moºné normovaniepod©a predpisu:
1 =

∫ ∞

−∞

P (ξ)dξ (5.17)pretoºe tento integrál pre vo©nú £asti
u diverguje. V obrázku 5.2 je nor-movanie na jednotku urobené umelo. Vidíme, ºe fáza reálnej a imaginárnejzloºky je tak posunutá, aby i
h komplexný kvadrát (5.16) dával kon²tantu.Ak do 
esty p�vodne v©nej £asti
e postavíme prekáºku vo forme poten-
iálového rozdielu (pozri obrázok 5.1), £asti
a £iasto£ne v
hádza do oblastiza poten
iálovým skokom a úlne sa odráºa spät, ak je poten
iálový rozdiel
U vä£²í, ako energia £asti
e E. Pozri obrázok 5.3. Zvlnenie na ©avej stranevzniká, ako interferen
ia medzi pri
hádzajú
ou a od
hádzajú
ou vlnou.V prípade niº²ieho poten
iálového rozdielu, ako je energia £asti
e, tátopre
hádza za bariéru £iasto£ne zabrzdená. To sa prejaví zmenou vlnovej d¨ºkyzloºiek rozdelenia hustoty pravdepodobnosti, tak ako je to znázornené naobrázku 5.4.V reálnom experimente sa obvykle "meria" koe�
ient odrazu na poten-
iálovom skoku. Je to reálne £íslo R (zo slova re�exia) de�nované ako podielkvadrátov (komplexný
h) amplitúd odrazenej vlny b a dopadajú
ej vlny a:

R =
| b |2
| a |2 (5.18)
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Obr. 5.2: Tvar reálnej (preru²ovaná £iara) a imaginárnej (bodkovaná £irara)zloºky vlnovej funk
ie, ktorá 
harakterizuje (v na²ej �k
ii komplexný
h v¨n)stav vo©ného elektrónu pred bariérou a po pre
hode bariéry. Pre porovnanieje v obrázku vynesený aj priebeh rozdelenia hustoty pravdepodobnosti (plná£iara).Podobne je de�novaný koe�
ient pre
hodu T (zo slova transmisia) akopodiel kvadrátov amplitúd prejdenej vlny 
 a dopadajú
ej vlny a:
T =

| c |2
| a |2 (5.19)Samozrejme medzi R a T platí vz´ah:

1 = R + T (5.20)Po dosadení "experimentálny
h" hodn�t kineti
kej energie pri
hádzajú
ehoelektrónu (E=180eV) a vý²ky bariery (U= -100eV) moºno jednotlivé koe�-
ienty R a T ©ahko vypo£íta´: 1
R =

| k − q |2
| k + q |2 ≡

(√
E −

√
E − U

)2

(√
E +

√
E − U

)2 = (0.2)2 (5.21)1 Do vz´ahu (5.21) treba dosadi´ za poten
iál U hodnotu +100V , pretoºe elektrón mázáporný náboj.
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Obr. 5.3: Funk
ia rozdelenia hustoty pravdepodobnosti pred barérou a za bar-iérou (plná £iara), ak jej vý²ka je vä£²ia, ako energia E dopadajú
ej rovinnejvlny. Zvlnenie funk
ie P(x) v ©avej £asti experimentálneho zariadenia vznikáako d�sledok interferen
ie pri
hádzajú
ej a od
hádzajú
ej vlny. V brzdnompoten
iáli hustota rozdelenia pravdepodobnosti rý
hlo klesá k nule. �iarko-vaná £iara znázor¬uje reálnu zloºku a bodkovaná imaginárnu zloºku. Plnázvislá £iara pradstavuje hrani
u poten
iálového skoku.Pri zadanom experimentálnom usporiadaní sa "odrazí" zhruba 4% dopad-nutý
h elektrónov. Zákonite vzniká otázka, ako je to s jednotlivým elek-trónom. Odrazí sa len jeho jedna £as´, alebo výsledok treba "
hápa´" v ²tati-sti
kom zmysle? Nuº toto je typi
ký príklad hrani
e medzi mikrosvetom, vktorom sme danú úlohu o elektróne rie²ili, a makrosvetom v ktorom m�ºemeexperiment realizova´. Je jasné ºe, experimentálny zmyse© majú len reálneveli£iny, komplexné veli£iny sme "zaviedli" len na zníºenie po£tu premnen-ný
h. I
h interpretá
ia v²ak musí bý´ "makroskopi
ká", pretoºe len taká vys-tupuje v experimente a ako taká m�ºe by´ interpretovaná na²imi zmyslami.Nemá asi zmyse© uvaºova´ £o sa stane ak v experimentálnom zariadení sapohybuje len jeden elektrón s presne zadanou hybnos´ou - to je opä´ na²a�k
ia ktorú sme prijali na u©ah£enie rie²enia. Vºdy tam bude mnoho elek-trónov s "nepresne" zadanými hybnos´ami a výsledok akéhoko©vek meraniatreba 
hápa´ v ²tatisti
kom zmysle.V prípade ak pouºijeme urý
h©ujú
i poten
iál, koe�
ient re�exie R bude:
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Obr. 5.4: Funk
ia rozdelenia hustoty pravdepodobnosti pred barérou a za bar-iérou (plná £iara), ak jej vý²ka je men²ia, ako energia E dopadajú
ej rovinnejvlny. Zvlnenie funk
ie P(x) v ©avej £asti experimentálneho zariadenia vznikáako d�sledok interferen
ie pri
hádzajú
ej a od
hádzajú
ej vlny. Rovinná vlnapre
hádza do oblasti poten
iálu so zmen²enou energiou. To sa prejaví, akopred¨ºenie vlnovej d¨zky rovinnej vlny. �iarkovaná £iara znázor¬uje reálnuzloºku a bodkovaná imaginárnu zloºku. Plná zvislá £iara pradstavuje hrani
upoten
iálového skoku.
R =

| k − q |2
| k + q |2 ≡

(√
E −

√
E + U

)2

(√
E +

√
E + U

)2 = (0.11)2 (5.22)Napriek tomu ºe, elektrón je na bariére urý
hlený, odrazí sa asi 1%dopadnutý
h elektrónov. Zaujímavé je sa pozrie´ na výsledný tvar vlnovejfunk
ie z matemati
kého poh©adu, pretoºe ten nám m�ºe ozrejmi´ formal-izmus, ktorý pri rie²ení pouºívame. Tvar vlnovej funk
ie ϕ2(x) elektrónu popre
hode poten
iálovou bariérou je daná rie²ením S
hrödingerovej rovni
epre nenulový poten
iál (rovni
a 5.10). Frekven
ia tu vystupuje vo forme ko-e�
ientu q (rovni
a 5.11), kde ako premenná vystupuje rozdiel energie Epri
hádzajú
eho elektrónu a poten
iálnej energie V 0. V prípade ak je E>V 0i
h rozdiel je kladný a vplyv odpudivého poten
iálu sa prejaví zmen²enímfrekven
ie vlnovej funk
ie. Pod©a Einsteinovej teórie vonkaj²ieho fotoelek-tri
kého javu energia fotónu súvisí s jeho frekven
iou (vz´ah 3.25). Pri pre-
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hode elektrónu 
ez odpudivý poten
iál sa pod©a klasi
kej fyziky zmen²í ki-neti
ká energia a pod©a vlnovej fyziky zmen²í frekven
ia vlnovej funk
ie,ktorá súvisí s energiou. Dostali sme pekný príklad duality korpuskulárneja vlnovej vlastnosti mikroskopi
kého objektu. Samozrejme podobnú úvahumoºno urobi´ aj pre makroskopi
ký oblekt - napríklad prelet nabitej sklenenejguli£ky hmotnosti 1x10-3kg 
ez odpudivé elektri
ké pole - nereálnos´ vypo£í-taný
h vlnový
h d¨ºok nás rý
hlo presved£í o nemoºnosti odmera´ kvantovo-me
hani
ké výsledky podobného pokusu.Moºno sa opýta´, £o sa stane ak "vý²ka" brzdného poten
iálu prevy²ujeenergiu pri
hádzajú
eho elektrónu. Potom rozdiel E-V 0 , vystupujú
i vrovni
i 5.11 pod odmo
ninou, je záporný. Treba si pripomenú´, ºe v takomtoprípade je výsledok odmo
¬ovania imaginárne £íslo. V exponente funk
ie ϕ2(x)(rovni
a 4.8) v²ak uº jedno existuje. I
h sú£in dá reálne £íslo a z kom-plexnej periodi
kej funk
ie sa stáva oby£ajná klesajú
a exponen
iálna funk-
ia. Na obrázku 9 je zobrazený priebeh pravdepodobnosti výskytu elektrónupozd¨º x-ovej osi pre tento prípad. Exponen
iálny pokles hustoty rozde-

Obr. 5.5: Priebeh hustoty rozdelenia pravdepodobnosti výskytu elektrónupozd¨º x-ovej osi v experimentálnom zariadení. V oblasti odpudivého poten-
iálu sa hustota rozdelenia pravdepodobnosti exponen
ionálne zniºuje.lenia pravdepodobnosti v oblasti "brzdného" poten
iálu (obrázok 5.5) násm�ºe privies´ na my²lienku, spravi´ oblas´ v ktorej je elektrón brzdený nakrátkej vzdialenosti, tak aby po opustení tejto oblasti bola hustota rozdelenia
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pravdepodobnosti nenulová. Návrh experimentálneho zariadenia a priebehpoten
iálu je na obrázku 5.6.
-100V

D

x

U(eV)

-100V

0 DObr. 5.6: S
hemati
ký návrh experimentálneho zariadenia s tenkou oblas´oubrzdného poten
iálu (a) idealizovaný priebeh poten
iálu ako funk
ie x-ovejsúradni
e (b).Tvar funk
ie hustoty rozdelenia pravdepodobnosti výskytu elektrónu vexperimentálnom zariadení, ktoré vytvára poten
iálový skok vy²²í, ako jeenergia pri
hádzaj¢ej vlny, je na obrázku 5.7. Os
ilá
ie funk
ie P(x) v ©avej£asti vznikajú ako d�sledok uº spomínanej interferen
ie medzi pri
hádzajú-
ou a odrazenou vlnou. V intervale <0,∆x> pozorujeme expone
iálny pokles.Po pre
hode bariérou je funk
ia rozdelenia hustoty rozdelenia pravdepodob-nosti kon²tantná. Pre dostato£ne úzku bariéru má funk
ia P(x) nenulovúhodnotu, £o znamená ºe elektrón pre²iel 
ez bariéru (v ²tatisti
kom zmysle)aj ke¤ pod©a klasi
kej me
haniky by sa mal úplne odrazi´. Koe�
ient odrazuR a pre
hodu T dostaneme rovnako ako v pred
hádzajú
om prípade z rie²e-nia S
hrödingerovej rovni
e doplnenej o príslu²né okrajové podmienky. Na-jsk�r rozdelíme pouºité experimentálne zariadenie na tri oblasti - na ©avood bariéry, oblas´ bariéry (tenký prstene
 v strede) a na pravo od bariéry.V prvý
h dvo
h oblastia
h interferujú pri
hádzajú
e a od
hádzajú
e vlny a
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Obr. 5.7: Tvar reálnej (preru²ovaná £iara) a imaginárnej (bodkovaná £i-rara) zloºky vlnovej funk
ie, ktorá 
harakterizuje (v na²ej �k
ii komplexný
hv¨n) stav elektrónu pred bariérou a po pre
hode bariéry, ktorej vý²ka je vy²²ia,ako je energia pri
hádzajú
ej £asti
e. Elektrón je intenzívne v bariére brzdenýa jeho hybnost klesá. Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti (plná £iara) expo-nen
iálne klesá.v poslednej oblasti existuje len od
hádzajú
a vlna, ktorá sa nemá od £ohoodrazi´. Podobne ako v pred
hádzajú
om experimente pre jednotlivé oblastinavrhneme rie²enia nasledovne:
ϕ1(x) = eikx + ae−ikx x < 0 (5.23)
ϕ2(x) = beiqx + ce−iqx 0 ≤ x ≤ △ (5.24)
ϕ3(x) = deikx x < 0 (5.25)kde:
k2 =

2mE

~2
q2 =

2m(E − U0)

~2
(5.26)Amplitúdu pri
hádzajú
ej vlny ϕ1(x) sme poloºili rovnú jednej. V pred-
hádzajú
om rie²ení sme videli ºe ostatné amplitúdy sú funk
iou amplitúdypri
hádzajú
ej vlny. Tento "trik" nám tro²ku zjednodu²í rie²enie. Z pod-mienky spojitosti rie²enia na hrani
ia
h x=0 a x=∆ dostaneme dve rovni
e:

1 + a = b+ c beiq△ + ce−iq△ = deik△ (5.27)
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Obr. 5.8: Tvar reálnej (preru²ovaná £iara) a imaginárnej (bodkovaná £irara)zloºky vlnovej funk
ie, ktorá 
harakterizuje (v na²ej �k
ii komplexný
h v¨n)stav elektrónu pred bariérou a po pre
hode bariéry, ktorej vý²ka je niº²ia, akoje energia pri
hádzajú
ej £asti
e. Po spomalení elektrónu klesne jeho hybnos´a pred¨ºi sa vlnová d¨ºka. Pre porovnanie je v obrázku vynesený aj priebehrozdelenia hustoty pravdepodobnosti (plná £iara). Interferen
ia vzniká aj vovnútri bariéry, ako d�sledok odrazu na zadnej strane bariéry.a z podmienky spojitosti derivá
ií ¤a©²ie dve rovni
e:
k(1− a) = q(b− c) q

(

beiq△ − ce−iq△
)

= kdeik△ (5.28)Po tro²ke námahy pre jednotlivé koe�
ienty dostaneme (odporú£ame£itate©ovi vz´ahy prekontrolova´):
a =

2i
[

(

q
k

)2 − 1
]

sin(q△)
(

q
k
+ 1

)2
e−iq△ −

(

q
k
− 1

)2
eiq△

(5.29)
b =

2
(

q
k
+ 1

)

(

q
k
+ 1

)2 −
(

q
k
− 1

)2
ei2q△

(5.30)
c =

2
(

q
k
− 1

)

(

q
k
+ 1

)2
e−i2q△ −

(

q
k
− 1

)2 (5.31)
d =

4
(

q
k

)

e−ik△

(

q
k
+ 1

)2
e−iq△ −

(

q
k
− 1

)2
eiq△

(5.32)
40



Pri po£ítaní s amplitúdami treba ma´ na pamäti ºe ide o komplexné £ísla. Podosadení do vlnový
h funk
ií (5.23 - 5.25), moºno ©ahko vypo£íta´ potrebnépriebehy funk
ií - typi
ká úloha pre po£íta£. Isto teraz ©ahko vyjadríme koe-�
ienty R a T pod©a de�ní
ie (5.18) a (5.19) - treba ma´ na pamäti, ºe smepouºili iné ozna£enie amplitúd:
R ≡ |a|2

|1|2 =
(q2 − k2)

2
sin2 (q△)

4k2q2 + (q2 − k2)2 sin2 (q△)
(5.33)

T ≡ |d|2
|1|2 =

4k2q2

4k2q2 + (q2 − k2)2 sin2 (q△)
(5.34)Zo vz´ahu 5.33 vidno, ºe v ²pe
iálnom prípade:

q△ =
2m(E + U)

~
△ ≡ nπ (5.35)kde n=1,2,3,..... dostaneme R=0 £o zodpovedá úplne priezra£nej bariére.Teda pre isté kombiná
ie ²írky a vý²ky bariéry sa táto stáva pre pri
hádzajú
ielektrón bezodrazová. Pre iné ²írky a vý²ky bariéry sa elektrón "£iasto£ne"dostáva na druhú stranu, aj ke¤ by sa mal pod©a klasi
kej me
haniky odrazi´.Tento jav sa nazýva tunelovanie.
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Kapitola 6Pohybujú
i sa vlnový balíkNa²im 
ie©om je skon²truova´ také rie²enie S
hrödingerovej rovni
e, ktorébude v sebe zahr¬ova´ £asovú zloºku pohybujú
eho sa vlnového balíku. Na-jsk�r v²ak si musíme skon²truova´ predpis pre lokalizovanú vlno-£asti
u. Spojmom lokalizá
ie sme sa uº stretli pri vysvetlovaní prin
ípu neur£itosti(vz´ahy 4.1 - 4.4). Pod©a úvah tam uvedený
h, potrebujeme takú sústavurovinný
h v¨n (harmoni
ké vlny ²íria
e sa 
elým priestorom) abu sa ¤alekood lokalizovanej vlno-£asti
e interferen
iou ru²ili a v mieste lokalizá
ie naopakkon²truktívnou interferen
iou "vytvárali" nenulovú hodnotu. Na prvý poh©adje to nesplnite©ná úloha, ale ako za 
hví©u uvidíme dá sa to urobi´. Jednu(delokalizovanú) rovinnú vlnu pre presne ur£enú hybnos´ napí²me:
ϕp(x) = ap exp(

i

~
px) (6.1)index p pri ozna£ení vlnovej funk
ie a komplexnej amplitúdy zna£í vobo
h prípado
h "závislos´" od hybnosti. V exponente vystupuje "len" x-ová zloºka hybnosti px. Pomo
ou takto de�novaný
h rovinný
h v¨n zostrojímelokalizovaný vlnový balík poºadovaného tvaru:

ϕ(x) =

∞
∑

p=0

ap exp(
i

~
px) (6.2)predpokladáme, ºe hybnos´ nadobúda diskrétne hodnoty aº do nekone£na.V prakti
kom po£ítaní po
hopite©ne rad odreºeme pri nejakom vhodnom p.Koe�
ienty ap vypo£ítame pod©a zadaného tvaru vlnového balíku f(x):

ap =

∫ ∞

−∞

f(x)ϕp(x)dx (6.3)
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Hustotu rozdelenia pravdepodobnosti P (x) vypa£tame pod©a vz´ahu (5.16):
P (x) = ϕ⋆(x)ϕ(x) (6.4)Na obrázku 6.1 je zobrazený priebeh rozdelenia hustoty pravdepodobnosti

P (x) vypo£ítanej pouºit �m vz´ahov (6.1) aº (6.4). Preru²ované £iary ozna£ujúpriebehy reálnej a imaginárnej zloºky vlnového bal�ku.

vzdialenosť (A)

A
m

p
lit

ú
d
a

Obr. 6.1: Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti pre vlnový balík vypo£ítanejpod©a vz´ahov (6.1) aº (6.4) - plná £iara. Celkové rozdelenie P(x) je dané,ako komplexný sú£in z reálnej zloºky - £iarkovaná £iara a imaginárnej zloºky- bodkovaná £iara.Po vykonaní komplexného násobenia je P(x) reálnou a teda aj merate©-nou veli£inou.Ke¤ sa nám podarilo skon²truova´ stati
ký vlnový balík, musíme e²tevloºi´ do predpisu pre vlnovú funk
iu £asovú zloºku. Na to sa musíme vráti´spä´ k miestu kde sme rozdelili p�vodnú priestorovo-£asovú rovni
u na priestorovúa £asovú zloºku. Urobili sme to pomo
ou substitú
ie (3.36):
u(x, t) = w(x) exp(−iωt) (6.5)ktorá po (formálnej) zámene premenný
h, na také ako obvykle pouºívamev kvantovej me
hanike, bude ma´ tvar:
Ψ (x, t) = ϕ(x) exp(−iωt) (6.6)
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Po dosadení za ϕ(x) z rovni
e (6.2) a ak uváºime, ºe platí vz´ah medzifrekven
iou a energiou vlnenia (Einsteinovo vysvetlenie vonkaj²ieho fotoelek-tri
kého javu):
ω =

E

~
(6.7)dostaneme (po malej úprave):

Ψ (x, t) =
∞
∑

p=0

ap exp{
i

~
(px−Ept)} (6.8)kde E p je energia prislú
hajú
a jednotlivej rovinnej vlne pouºitej v rozvoji.Ak teda poznáme po£iato£ný tvar hustoty rozdelenia pravdepodobnosti, hov-oríme tomu, ºe poznáme po£iato£ný stav £asti
e, potom vieme pouºitímrovni
e (5.6) - pripomíname, ºe je to rie²enie £asovej S
hrödingerovej rovni
e- predpoveda´ v akom stave sa bude £asti
a na
hádza´ v ©ubovolnom nesko-r²om £ase. To nám umoº¬uje zjednodu²i´ rie²enie £asovej S
hrödingerovejrovni
e minimálne v niektorý
h ²pe
iálny
h prípado
h. Skúsme sa pozrie´£o sa stane ak sa vlnový balík pohybuje v prostredí s nulovým po-ten
iálom. Vtedy £asový £len v rovni
i (5.6) zabezpe£í takú zmenu fázejednotlivý
h rovinný
h v¨n, ºe i
h výsledok (sú£et) sa bude pohybova´ vnezmenenej podobe pozd¨º x-ovej osi rý
hlos´ou, ktorá zodpovedá hybnostivlno-£asti
e. Ke¤ºe tento pohyb je výsledkom spoluprá
e ve©kého po£turovinný
h v¨n, hovoríme o grupovej rý
hlosti. Grupová rý
hlos´ sa lí²i odrý
hlosti vlny v danom prostredí. Pohyb vlnového balíka v ideálnom prostredíje na obrázku 13a.V reálnom prostredí závisí rý
hlos´ pohybu vlny od jej frekven
ie. Tomutojavu hovoríme disperzia. V prípade pohybu vlnového balíka sa po£iato£návyváºenos´ amplitúd a fáz naru²í, £o sa prejaví postupným rozplývaním vl-nového balíku. Pohyb vlno-£asti
e v disperznom prostredí je na obrázku 6.2.Po vykonaní komplexného násobenia je P(x) reálnou a teda aj merate©nouveli£inou. Moºnos´ rie²i´ £asovú S
hrödingerovú rovni
u pomo
ou rozloºeniado radu rovinný
h v¨n, nám dovo©uje relatívne jednodu
ho rie²i´ aj interak-
iu vlnového baliku s poten
iálom. Ne
háme totiº v kaºdom okamºiku in-teragova´ jednotlivé rovinné vlny s predpísaným poten
iálom a vypo£ítamepre
hádzajú
u a odrazenú £as´ spolu s príslu²nými interferen
iami. Na záveri
h v²etky s príslu²nou fázou spo£ítame a dostaneme výsledok intek
ie vkaºdom £ase. Je to tro²ku zd¨havý postup, ale v dobe po£íta£ov ©ahko reali-zovate©ný.Na obrázku 6.3 je nakreslený výsledok interak
ie pohybujú
eho sa vlnovéhobalíku s nekone£ne vyskou poten
iálovou barierou. V tomto prípade nem�ºprejs´ £asti
a na druhú stranu poten
iálu, a preto sa kompletne odráºa spä´.
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Obr. 6.2: Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti pre pohybujú
i sa vlnový balík vdisperznom prostredí vypo£ítanej pod©a vz´ahu (6.8) - plná £iara. Vlnový balíksa pohybuje z©ava do prava. Roz²irovanie vlnov�ho balíku sp�sobuje disperznéprostredie - rý
hlos´ vlnenia závisí od frekven
ie. Celkové rozdelenie P(x) jedané, ako komplexný sú£in z reálnej zloºky - £iarkovaná £iara a imaginárnejzloºky - bodkovaná £iara.Zvlnenie vzniká, ako d�sledok interferen
ie medzi pri
hádzajú
imi a od
hádza-jú
imi vlnami. V tomto prípade sa vlnový balík pohybuje vysokou rý
hlos´ou,£o sa prejaví , ako vysoká frekven
ia os
ilá
i�pred barierou. V experimentál-nom usporiadaní sa nekone£ne vysoký poten
iálový s
hod nedá realizova´ avýslednú realizá
iu je moºné 
hápa´ len, ako idealizá
iu. V prípade experi-mentálne realizovate©nej bariéry kone£nej vý²ky , teda kone+
n=eho poten-
iálového rozdielu medzi elektródami, moºno ov
ak'ava´ £iasto£n'e preniknu-tie £asti
e (vlny) do bariéry. Na obrázku 6.4 je nakreslený výsledok interak
ievlnového balíku s poten
iálovou bariérou kone£nej vývsky. Pri výpo£te smepouºili napä´ový rozdiel U = 10V . To, ºe hodnota rozdelenia hustoty pravde-podobnosti v bariére klesá exponen
ionálne, nás m�ºe privies´ na my²lienku,ºe v prípade dostato£ne tenkej bariéry m�ºe vlnov y balík preniknú´ 
ez bar-iéru. Na obrázku 6.5 je nakreslená interak
ia vlnového balíku s bariérou de-sa´ krát krat²ej ²írky, ako v pred
hádzajú
om prípade. Skuto£ne, pre
hodvlnového balíku je dobre pozorovate©ný.
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Obr. 6.3: Interak
ia pri
hádzajú
eho vlnového balíka s poten
iálovou barierounekone£nej vý²ky. Zvlnenie funk
ie rozdelenia hustoty pravdepodobnostivzniká, ako d�sledok interferen
ie pri
hádzajú
ej a od
hádzajú
ej £asti vl-nového bal�ka. Preru²ovanou £iarou je nakreslený vlnov y balík, ktorý sana
hádza vo vzdialenosti od bariery v ktorej e²te / uº neinteraguje s barierou.Bariera je znázornená hrubou plnou £iarou.
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Obr. 6.4: Interak
ia pri
hádzajú
eho vlnového balíka s poten
iálovou barieroukone£nej vý²ky. Zvlnenie funk
ie rozdelenia hustoty pravdepodobnosti vzniká,(ako aj v pred
hádzajú
om prípade ) ako d�sledok interferen
ie pri
hádzajú
eja od
hádzajú
ej £asti vlnového balíka. Vidie´, ºe hodnota rozdelenia hustotypravdepodobnosti v bariere exponen
iálne klesá. S bariérou v tomto prípade in-teraguje menej lokalizovaný vlnový balík. Bariera je znázornená plnou £iarou,ako obd¨ºnik.

47



-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Vzdialenost

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

H
us

to
ta

 r
oz

de
le

ni
a 

pr
av

de
po

do
bn

os
ti

Obr. 6.5: Interak
ia pri
hádzajú
eho vlnového balíka s poten
iálovou barieroukone£nej vý²ky. Vidie´, ºe 
ez tenkú bariéru £asti
a £iasto£ne pre
hádza. Bari-era je znázornená plnou £iarou, ako obd¨ºnik.
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Kapitola 7Kvaziklasi
ké priblíºenie - WKBaproximá
ia
Interak
ia s pravouhlým poten
iálom je do istej miery idealizá
ia. Akosme videli pri na²ommyslenom experimente s urý
hlova
ou trubi
ou, pravouhlýpoten
iál sa ani nedá vyrobi´. Na druhej strane v reálny
h výpo£to
h musíme£asto uvaºova´ iný ako (pribliºne) pravouhlý poten
iál. Po
hopite©ne vºdy bysa mala vyrie²i´ S
hrödingerova rovni
a do ktorej "vloºíme" zodpovedajú
itvar poten
iálu. Pri jej rie²ení v²ak mnohokrát narazíme na neprekonate©néte
hni
ké ´aºkosti. Preto boli vyvinuté pribliºné metódy rie²enia. Ke¤ºe ideo pribliºné rie²enie treba ma´ vºdy na pamäti oblas´ i
h pouºitia.Predstavme si, ºe máme nejako de�novaný poten
iál pre ktorý potrebu-jeme ur£i´ koe�
ienty R a T pre konkrétny vlnový balík a poten
iál ur£enýfunk
iou U(x). Ukazali sme, ºe vlnový balík sa dá rozloºi´ do radu rovinný
hv¨n, a to dokon
a v kaºdom prípade. Skúsme urobi´ nie£o podobné aj s po-ten
iálom U(x) tak, ºe ho rozdelíme na ve©ký po£et pravouhlý
h poten
iálov:

U(x) =
∑

n

Un(xn,△x) (7.1)kde xn znamená polohu n-tého pravouhlého poten
iálu a ∆x jeho ²írku.Na obrázku 7.1 je znázornená aproximá
ia pomo
ou postupného pridávaniapravouhlý
h poten
iálov.Te
hni
kú realizá
iu tejto aproximá
ie si moºno predstavi´ ako postupnéurý
hlovanie (prípadne brzdenie) £asti
e v sústave kovový
h prsten
ov akoje nakreslené na obrázku 7.2
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Obr. 7.1: Rozdelenie obe
ného poten
iálu V(x) do radu pravouhlý
h poten-
iálov pod©a vz´ahu (6.1). Vodorovná £iara ozna£uje energiu a smer inter-agujú
ej £asti
e. Body a a b ozna£ujú body v ktorý
h by sa klasi
ká £asti
aodrazila - hovoríme im body obratu.V kvaziklasi
kom priblíºení predpokladáme, ºe £asti
a interaguje s po-ten
iálom len v oblasti medzi bodmi obratu a a b (pozri obrázok 15), tak ºena vzdialenosti ∆x po pre
hode poten
iálu U n poklesne amplitúda vlnovejfunk
ie o:
δn = exp{−2m

~2
[Un (xn,△x)−E]1/2} (7.2)kde U n(x n,∆x) je vý²ka n-tej pravouhlej bariéry. Pokles amplitúdy na nbariéra
h je potom daný sú£inom jednotlivý
h poklesov:

δ ≡
∏

n

δn =
∏

n

exp{−2m

~2
[Un (xn,△x)− E]1/2} (7.3)Posledný výraz pouºitím vz´ahu:

∏

n

exp{−αn} = exp{−
∑

n

αn} (7.4)upravíme:
δ = exp{−2m

~2

∑

n

[Un (xn,△x)− E]1/2} (7.5)V limitnom prípade ak xn → 0 prejde sumá
ia na integrovanie a vz´ah (7.5)prepí²eme:
δ = exp{−2m

~2

∫ b

a

[U (x)− E]1/2 dx} (7.6)kde integrujeme v intervale medzi bodmi obratu. Nazna£ený postup rie²eniaS
hrödingerovej rovni
e je odvodený z výpo£tov, ktoré uskuto£nili P.Wentzel,H.A.Kramers a L.Brillouin a názov metódy po
hádza z po£iato£ný
h písmenmien autorov - WKB priblíºenie. Toto priblíºenie je kváziklasi
ké. Preto je
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Obr. 7.2: Zariadenie na postupné urý
hlovanie £asti
e v sústave prsten
ov (a)tak aby sme aproximovali postupný nárast poten
iálu U(x) (b).jeho platnos´ obmedzená na oblasti ¤aleko od bodov obratu, kde dáva do-bré výsledky. Vo vz´ahu (7.6) v²ak vystupuje integrál v hrani
ia
h medzibodmi obratu. Priblíºenie sa dá pouºi´ v prípade ak okolia bodov obratutvoria len malú £as´ 
elého poten
iálu. To je splnené pre poten
iály ²iroké(vzh©adom na vlnovú d¨ºku £asti
e) a málo strmé. Istú analógiu obmedzeniaoblasti pouºitia moºno nájs´ na obrázku 16. Ak v na²om experimentálnomzariadení 
h
eme aproximova´ strmo sa menia
i poten
iál, budeme zvy²ova´napätie medzi prsten
ami ∆U . Pri ur£itej hodnote napätia medzi prsten
aminastane výboj. Ak 
h
eme ís´ s napätím nad túto hodnotu, musíme zvä£²i´medzeru∆x . Tým v²ak deformujeme p�vodne "pravouhlý" poten
iál a WKBaproximá
ia nedá dobrý výsledok.7.1 Presnej²ie odvodenie WKB priblíºeniaWKB metóda ja na rozdiel od metódy prenosový
h matí
 analyti
ká metóda,ktorá sa pou�yva na rie²enie diferen
iálny
h rovní
. Ide v podstate o hl©adanieos
ilu
ú
eho rie²enia, ktorého vlnová d¨ºka sa malo mení na vzdialenosti jed-
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nej vlnovej d¨�y. Matemati
ky moºno tento fakt vyjadri´ nasledovne:
δλ =

dλ

dx
δx→ δλ =

dλ

dx
λ (7.7)WKB metódu je moºné pouºi´ v prípade ak:

|δλ
λ
| ≡ |δλ

δx
| ≪ 1 (7.8)S
hémati
ky je tento predpoklad zobrazený na obrázku 7.3. Z pred
hádza-

Obr. 7.3: S
émati
ké nazna£enie zmeny vlnovej d¨ºky vlny (horný obrázok)na pomaly sa menia
om poten
iáli (dolný obrázok).jú
eho výkladu o prin
ípo
h kvantovej me
haniky je známe, ºe zmena vl-novej d¨ºky vlnovej funk
ie zúvisí od tvaru poten
iálu s ktorým interaguje.Na základe takéhoto poznania skúsme teraz odhadnú´ podmienku pre zmenupoten
iálu, pre ktorý je moºné WKB priblíºenie pouºi´. Pre hybnos´ p platí:
p =

h

λ
(7.9)
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Po pový²ení obo
h strán rovni
e (7.9) na druhú:
p2 = (

h

λ
)2 ≡ 2m(E − U) (7.10)Pouºijú
 rovni
u (7.7) moºno napísa´ ak zmeníme λ za druhú mo
ninu λ:

d(λ2)

dx
= −h

2

p4
d(p2)

dx
= −h

2

p4
(−2m

dV (x)

dx
) (7.11)Alebo po úprave:

dλ

dx
=
mh

p3
dV (x)

dx
(7.12)Takºe podmienka (7.7) pre pouºitie WKB priblíºenia v závislosti od tvarupoten
iálu má tvar:

|δλ
λ
| = |mh

p3
dV (x)

dx
| ≪ 1 (7.13)Z podmienky (7.13) vidno, ºe WKB priblíºenie s naprostou istotou nefungujev blízkosti skokového poten
iálu, kde |dV (x)

dx
| = ∞.Ukáºme rie²enie pomo
ouWKB priblíºenia na prípade S
hrödingerovej rovni
e:

− ~
2

2m

d2

dx2
Ψ (x) + V (x)ψ(x) = EΨ (x) (7.14)ktorú budeme uvaºova´ v tvare (po malej úprave):

d2

dx2
Ψ (x) =

2m

~2
(V (x)−E)Ψ (x) (7.15)Ke¤ºe uvaºujeme len málo sa menia
i poten
iál, moºno rie²enie h©ada´ vtvare vo©nej £asti
e, ktoré nesk�r rozvinieme do radu.

Ψ (x) = Ae
i

~
Φ(x) (7.16)kde Φ(x) = px. Po dosadení (7.16) do rovni
e (7.15) dostaneme:

− i~
d2Φ(x)

dx2
+ (

dΦ

dx
)2 = p2(x) (7.17)kde:

p2 = 2m(E − V (x)) (7.18)Rozvinieme teraz Φ(x) do radu, za predpokladu, ºe ~ → 0 :
Φ(x) = Φ0(x) + ~Φ1(x) +

~
2

2
Φ2(x) + · · · (7.19)
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Po dosadení do rovni
e (7.17) a malej úprave dostaneme:
0 = {(dΦ0(x)

dx
)2 − p(x)2}

+ 2~{dΦ0(x)

dx

dΦ1(x)

dx
− i

2

d2Φ0(x)

dx2
}

+ ~
2{dΦ0(x)

dx

dΦ2(x)

dx
+ (

Φ1(x)

dx
)2 − i

d2Φ1(x)

dx2
) +O(~3} (7.20)Táto rovni
a musí by´ splnená pre ©lubovolnú hodnotu ~. Toho vyplývajúnaslodujú
e rovni
e:

(
dΦ0(x)

dx
)2 = p2(x) (7.21)

dΦ0(x)

dx

dΦ1(x)

dx
=

i

2

d2Φ0(x)

dx2
(7.22)

Φ0(x)

dx

dΦ2(x)

dx
+ (

dΦ1(x)

dx
)2 = i

d2Φ1(x)

dx2
(7.23)Integrovaním rovni
e (7.21) dostaneme vz´ah pre Φ0(x):

Φ0(x) = ±
∫ x

x0

p(x′)dx′ (7.24)Alebo vo vyjadrení pre vlnový vektor k(x) = p(x)/~:
Φ0(x)

~
= ±

∫ x

x0

k(x′)dx′ (7.25)Po dosadení rovni
e (7.25) do rovni
e (7.22) dostaneme vz´ah pre Φ1(x):
Φ1(x) =

i

2
ln(

dΦ0(x)

dx
) (7.26)alebo vo vyjadrení pre pre vlnový vektor k(x) = p(x)/~:

Φ1(x) =
i

2
ln(~k) (7.27)V exponen
iálnom vyjadrení poslednú rovni
u napí²eme takto:

eiΦ1(x) =
1√
~k

(7.28)Vyjadrenie pre Φ(7.52)a(7.57)2(x) dostaneme integrovaním rovni
e (7.23)tak, ºe postupne pouºijeme rovni
e (7.25) pre Φ0(x) a (7.28) pre Φ1(x):
Φ2(x) =

1

2

m

p(x)3
dV (x)

dx
− 1

4

∫

{ m2

p(x)5
(
dV

dx
)2}dx (7.29)
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Vidíme, ºe druhý £len rozvoja (7.19) je vyjadrený, ako logaritmus derivá
ieprvého £lena rozvoja a preto ho vo v²eobe
nosti nemoºno zanedba´. Tretí£len rozvoja Φ2(x) obsahuje derivá
iu poten
iálu V(x) a moºno ho zanedba´,ak je splnená podmienka kvaziklasi
kého priblíºenia (7.13). Ak teda vloºímevyjadrenia pre Φ0(x) a Φ1(x) do substitú
ie (7.16) dostaneme pre rie²enieS
hödingerovej rovni
e Ψ (x) vo WKB priblíºení vz´ah:
Ψ (x) =

A√
k
e(i

∫

k(x′)dx′) +
B√
k
e(−i

∫

k(x′)dx′) (7.30)Ke¤ºe druhý £len v poslednej rovni
i pre integrovanie vo ve©kej vzdialenostiod bodov obratu moºno zanedba´ dostaneme výsledný vz´ah:
Ψ (x) =

A√
k
e(i

∫

k(x′)dx′) (7.31)Pre výpo£et koe�
ientu transmisie vno£asti
e 
ez barieru z de�ní
ie:
T = |ΨIII

ΨI

|2 (7.32)kde ΨI je vlna ¤aleko pred bariérou a ΨIII je vlna ¤aleko za bariérou. Ake²te dosadíme správny výraz pre výpo£et vlnového vektora k:
k(x) =

√

2m

~2
(V (x)−E) (7.33)dostaneme pre koe�
ient transmisie vo WKB priblíºení:

T = e
−2

∫

b

a
{
√

2m

~2
(V (x)−E)}dx (7.34)kde a a b sú body obratu.7.2 Porovnanie presného a pribliºného (WKB)rie²eniaPredpokladajme existen
iu jednorozmerného zariadenia v ktorom v smereosi x napätia rovnomerne narastá od bodu a do bodu s. Od bodu s napätiarovnomerne klesá, aº v bode b dosiahne nulovú hodnotu. Priebeh napätia

U(x) je s
hémati
ky nazna£ený na obrázku 7.4.V prípade symetri
kého trojuholníkového priebehu si ¤al²í opis zjednodu²íme,ak posunieme x-sovú os tak, aby bola nula v strede bariery. Potom lahko
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Obr. 7.4: S
hémati
ké znázornenie priebehu brzdného napätia v jednorozmer-nom zariadení, v ktorom tunelujú elektr«y. Zariadenie je rozdelené na ²tyrioblasti; I. oblas´ pred bariérou; II. oblas´ nárastu napätia; III. oblas´ poklesunapätia; IV. oblas´ za bariérou. Body -L a L ozna£ujú body obratu. I
h polohazávisí od energie interagyjú
ej £asti
e.matemati
ky popí²eme priebeh poten
iálu (napätia) takto:
U(x) = 0 (7.52)a(7.57) x < −a (7.35)
U(x) = U0(1 +

x
a
) −a ≤ x < 0 (7.36)

U(x) = U0(1− x
a
) 0 ≤ x < a (7.37)

U(x) = 0 x ≥ a (7.38)Pre ¤al²ie zjednodu²enie zave¤me nové premenné:
k20 =

2mE

hbar2
q20 =

2mU0

~2
(7.39)kde E je energia £asti
e. Teraz m�ºeme v jednotlivý
h oblastia
h napísa´
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S
hödingerovu rovni
u v príslu²nom tvare:
d2Ψ (x)

dx2
+ k20Ψ (x) = 0 x < −a (7.40)

d2Ψ (x)

dx2
− (q20 − k20 + q20

x

a
)Ψ (x) = 0 −a ≤ x < 0 (7.41)

d2Ψ (x)

dx2
− (q20 − k20 − q20

x

a
)Ψ (x) = 0 0 ≤ x < a (7.42)

d2Ψ (x)

dx2
+ k20Ψ (x) = 0 x ≥ a (7.43)Z d�vodu ¤al²ieho zjednodu²enia zave¤me v rovni
ia
h (7.41) a (7.42) sub-stitú
ie:

ζ = (
a

q20
)
2

3 (q20 − k20 + q20
x

a
) (7.44)

η = (
a

q20
)
2

3 (q20 − k20 − q20
x

a
) (7.45)Pouºjú
 tieto substitú
ie m�ºeme rovni
e (7.41) a (7.42) napísa´ v tvare:

d2Ψ (x)

dx2
− ζΨ (x) = 0 (7.46)

d2Ψ (x)

dx2
− ηΨ (x) = 0 (7.47)Ide o dve rovni
e, ktoré sú formálne podobné harmoni
kým rovni
iam. Pod-statný rozdiel je v znamienku - v harmoni
kej rovni
i je plus a tu je mínus.Rie²ením rovní
 (7.46) a (7.47) sú Airiho funk
ie Ai(x) a Bi(x). I
h priebehje znázornený na obrázku 7.5. Rie¥nie budeme, tak ako v prípade poten-
iálového skoku h©ada´ v rozli£nom tvare pod©a toho v ktorej oblasti sana
hádzame.

Ψ (x) = eik0x + αe−ik0x x < −a (7.48)
Ψ (x) = βAi(ζ) + γBi(ζ) −a ≤ x < 0 (7.49)
Ψ (x) = δAi(η) + ǫBi(η) 0 ≤ x < a (7.50)
Ψ (x) = ϑeik0x x ≥ a (7.51)kde α, β, γ, ǫ, ϑ sú kon²tanty, ktoré treba ur£i´. Pri i
h ur£ovaní budeme pos-tupova´ ²tandardne. Poloºíme do rovnosti rie²enia a i
h derivá
ie v hrani
ia
hoblastí - v bodo
h pre ktoré platí x = −a, x = 0 a x = a. Po dlh²om výpo£te
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Obr. 7.5: Priebeh Airy-ho funk
ií Ai(x) a Bi(x).dostaneme ²es´ rovn¢ pre ²es´ premenný
h:
e−ik0a + αeik0a = βAi(−̺) + γBi(−̺) (7.52)

i
√
̺(e−k0a − αeik0a = βAi′(−̺) + γBi′(−̺) (7.53)
βAi(µ) + γBi(µ) = δAi(µ) + ǫBi(µ) (7.54)
βAi′(µ) + γBi′(µ) = −δAi′(µ)− ǫBi′(µ) (7.55)
δAi(−̺) + ǫBi(−̺) = ϑeik0a (7.56)
δAi′(−̺) + ǫBi′(−̺) = −i√̺ϑeik0a (7.57)kde: Ai′(x) = dAi(x)

dx
a Bi′(x) = dBi(x)

dx
. Pre zjednodu²enie zápisu rovní
 (7.52)aº (7.57) sme zaviedli nasledujú
e premenné:

̺ ≡ k20a
2

3 q
− 4

3

0 = (q0a)
2

3 )(
k0
q0
)2 (7.58)

µ ≡ a
2

3 q
− 4

3

0 (q20 − k20) = (q0a)
2

3 (1− k20
q20

) (7.59)Rovni
e (7.52) aº (7.57) tvoria s±tavu rovn¢, kde po£et rovn¢ sa rovná po£tupremenný
h a teda sú vo v²eobe
nosti rie²itelné. Ak e²te pouºijeme identituplatnú pre Airyho funk
ie:
Ai′(x)Bi(x) −Ai(x)Bi′(x) = 1 (7.60)
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(£o je nei£, ako sin2(x) + cos2(x) = 1 pre harmoni
ké funk
ie), m�ºemenapísa´ závere£ný vz´ah pre pravdepodobnos´ tunelovania:
T ≡ |ϑ|2 = ̺

{[Bi(µ)Ai′(−̺)−Ai(µ)Bi(−̺)]2+̺[Bi(µ)Ai(−̺)−Ai(µ)Bi(−̺)]2}

× 1
{[Bi′(µ)Ai′(−̺)−Ai′(µ)Bi(−̺)]2+̺[Bi′(µ)Ai(−̺)−Ai′(µ)Bi(−̺)]2}

(7.61)Tento vz´ah je pomerne komplikovaný, ale s pomo
ou po£íta£a pomernejednodu
ho rie²telný.
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Obr. 7.6: Pravdepodobnos´ tunelovania 
ez tenkú (1 nm) trojuholníkovúbarieru. Plná £iara znázor¬uje presný výpo£et pod©a vz´ahu (7.61), £iarko-vaná £iara predstavuje WKB priblíºenie.Teraz sa pozrime ako moºno rie²enie vyjadrené vz´ahom (7.61) zjednodu²i´,ak uvaºjeme s pomaly sa menia
im poten
iálom, alebo (£o je ekvivalentné)s málo sa menia
ou vlnovou d¹kou - kritérium (7.8). Vlnovú d¨ºku v závis-losti od energie vlno£asti
e E a poten
iálu U(x) s ktorým interaguje moºnonapísa´ takto:
λ(x) =

~
√

2m[E − U(x)]
(7.62)Za predpokladu málo sa menia
ej vlnovej d¨ºy na vzdialenosti jednej vlnovejd©ºky. To platí v oblastia
h x < −a a x > a kde mo¹no pouº´ kváziklasi
képriblíºenie. V tejto oblasti moºno prija´ tieto predpoklady:

λ(x) =
1

k0
→ dλ(x)

dx
= 0 (7.63)
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v oblasti −a ≤ x ≤ a pre zmenu vlnovej d¨ºky platí:
λ(x) = (

a

q20
)
1

3

1

i
√
ζ

→ dλ

dx
≡ dλ

dζ

dζ

dx
= − 1

2iζ
3

2

(7.64)
λ(x) = (

a

q20
)
1

3

1

i
√
µ

→ dλ

dx
≡ dλ

dµ

dµ

dx
= − 1

2iµ
3

2

(7.65)Z podmienky kváziklasi
kosti |dλ
dx
| ≪ 1 dostaneme:
|ζ | ≫ 1

|η| ≫ 1 (7.66)Pouºijú
 podmienky (7.66) m�ºeme pre Airyho funk
ie vystupujú
e vo vzº �ahu(7.61) pouºi´ asymptoti
ké rozvoje (t≫ 1, x ≡ 2
3
t
3

2 ):
Ai(t) ≈ t−

1

4 ex Ai′(t) ≈ t
1

4 ex

Bi(t) ≈ 1
2
t−

1

4 e−x Bi′(t) ≈ −1

2
t−

1

4 e−x (7.67)
Ai(−t) ≈ t−

1

4 cos(x+ π
4
) Ai′(−t) ≈ t

1

4 sin(x+
π

4
)

Bi(−t) ≈ t−
1

4 sin(x+ π
4
) Bi′(−t) ≈ −t 14 cos(x+ π

4
) (7.68)Po dosadení asymptoti
ký
h rozvojov do (7.61) dostaneme:

T ≈ e−
8

3
µ

3
2 = e

− 8

3

a
√

2m

~U0
(U0−E)

3
2 (7.69)Vz´ah (7.69) moºno upravi´ na známy tvar:

T ≈ e
−2

∫

L

−L

√

2m

~2
|U(x)−E|dx (7.70)Na obrázku 7.6 je priebeh pravdepodobnosti T ako funk
ia energie vlno£as-ti
e po£ítanej pod© vz´ahu (7.70) vynesený preru²ovanou £iarou. Pre úzkypoten
iál vidíme podstatný rozdiel medzi presným rie²ením a WKB pri-blíºením.
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Kapitola 8ZáverV na²om rozprávaní o prin
ípo
h kvantovej me
haniky sme pre²li sí
e krátke£asové ale z poh©adu ©udského du
ha nesmierne d�leºité obdobie objavova-nia a vysvetlovania ve©mi podstatný
h vlastností sveta v ktorom ºijeme.Ukázalo sa, ºe matemati
ký aparát a výsledky experimentov pripravený
h v19. storo£í boli s
hopné poda´ vy£erpávajú
e vysvetlenie hlboký
h zákonitostímikrosveta, sveta ktorý je vzdialený na²im kaºdodenným skúsenostiam. For-movanie predstáv kvantovej me
haniky sa lí²i od formovania predstáv kla-si
kej me
haniky. Klasi
ká me
hanika je deterministi
ká a kauzálna teória.Deterministi
ká preto, lebo pri danom stave sústavy vieme jednozna£ne ur£i´hodnotu ©ubovo©nej veli£iny, bez toho aby sme menili v pro
ese skúmaniastav sústavy (ak samozrejme v pro
ese merania neopatrnos´ou nesp�sobímepoºiar alebo výbu
h - ale za to klasi
ká teória nem�ºe). Kauzálna je v tom,ºe z presnej a úplnej informá
ie o stave sústavy vieme ur£i´ jej vývoj dobudú
nosti ale aj jej 
hovanie sa v minulosti. Známy je výrok d´Alemberta,ktorý v nad²ení s vývojom teoreti
kej me
haniky, povedal "Dajte mi polohya hybnosti v²etký
h atómov vo vesmíre a ja vám vypo£ítam dejiny sveta odjeho stvorenia aº do 
hvíle ke¤ na hore Golgota postavia kríº (súdny de¬)".Na dobu v ktorej d´Alembert ºil to bolo do istej miery od�vodnené vyhláse-nie. Ale aj do istej £asti pesimisti
ký, pretoºe predpovedal ºe osud kaºdéhoz nás je ur£ený £iste me
hani
kými prin
ípmi a v budú
nosti ho bude moºné"vypo£íta´". Neskor²í vývoj vo fyzike ukázal na obrovskú variabilitu pravde-podovností, ktorá "riadi" svet okolo nás.V na²om rozprávaní sme sa zamerali na pohyb mikroskopi
kej £asti
e vjednom rozmere. Je to tak ako by sme me
haniku telesa obmedzili len narovnomerný pohyb po priamke. V�be
 sme nespomenuli pohyb po kruºni
i(aº na pár argumentov o stabilnej dráhe elektrónu pri jeho pohybe po ató-movom orbitáli), moment hybnosti a spin elektrónu. To ani nebolo na²ím
ie©om. Zamerali sme sa na niektoré súvislosti medzi optikou a kvantovou
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me
hanikou a £iasto£nou inerpretá
iou výsledkov. Hlavne sme spomenulitunelovanie - fas
inujú
u vlastnos´ mikrosveta, ktorá v²ak práve pouºitím matem-ati
ký
h (Fourierova transformá
ia) a opti
ký
h (Kif
hho�) objavov 19.storo£ia m�ºe by´ dobre po
hopená a ak
eptovaná.
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