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Kapitola 1

Uvod

Na konci 19. storocia prezivala klasické fyzika tvorend newtonovou mechanikou,
termodynamikou a elektrodynamikou obdobie najvicsieho rozmachu. Vysledky
zobecnené v teoretickej fyzike vznikali poc¢as dlhého obdobia pozorovania a
zovSeobechovania javov okolo nés. Autori klasickej fyziky boli patri¢ne hrdi
na vysledky ziskané koncom storocia a niekol'ko nendpadnych experimentov
zameranych na objasnenie podstaty svetla a elektrického pridu vo vakuu zo
zatiatku nebral nik velmi vazne. Podrobnejsim skiimanim vlastnosti svetla,
radioaktivity alebo novo objavenej castice elektron fyzici narazili na vazne
nedostatky do vtedy tak dokonalej klasickej fyziky.

Postupnym skladanim vysledkov experimentalnych faktov z mikrosveta
vznikd novy druh mechaniky pri ktorej sa energia $iri v presne urcenych
kvantach. Prave tato fascinujica vlastnost "novej" fyziky dala teodrii opisu-
jucej vlastnosti mikrosveta nazov - "Kvantova mechanika". Dnes je zakladom
teorie tuhych latok, polovodicov, dielektrik, kovov, kvapalin pri nizkych teplotach,
teoriou chemickej vazby i chemickych reakcii, zakladom teoérie atémovych
jadier a elementarnych castic. V sucasnosti je sucastou teoretického zak-
ladu mnohych technickych disciplin, jadrovej energetiky, chémie, elektron-
iky, mikrovinej techniky, optoelektroniky a laserovej techniky, nukleirne;j
mediciny, celej palety diagnostickych metod analyzy struktiry i chemizmu
materidlov a pod.

Tento text strucne sumarizuje dejiny kvantovej mechaniky a poukazuje
na jej pribuznost s optikou. Cielom je objasnit zdkladné pojmy a principy
kvantovej mechaniky, ktoré je nevyhnutné poznat pre spravne chapanie javov
a skutoc¢nosti vyuzivanych v technickych disciplinach vychédzajicich najma
z fyziky tuhych latok. Autori si nekladd za ciel podrobne rozobrat tedriu
kvantovej mechaniky. Za tym uc¢elom bolo napisanych mnoZstvo velmi kval-
itnych ucebnic vo vietkych svetovych jazykoch ako aj v slovenc¢ine. Uc¢ebny
text je ur¢eny Studentom, ktori buda vyuzivat vysledky a principy kvan-



tovej mechaniky v technickych aplikdciach. Preto sme sa zamerali hlavne
na "priamociary" pohyb mikroskopickych ¢astic, a ich interferenciu s poten-
cidlovou bariérou, pretoze to je hlavna oblast aplikiacie kvantovej mechaniky
v mikroelektronike.



Kapitola 2

Dualizmus korpuskularnych a
vlnovych vlastnosti

Anjel moze postupne opustat miesto, na ktorom bol skor, delitelne a tak jeho
pohyb bude suvisly. MézZe zdroven opustit celé miesto a objavit sa naraz v
celku na druhom mieste, a tak jeho pohyb bude nesivisly. A tak anjel v jednom
okamziku moZe byt na jednom mieste a v inom okamzZiku na inom mieste, bez
toho aby bol nejaky cas v mieste prostrednom.

(Tomads Akvinsky 1268 )

Koncom 19. storocia bola vicsina prirodovedcov presvedcéend, ze pomocou
rozvinutych disciplin klasickej fyziky, predovSetkym teoretickej mechaniky,
teorie elektromagnetického pola a termodynamiky mozno opisat vietky zname
fyzikalne deje. Dalsi pokrok v teoretickej fyzike videli v spresfiovani mer-
ani a ich aplikacie do technickej praxe. Napriek tomuto presvedceniu, uz v
predchadzajucich storoc¢iach existovali optické experimenty, ktoré nenapadne
budovali cestu novej fyzike, ktora kralovala v 20. storo¢i.

[saac Newton v roku 1666 pomocou jednoduchého skleneného hranola
rozlozil slne¢né ziarenie do farebnych ploch, ktoré nazval spektrum. Tieto
efekty boli zname aj skor, ale Newton ako prvy spravne vysvetlil ich podstatu
a polozil tak zédklady spektroskopie. Josef Fraunhofer - génius experimentu,
v roku 1823 zostrojil prvii optickt mriezku, tvoreni sklenenou dostickou s
velkym po¢tom vrypov (niekolko sto na milimeter) vyrytych pomocou jem-
ného diamantového hrotu. Takto vytvorené opticka mriezka rozkladéa slnecné
svetlo podobne ako skleneny hranol, av§ak s moznostou presného urcenia vl-
novej dlzky jednotlivych zloziek spektra. Pozorovanim slne¢ného Ziarenia
zistil, ze vzniknuté spektrum nie je spojité, ale sa sklada z velkého poctu
izolovanych ¢iar navzajom oddelenych tmavymi plochami. Fraunhofer ne-



mal pochopitelne predstavu o péovode tmavych ploch medzi ¢iarami, a ked
aj nejakd mal urcite sa s nou nepochvalil, pretoze vtedajsia fyzika svetla, zi-
adne nespojitosti v spektre slne¢ného ziarenia nepripistala. V druhej polovici
19. storo¢ia Johann Jakob Balmer, $vajciarsky stredoskolsky profesor, robil
pokusy s vyZarovanim rozhoruc¢eného plynného vodiku. Vo viditeInom spek-
tre sa ukazovali §tyri velmi presne ohrani¢ené ¢iary, ktoré nazval H, (jasne
¢ervena), [A0?|Hz (bledo modra), H, (modra) , Hs (tmavo modra). Po-
drobnym skiimanim celého spektra sa nasli dalsie ¢iary v ultrafialovej (teda
volnym okom nepozorovatelnej) oblasti. Poloha ¢iar sa zahustuje tak, ze 7i-
adna nema kratiu vlnovi dlzku ako 364,7nm. Tejto hodnote hovorime hrana
série. Polohu ¢iar vo viditelnej oblasti aj ultrafialovej oblasti mozno vidiet
na obrazku 2.1.
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Obr. 2.1: Poloha jednotlivijch ¢iar v spektre Balmerovej série. Vo viditelnej
oblasti spektra sa nachddzaju ciary H, — Hg . Spektrdlne ¢iary na lavo od
Hs sa nachddzaji v ultrafialove; oblasti a boli pozorované neskor.

V roku 1885 sa Balmerovi podaril najst vztah, ktory velmi presne popisuje
polohy ¢ar v spektre vodikového plynu. Podl'a tohoto vztahu sa obratené vl-
nové dizky (vlno¢ty) prislichajice jednotlivym ¢iaram spektra, v Balmerovej
sérii, daja jednoducho vypodcitat:

1 1 1
1= Rm(? — ﬁ) (2.1)
kde: n; = 3,456 ....
Jasne Cervenej ciare H, [ao77 s vInovou dlzkou A=656,28nm zodpoveda
n =3, bledo modrej ¢iare Hg s vinovou dlzkou A=486,13nm zodpovedé n 4
a tak dalej. Konstanta R, sa nazyva Rydbergova konstanta ktorej experi-
mentilne zisten4d hodnota je 1096,77 m™. Kratko po uverejneni Balmerovho
vzorca na vypocet vinovych dl7ok nasiel Lyman podobnu sériu v dalekej ul-
trafialovej oblasti. Dalgie série boli objavené v infradervenej oblasti. Spolo¢nym



znakom poloh spektralnych ¢iar je ze zodpovedajiice vinové dizky st urcené
zobecnenym Balmerovym vztahom:

1 1 1
= Roo(n22 n12) (2.2)
kde ny—1 zodpoveda Lymanovej sérii, no—2 zodpoveda Balmerovej sérii
(tvar povodne objaveného Balmeroveho vztahu), n,—3 zodpoveda Paschen-
ovej sérii a no—4 zodpovedi Brackettovej sérii. Pre kazdi objavent sériu sa ny
pohybuje od ny+1 (prva ¢iara) az do nekone¢na (hrana série). Aj ked sa tieto
vysledky nedali interpretovat pomocou klasickej teorie elektromagnetického
7iarenia, nevzbudili z pociatku velku pozornost. Na skuto¢nu katastrofu si
bolo treba este niekol'ko rokov pockat. Ako vSetky revolicie, aj tato sa zacala
nenapadne.

Roku 1860 Gustav Robert Kirchhoff postuloval zakon, podla ktorého
pomer spektralnej hustoty energie ziarenia nezavisi od druhu Ziarenia. (Jednodu-
cho povedané ak niektoré teleso pri teplote T viac ziarenia vyzaruje po-
tom aj viac ziarenie pohlcuje.) Roku 1879 Josef Stefan uverejnil vysledky
experimentov, podla ktorych intenzita 7iarenia z povrchu roznych telies je
imerna Stvrtej mocnine rozdielu teplot. Roku 1884 Ludwig Boltzmann teo-
reticky zdovodnil tento vysledok aj pre absolitne ¢ierne teleso pouzitim kla-
sickej Maxwellovej teorie elektromagnetického pola. Posledny krok v kla-
sickej teorii vyzarovania urobil Wilhelm Wien v roku 1893, ked pouzitim
teorie rovnovaznej termodynamiky odvodil vztah medzi teplotou T a vlnovou
dlzkou pri ktorej sa vyzaruje maximum energie. Podla tohto vztahu plati
medzi veli¢inami jednoduchéa relacia:

AT =b (2.3)

kde b je univerzélna konstanta, ktor mozno ju experimentalne ur¢it (b —
2,897 x 10°mK). AZ sem vyzeralo vietko v tiplnom poriadku ¢o len potvrd-
zovalo myslienku skoncenia pokroku vo fyzike.

Okolo roku 1890 sa podujala dvojica experimentatorov Lummer a Pring-
sheim v sérii ve[mi presnych experimentov potvrdit spravnost klasickej fyziky
v oblasti vyzarovania. Za tym ucelom vyrobili absolitne ¢ierne teleso (vyzaruje
len vlastné svetlo) tak, ze povrch nahradili dutinou v tmavom materialy.
V girokom intervale teplot merali spektralnu hustotu vyzarovania energie z
dutiny - teda aké mnoZstvo energie sa vyziari v intervale vlnovych dizok
(A, A+AX>). Experimentélne udaje ukazali, ze tvar vyzarovacej krivky zéavisi
len od teploty. Na obrazku 2.2. sti nakreslené vyzarovacie krivky pre dve
rozne teploty absolutne ¢ierneho telesa.
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Obr. 2.2: Vysledky experimentdlneho merania spektralnej zdavislosti vyZarova-
nia absolitne cierneho telesa pre jednu teplotu - plnd ciara. Prerusovand ciara
predstavuje teoreticki aproximdciu podla Wiena (vlavo od mazima) a podla
Rayleigho (vpravo od mazima,).

Wien pokusil vysvetlit vysledok Lummer-Pringsheimovho experimentu
pouzitim klasickej teorie termodynamiky, v tom obdobi velmi vieobecného
zakona fyziky. Pouzitim konkrétnych termodynamickych predstav sa mu po-
darilo odvodit vztah, ktory velmi presne aproximoval vysledky experimentu
v kratkovinnej (ultrafialovej oblasti) oblasti. V oblasti experimentéalneho
(kone¢ného) maxima hustoty vyZzarovania vSak predpovedal nekoneéne velku
hustotu vyziarenej energie. Iné vysvetlenie pontikol John William Strutt Lord
Rayleigh, ktory predpokladal, Ze Ziarenie ¢ierneho telesa sa da opisat ako
stojaté vinenie v uzavretej dutine. Pouzijic takyto model urcil, aky pocet
roznych vin pripadne na interval vinovych dlzok A\A+AX> a kazdej priradil
podla principov Statistickej fyziky, vypracovanej Boltzmannom, energiu je
Boltzmannova konstanta. Takto velmi dobre aproximoval vysledky exper-
imentu pre dlhovinné priblizenie. Rovnako ako v predchadzajicom modeli,
v oblasti kone¢ného maxima hustoty vyzarovania, predpovedana hustota di-
vergovala do nekone¢na. Okolo roku 1900 sa preto fyzici zacali zamyslat, ¢i
skutocne je v klasickej teoretickej fyzike vSetko v poriadku. V tejto suvislosti
zacCali niektori hovorit o ultrafialovej katastrofe.

Na zasadnuti Nemeckej fyzikdlnej spolo¢nosti, ktoré sa konalo 14. decem-
bra 1900, (iba niekolko dni pred koncom 19. storo¢ia) odznela prednaska



Max Plancka na tému "Radia¢né vyzarovanie ¢ierneho telesa" na ktorej
prvykrat verejne postuloval vyzarovaci zéakon a vyslovil predpoklad (na ta
dobu nepochybne nesmierne odvéazny), 7e energia existuje v nespojitej forme
a §iri sa vo forme izolovanych kvant energie. Na svoje tvrdenie mal v8ak velmi
silny argument. Ked pouzil "kvantovanie energie" pri vypocte spektralneho
rozdelenia hustoty vyzarovania absolutne ¢ierneho telesa, dospel k vybornej
zhode s experimentom v celom vyzarovacom spektre, ¢o sa do tej doby
nikomu nepodarilo. Zaroven ukazal, ze zhodu s experimentom mozno dosiah-
nut, len ak "nastavime " hodnotu jedného kvanta energie na urc¢iti hodnotu.
T4 je sice mal4, ale presne urcena 7 experimentu a po mnohych spresneni-
ach (nie velmi podstatnych - v roku 1900 jej hodnotu Max Planck  urcil
na 6,55x10%erg.s = 6,55x1073%].s) ju dnes definujeme:

h = 6,62606.107*" Js (2.4)

Tuto konstantu volame Planckova konstanta a tvori fundamentalnu kons-
tantu pouzivanu vo fyzike.

Koncom 19. storoc¢ia Heinrich Herz objavil efekt, pri ktorom sa v dosledku
dopadu svetla na povrch kovovej dosticky emituji elektrony. Herz tento
jav nazval fotoefekt, neskor pribudol privlastok vonkajsi fotoefekt, aby sa
odlisil od podobného javu v polovodi¢och. Velmi starostlivym premeria-
vanim vonkajSieho fotoefektu sa ukazalo, 7e existuje ista hrani¢né frekven-
cia (farba) dopadajiceho svetla, pod ktorou uz efekt uvolfiovania elek-
tronov nenastava. Hrani¢éna frekvencia zavisi od druhu osvetlovaného mater-
idlu. Ked sa na osvetlenie povrchu kovovej dosticky pouZije svetlo vyssej
frekvencie, ako je hrani¢né potom rozdelenie energie vyletujucich elektrénov
zévisi len od vlnovej dizky pouzitého svetla a nezavisi od intenzity svetla. Podl'a
klasickej teorie elektromagnetického pola (James Clerk Maxwell - 1855) svetlo
interaguje so vSetkymi elektronmi na povrchu ako spojité vina a podmienky
hrani¢ného stavu musia zavisiet od intenzity a nie od frekvencie - teda v
uplnom rozpore s pozorovanim. Treba poznamenat, 7e v inych experimen-
toch klasicka tedria elektromagnetického pola ukazuje vybornu zhodu s ex-
perimentom.

Vysvetlenie tohto javu podal Albert Eistein v roku 1905 pomocou Planck-
ovej hypotézy o kvantovani energie. Podla Einsteinovej predstavy energia
dopadajuceho ziarenia je priamoumernd frekvencii:

E=hv (2.5)

kde h je Planckova konstanta a v je frekvencia dopadajiiceho zZiarenia.
Energiu vyletujicich elektronov treba zmensit o energiu A potrebni na uvol-



nenie elektronu z povrchu kovu (vystupna praca ). Kinetickd energia vyle-
tujtcich elektronov je potom rovné

Ak je frekvencia dopadajiceho ziarenia mensia ako hrani¢né, potom je
energia ziarenie mensia ako vystupna praca a elektréony nedokdzu opustit
povrch kovu. Vyznam vysvetlenia fotoelektrického javu je v poznani, ze elek-
tromagnetické pole sa Siri v kvantach (fotonoch) a ze tieto kvanta st charak-
terizované energiou. V roku 1921 bola Albertovi Einsteinovi za toto vysvetle-
nie udelend Nobelova cena - nie za tedriu relativity, ako sa niekedy chybne
uvadza.

V roku 1920 Arthur Holly Compton v sérii velmi presnych experimentov
s rozptylom rontgenového ziarenia na krysStale zistil, ze rozptylené Ziarenie
je absorbované viac ako by malo byt podla klasickych predstéav. Na vysvetle-
nie tohto javu si Compton urobil pracovni hypotézu, 7ze rozptylené Ziarenie
ma vicsin vinovi dlzku ako Ziarenie dopadajice. Tato hypotéza protirecila
teorii podla ktorej sa pri rozptyle vlnova dizka Ziarenia nemeni. Compton
sa neuspokojil s pracovnou hypotézou, a ani ju nemohol velmi propagovat
vzhladom na protirecenie s teoriou. Najskor sa pokusal uviest do siladu
vysledky experimentu s teériou aplikovanim Dopplerovho efektu. Jednoduchy
vypocet v8ak ukazal, ze v takomto pripade by sa museli elektrony pri rozptyle
kolektivne pohybovat jednym smerom polovi¢nou rychlostou svetla. Tym by
sa indukovali obrovské prudy, ktoré by krystal roztavili. To sa samozrejme
nepozorovalo. Na zaklade vysvetlenia vonkajsieho fotoefektu, prisiel Comp-
ton na myslienku, ze jednotlivy foton prichddzajiceho Ziarenia interaguje
prave s jednym elektronom v rozptylujicom krystale. Potom uz len aplikoval
zakony zachovania energie a hybnosti a dostal vyborni zhodu s experimen-
tom. V dosledku tejto myslienky priradil fotonu popri energii aj hybnost. V
roku 1927 bola priekopnicka myslienka Arthura H. Comptona ocenend No-
belovou cenou. Tak po rokoch tdpania medzi vinovou a ¢asticovou podstatou
svetla bolo uzavreté, ze pravdu maju obe strany - foton je "castica" aj "vina"
zaroven. Tato pozoruhodna vlastnost vino-c¢astice v buducnosti zkomplikuje
odvodenie pohybovej rovnice a zavedie do fyziky "nenazornost". Ale to je
uz iné rozpravanie.



Kapitola 3

Pohybova rovnica vino-castice

V roku 1897 uverejnil Joseph John Thomson vysledky experimentov z ktorych
vyplyvala existencia velmi ahkej ¢astice nesucej elektricky naboj. Paradoxne
meno pre thato ¢asticu uz existovalo, pretoze v roku 1891 Johnstone Stoney
navrhol pre elementarny nosi¢ naboja v elektrickom pride meno elektrén.
J.J.Thomson bol na svoj objav (za ktory v roku 1906 dostal Nobelovu cenu)
pravom hrdy. V neskorsich pracach sa preto pokiusal umiestnit novo objavent
Casticu - elektron do inych modelov. Velmi tspesnym bol v tom c¢ase "jeho"
model atomu, ako najmens$ej stavebnej castici sveta. Podla tohto modelu
je kladny naboj rovnomerne rozdeleny v objeme gule s polomerom radovo
10 '%m. Elektrony volne plavajt v objeme gule ako hrozienka v pudingu tak,
aby celkovy naboj atému bol neutrdlny. Aj ked prvotnd myslienka patri
lordovi Kelvinovi, model sa tspesnym stal prave vdaka objavu elektronu a
popularite J.J. Tomsona. Dnes, mozno trosku nepravom, hovorime o Thom-
sonovom modeli.

V obdobi rokov 1906 az 1908 vykonali mladi fyzici Hans Geiger a Ernest
Marsden pod vedenim Ernsta Rutherforda (Rutherford sa preslavil este raz,
ked sa stal starym otcom rovnako slavnej spevacky Olivia Newton John-
ovej) pokusy s rozptylom « -¢astic na tenkej zlatej folii. Cielom pokusov bolo
potvrdit (alebo snad aj vyvratit) pravdivost Thomsonovho modelu atému. V
ramci predpokladov Thomsonovho modelu, experimentatori oc¢akavali malé
rozptylové uhly. Na velké prekvapenie, mnohé z dopadajucich « -Castic da
odrazali spit. Po rokoch prekvapenie experimentatorov popisal Rutherford
na jednej prednaske takto. "Efekt odrazenia « ¢astice na atome konsStruo-
vanom na zaklade Thomsonovho modelu bol asi tak pravdepodobny, ako ze
sa podari zachytit granat vystreleny z 15-palcového (asi 45 centimetrov) lod-
ného dela na tenkom cigaretovom papieriku. Napriek tomu sme ten efekt
pozorovali." Rutherfordovi trvalo este asi jeden a pol roku, aby prisiel tej
zahade na koren. Na zlatii nedelu v roku 1910 pozval Rutherford a jeho
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manzelka na veceru niekolko kolegov, aby im oznamil: "Teraz uz viem ako
vyzerda atom." Na veceri sa dozvedeli, ze vysledok experimentu mozno inter-
pretovat len v tom pripade ak je kladné, tvrdé ale velmi malé jadro umiestné
v strede atéomu a elektrony sa pohybuja okolo. O kruhovych driahach sa este
nehovorilo. Vyplyval z toho neuveritelny zaver, Ze hmota okolo nés je neu-
veritelne prazdna.

Zaciatkom roku 1913 navstivil Nielsa Bohra vo fyzikidlnom tstave Ko-
danskej univerzity davny priatel zo studii Hans Méarius Hansen. Tento chcel
so svojim spoluziakom prediskutovat problém izolovanych ¢iar vo vyzarovacich
spektrach jednotlivych latok. Od pionierskych c¢ias Balmerovych pokusov,
pokrocila dopredu experimentélna technika, nik v8ak nemal ani potuchy ako
tie ¢iary vznikaju. Niels Bohr sa po niekolko rokov zamyslal na tym, ako
sa pohybuju atomy okolo jadra v Rutherfordovom modeli. Jeho hypotéza v
ktorej predpokladal, 7e elektrony sa pohybuju po uzavretych drahach bez
toho, aby vyzarovali svoju energiu vo forme elektromagnetického Ziarenia,
nardzala na nedoveru, pretoze odporovala teorii elektromagnetického ziare-
nia. Ked Hans Marius Hansen vytiahol Balmerov vztah, bolo Bohrovi zrazu
vietko jasné. Bolo to ako ked kamienky v skladacke zapadni na spravne
miesto a v hlave sa vynori spravny obraz. Jednotlivé ¢iary vo vyzarovacich
spektrach vznikaja pri prechode elektréonov z jednej hladiny na druhd. Na
obrazku 3.1. st znédzornené prechody pre jednotlivé série v pripade vodiku.

Teraz uz mohol Bohr definovat svoje postulaty a pomocou nich vysvetlit
podstatu ¢iar v emisnych spektrach.

Bohrove postulaty

1.Elektréony sa pohybuji okolo kladne nabitého jadra po stabil-
nych kruhovych drahach.
Z podmienky stability atomu musi platit, predpoklad zachovania celkovej
energie, ktord sa rozdeluje na kineticki energiu K a potencidlnu energiu U:

H=K+U (3.1)

kde pre kineticka energiu pohybujiceho sa telesa hmotnosti m (v tomto
pripade elektronu) plati:

1
K = gmv (3.2)

ak predpokladame, 7e elektron sa pohybuje v coulombickom poli kladne
nabitého jadra po kruznici polomeru r, pre potenciadlnu energiu dostaneme:

2

e
U=—k= (3.3)
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Obr. 3.1: Dowvolené prechody medzi jednotlivimi hladinami v atome vodiku.
Vinové dizky jednotlivijch ciar velmi presne popisuje zobecneny Balmerov
vztah.

kde £ je konstanta. Pritazlivi coulombicki sila f. medzi jadrom a elek-
tronom musi byt kompenzovana odstredivou silou f, rovnakej velkosti:

fc = fo (34)
po dosadeni:
ez mo?
a po uprave:
2
1
k;—r = émzﬂ (3.6)

Teda z podmienky stability atému dostaneme pre kineticki energiu:

2

(&
K =k— 3.7
5 (3.7)

A pre celkovu (vizobni) energiu:
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2

e
E=—-k— .
/{;2T (3.8)

ktora je zaporna ¢o zarucuje stabilitu atomu a dokazuje platnost prvého
postulatu.

2. Pri pohybe elektréonu okolo jadra sii dovolené len niektoré
drahy. Mimo nich sa elektrén nemoéze vyskytovat.

Kazdej dovolenej drahe zodpoveda moment hybnosti L=mur, ktory nadobtda
diskrétne (kvantované) hodnoty:

h
MURTy = N—— (3.9)
2
kde n—=1,2,3,....., h je Planckova konstanta, r , si dovolené polomery

orbitalnych drah. Energeticka "vzdialenost" medzi dvomi dovolenymi or-
bitalnymi drdhami je h/2 7. KedZe tento podiel Planckovej konstanty a dvo-
jnasobku 7 sa bude ¢asto vyskytovat, zavedieme nové oznacenie:

_h

T or
Vo ztahu (3.9) vystupuji dve neznéame veli¢iny r, a v,, ktoré spolu suvisia.

Aby sme dokézali urcit polomery dovolenych drah, musime eliminovat rychlost:

h (3.10)

m*v2r? = n*h? (3.11)

z rovnosti coulombickej a odstredivej sily (rovnica 3.4) dostaneme:

2

=k 3.12
v =k (312)

Po dosadeni do predposledného vztahu dostaneme:

n’h?

"= 3.13
" ke*m ( )
kde n—1,2,3,..... a nazyvame ich hlavné kvantové ¢éisla. Vidiet, ze s

rasticim hlavnym kvantovym c¢islom sa polomer dovolenej orbitalnej drahy
zvacsuje kvadraticky. Najmensi polomer, ktory je v stabilnom atéome dov-
oleny, vypocitame, ak polozime n=1 a tento polomer oznac¢ime ako a,:

h2

keZm

Qg

(3.14)

Po dosadeni ¢iselnych hodnot dostaneme, ze:
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ap = 0.529 x 107'm (3.15)

tento polomer nazyvame Bohrov polomer. Hodnota Bohrovho polomeru
sa zda byt velmi mal4, aviak porovnana k polomeru atémového jadra (7107'°m)
je obrovska. Aby sme ziskali predstavu o velkosti rozdielu medzi polomerom
jadra a polomerom prvej drahy, predpokladajme "giganticky" model atomu
s jadrom o polomere 1 cm. V takomto modeli by sme museli umiestnit elek-
tron na prvi drahu vo vzdialenosti 100 metrov. Skutocne sa takto naplnil
predpoklad Ernsta Rutherforda o prazdnosti hmoty okolo nés.

Pomerne jednoducho vyjadrime energiu elektronu a n-tej drahe pouzi-
juc predchadzajice vztahy (3.8) a (3.13):

k2etm
2n2h?

3. Pri prechode z energeticky vysSej hladiny na energeticky
nizsiu hladinu sa rozdiel energie vyZiari vo forme elektromagnet-
ického Zziarenia, frekvencia ktorého je dana vztahom:

E,=— (3.16)

kde: v je frekvencia vyZiarenej elektromagnetickej vilny, a E ;
sii energie hladin. Pri prechode z energeticky nizSej hladiny na
energeticky vys$$iu hladinu sa rozdiel energie absorbuje vo forme
elektromagnetického Ziarenia zodpovedajticej frekvencie.

Po dosadeni do rovnice ( 3.17) z rovnic (3.16) a (3.14) dostaneme:

ke? ke?
hy = — — (- 3.18
v 2agn? ( 2an3 (3.18)
alebo po malej tiprave:
ke? 1 1
= — - — 3.19
. 2a0h(n§ n?) (3.19)

Ked7e poloha spektralnych ¢ar sa udéva vo vinovej dizke (nie vo frekvencii),
posledny vztah prepiSeme do tvaru pre vinova dlzku (pouzili sme pri tom
vztah \ ) :

R (3.20)

1 1
A n? n?

Rt V]

kde sme oznadili:
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ke?

Ry = 3.21
a 2aohc ( )

Po dosadeni ¢iselnych hodnot do vzfahu (3.21) dostaneme:
Ry = 1097.3731m ! (3.22)

Vypocitana konstanta R g zodpovedé experimentéilnej Rydbergovej kons-
tante R o, vystupujicej v Balmerovom vztahu. ZlepSenie vysledku mozno
dosiahnut ak uvazujeme o atéme ako ststave dvoch hmotnych telies, ktoré
obiehaju okolo spolo¢ného taziska. Vo vztahu (2.14) pre vypocet Bohrovho
polomeru potom namiesto hmotnosti elektréonu m bude vystupovat reduko-
vana hmotnost p :

mm,

p= " (3.23)

kde m, je hmotnost protéonu. Zavedenie tejto malej korekcie umoznilo
zlepSit sthlas medzi teoriou a experimentom, tak ze vzajomna odchylka je
v medziach experimentalnych chyb pouzitych konstant a vlastného mera-
nia. Vyborny sihlas experimentu s teériou bol triumf bohrovej tedrie a
znamenal vstup do novej mechaniky.

Aplikicie troch postulatov Nielsa Bohra priniesli vyznamné vysledky pre
vysvetlenie vodikovych emisnych spektier. Tato tedria vSak nebola schopna
vysvetlit polohu ¢iar v emisnych spektrach héliovych a zlozitejsich atomov.
Vdaka tomu, aj napriek nepochybnym tuspechom, mala tato tedria v rokoch
1913 - 1926 mnohych odporcov. Hlavnym argumentom bol neobyc¢ajne vysoky
pocet postulatov - tvrdeni bez dokazu. Hlavne prvy postuldt o dovolenych
drahach vyvolaval pochybnosti. Zdalo sa, ze tieto postulaty mozno odvodit
z eSte elementarnejsich principov.

V roku 1923 mlady fyzik Louis de Broglie vyslovil revolu¢ni myslienku.
Ak je pravda, ze elektromagnetické vlnenie sa prejavuje dudlnym charak-
terom (teda foton je zaroven vina aj castica), potom podobny efekt mozno
predpokladat aj pre hmotné telesa. Ak teda pripustime, Ze elektron méa
podobné duélne vlastnosti, ako foton, pri svojom pohybe okolo jadra sa siri
vo forme vlny, podstata ktorej de Brogiemu zostavala utajené. Na to aby ne-
dochadzalo k interferenénym javom a néaslednému zaniku vlno-castice, musi
sa na obvod orbitalnej drahy "zmestit" celistvy pocet vin, ako je to schemat-
icky naznacené na obrazku 3.2. Nutnou podmienkou staciondrneho n-tého
orbitu s polomerom 7r,je:

27r, = nA (3.24)
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kde: \ je vinova dlzka hypotetickej viny, prislichajicej obiehajicemu elek-
tronu.

Obr. 3.2: Schématické zndzornenie stojatej viny na staciondrnom orbitdli
vodikového atomu.

V pripade, Ze vina ma vlastnosti fotonu, tak energiu na stabilnom orbite
mozno vyjadrit nasledovne (pomocou Einsteinovej teorie vonkajsieho fotoe-
fektu):

E=hy (3.25)

alebo tiez pouzijic zavery Einsteinovej Specidlnej teorie relativity:

E = mdc? (3.26)

Spojenim poslednych dvoch rovnic dostaneme:

hv = mc? (3.27)
Po malej iprave dostaneme:
h
e (3.28)
v mc

Ak uvazime, ze relativisticka hybnost p=mc a A=c/f dostaneme funda-
mentalny (zékladny) vztah medzi vinovou dlzkou a hybnostou ¢astice:

A= (3.29)
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Ak za A dosadime podmienku pre stabilnt orbitalnu drahu (3.24), potom
dostaneme:

nh (3.30)
mur, = — .
2

¢o nie je ni¢ iné ako zdhadny vztah vystupujici v druhom Bohrovom
postulate. Takto na zédklade neobycajnej myslienky Louse de Broglieho bolo
mozné vysvetlit, preco sa elektrény pri pohybe okolo jadra pohybuji len po
presne vymedzenych drahach.

"Nova mechanika" ktora tak vyborne posluzila pri vysvetleni exper-
imentalnych vysledkov ziskanych koncom 19. storocia, priniesla zaroven
neprekonatelné problémy pri formulovani pohybovej rovnice. Kvantovo-mechanicka
pohybova rovnica musela totiz v sebe spajat vinové a sucastne aj korpuskularne
vlastnosti mikroskopickych ¢astic. V roku 1923 sa Erwin Schodinger pokusil
spojit vlnové vlastnosti (popisané vinovou rovnicou):

Pu(x,t) 1 Pu(z,t)
ox2 w2 Ot

kde: u(z,t) je funkcia popisujica vinenie v jednom rozmere a ¢ase (naprik-
lad vychylku) a v je rychlost vlnenia, a pohyb korpuskularnej ¢astice (popisané
hamiltonovou rovnicou):

(3.31)

P
EFE=—+U 3.32

o T (3.32)

kde: F je celkova energia, p je hybnost a U je potencidlna energia, do
jednej univerzéalnej rovnice. Z poslednej rovnice, po tprave, dostaneme pre

hybnost:

p=+2m(E—0U) (3.33)

Za predpokladu, ze plati de Broglieho hypotéza o priradeni viny pohy-
bujicej sa Castici, pouzijic vztah (3.29), mozno pre zodpovedajicu vinova
dlzku \ pisat:

A=hy2m(E - U) (3.34)
Po malej iprave dostaneme:
v?  2mu*(E —U)
A2 R
VInova rovnicu, povodne priestorovo-¢asovii rovnicu mozno, pomocou
substitucie:

(3.35)

17



u(z,t) = w(z) exp(—iwt) (3.36)

(kde: w=27f a nazyva sa kruhova frekvencia), rozdelit na priestorovi a
¢asovi zlozku, (treba starostlivo urobit derivaciu podla ¢asu a dosadit) takze
dostaneme obyc¢ajnu diferencialnu rovnicu:

2 2
d ;ngx> + %w(x) —0 (3.37)

Ak v poslednej rovnici upravime podiel w? /v? pomocou vztahu w=27f a

p=h/\ dostaneme:

d*w(z)  p*
e + ﬁw(:c) =0 (3.38)
Po dosadeni za hybnost z rovnice (3.33) dostaneme:
dw(x) 1
=+ 2m(B = U)w(r) = 0 (3.39)

Po malej iprave a zamenenim w(x) za ¢(x), pretoze tak oby¢ajne oznacu-
jeme amplitidu hmotnej viny dostaneme:

(~gom s + U@)) 9(0) = Bt (3.40)

Vyraz v zatvorke nazyvame Hamiltonov operator a oznacujeme H

. Rozsirenie rovnice na tri rozmery nerobi ziadne principidlne tazkosti.
V uvedenej rovnici nevystupuje ¢as, ktory sme vylaéili pouzitim substiticie
(2.35). Riesenim bez¢asovej rovnice dostaneme iba stacionarne riesenia. Po-
hybovt rovnicu dostaneme po dosadeni substiticie a zamenenim u(x,t) za

h(x,t):

ov(x,t)  h* 0
= (g U@ )W) (3.41)

Tato rovnica v sebe spaja vinovia a klasicki pohybovi rovnicu a dnes
ju nazyvame Schrédingerova rovnica na pocest Ervina Schrodingera. Pre za-
chovanie historickej objektivity treba poznamenat, ze nezavisle na Schrédingerovi
odvodil podobnt rovnicu Werner Heisenberg.

th
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Kapitola 4

Poloha a hybnost
kvantovo-mechanickej castice

Ked sa Ervinovi Schédingerovi podarilo odvodit pohybovi rovnicu, ktora
dokéazala spojit vinové a korpuskularne vlastnosti mikrocastice, odstartovala
sa tym diskusia ako siuvisi makrosvet, v ktorom zijeme a pozorujeme ho,
s nehmatatelnym a do istej miery abstraktnym mikrosvetom vlno-castic.
Bolo sa treba opytat kde je hranica medzi mikrosvetom a makrosvetom a
¢ je vObec mozné nahliadnut za hranice kvantového mikrosveta. V roku
1926 sa pokusil Werner Heisenberg (vtedy len 25 ro¢ny fyzik) na zik-
lade poznatkov z kvantovej tedrie interpretovat pozorovanie mikrosveta. V
myslienkovom experimente pouzil nesmierne vykonny mikroskop, ktory je
schopny pozorovat jednotlivé elektrony. Na to aby to bolo mozné musi po-
zorovatel, v sulade s klasickou fyzikou makrosveta, poznat polohu a hyb-
nost pozorovaného objektu. To sa da urobit tak, Ze pozorovatel vysle k skiu-
manému objektu "sondu", ktord sprostredkuje informaciu o pozorovanom
objekte z mikrosveta. Sonda, na to aby bola schopna pozadovani informéciu
sprostredkovat, musi mat podobné rozmery ako skimany objekt.

V pripade elektronu treba pouzit kvantum elektromagnetického ziare-
nia - fotén, ktory je "dostato¢ne zaostreny", aby pozorovatel bol schopny
ur¢it polohu. Nech je teda pouzity fotén lokalizovany v smere pohybu na
tsecke dizky Az Takato lokalizacia sa da vytvorif len pomocou vhodne
skongtruovanej interferencie rovinnych vin. To je dévod, preco lokalizovanej
vlne hovorime vlnovy balik. Lokalizacia na usecke dizky Az, znamena, ze
amplitida viny (ako neskor uvidime ide o komplexni vlnu) mimo tsecky je
nulova. Teda interferencia musi byt také, aby sa jednotlivé viny mimo inter-
valu (-Az/2,Az/2) navzajom zrusili. Aby to bolo mozné musia sa vo vlnovom
baliku vyskytovat vlny s dizkami A [A0?]a A~ takymi, Ze sti v protifaze (rusia
sa) pri okraji balika a v strede balika su vo faze (zosiluju sa). Ak teda na
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interval Az/2 pripadne n period s vinovou dlzkou A [A0?]a n+1 period s
vlnovou dlzkou A~ ¢ mozno zapisat nasledovne:

o

5 = nA (4.1)

% =(n+1)N (4.2)

Od¢itanim oboch rovnic a po vynasobeni 47 dostaneme:

Az (7 - 7) =2 (4.3)

alebo ak uvazime, 7e vlnocet (pocet period na jednotku dlzky) k=27 /A
[A0?[posledny vztah mozno prepisat:

NxNk =27 (4.4)

kde Ak=(1/k°)-(1/k) a oznaluje rozsah intervalu frekvencii rovinnych
vin, potrebnych na vytvorenie pozadovaného vinového balika lokalizovaného
na intervale Az.

Z poslednej rovnice vidno, Ze so skracovanim vzdialenosti Az na ktorej je
vinovy balik lokalizovany, narasta pocet potrebnych frekvencii. Pozorovatel
pri pozorovani polohy, sa bude snazit zlepSovat meranie polohy mikroskopick-
ého objektu tak, ze bude zaostrovat (teda lokalizovat) vysielany vinovy balik. Tak
moze v podstate dosiahnut neobmedzent presnost v urceni polohy. Ak sa
pozorovatel rozhodne zmerat aj rychlost ¢astice, musi pouzit dva vlnové
baliky vyslané tesne za sebou aby priniesli informaciu o polohe ¢astice v ¢ase
t a t-+At. Podla klasickej formule:

_a(t+ At) — 2(1)

v = N, (4.5)

kde v je rychlost cCastice, urcéi rychlost ¢astice. Aby presne lokalizoval
polohu v potrebnych dvoch bodoch, pouzije velmi zaostrené vinové baliky.
Podla teérie Louse de Broglieho je v8ak pohybujica sa mikroskopicka ¢as-
tica charakterizovana vlnou. V procese "zrazky" vlnového baliku s ¢asticou
tieto spolu interferuju a vznikne novy "stav'" mikrocastice. Podla vysvetle-
nia Comptonovho javu, v procese interakcie odovzda vinovy balik ¢ast svojej
energie Castici, ktora sa v istom ¢ase pohybuje zrychlenie. Vyraz (3.4) viak
predstavuje klasicku (makroskopicki) definiciu rychlosti a uvazuje sa v hiom,
7e sa sledované Castica pocas ¢asového itervalu At , pohybuje rovnomerne. V
nasom pripade, nasledujuci vlnovy balik najde casticu v stave po urychleni,
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takze rychlost podla (3.4) nemozno presne urcit. Tento jav mozno pot-
lacit tak, ze pozorovatel bude skracovat ¢as medzi jednotlivymi meraniami.
Musi vsak pouzit viac lokalizované vlnové baliky, aby tieto neinteragovali
navzajom. Tym vSak zviac8uje ich energiu (na ich vytvorenie "pouzije" vA¢si
pocet rovinnych V[n) a zaroven zvacSuje aj urychlovaci efekt. Aby potlacil
urychlovaci efekt, moze pouzit méalo lokalizovany vinovy balik - tvoreny
malym po¢tom rovinnych vin. V hrani¢nom pripade pouzije len jednu rovinni
vinu, ktord vytvori uplne nelokalizovany vlnovy balik. Tak bude zvySovat
presnost urc¢enia rychlosti. So zvySovanim presnosti urcenia rychlosti ¢astice
vSak bude klesat presnost urcenia polohy a opac¢ne. Zostava uz len urcit ¢i
existuje nejakd optimélna kombinacia polohy a rychlosti, pri ktorej sa da
minimalizovat vzajomna nepresnost merania. Tu sa musime vratit k samot-
nej podstate tvorenia vinového baliku. Pouzijeme rovnicu (4.4):

AzAk =27 (4.6)

Po dosadeni z de Brogieho rovnice A=h/p a uvazenim Ak=27 /AN po
malej iprave dostaneme:

h
AzxAp = 5 (4.7)
¢o je optiméalny vztah medzi presnostou urcenia polohy a hybnosti vIno-
Castice. Kedze v experimente nenastiva optimélny stav, posledni rovnost

obycajne uvadzame vo forme nerovnosti:

h
AxAp > 5 (4.8)

Tato nerovnost vyjadruje slavny princip neurcitosti formulovany Wernerom
Heisenbergom v roku 1926 a poukazuje na hranicu medzi mikro a makro sve-
tom.

Po uverejneni principu neurcitosti - mimochodom znadmom z optiky uz
davnejsie - vo fyzikalnej obci sa rozputala burliva diskusia. Tento princip totiz
napada samotnu podstatu deterministického ponimania sveta. V septem-
bri roku 1927 sa v luxusnom hoteli Métropole v Bruseli schadza vteda-
jsi vykvet fyzikdlneho sveta. Vybranu spolo¢nost tvori 28 panov a jedna
dama. Cielom ich stretnutia je urobit poriadok v interpretacii vysledkov
kvantovej mechaniky. Pocas stretnutia sa do sporu (samozrejme vedeckého)
dostali Niels Bohr, zéstanca principu neurcitosti a vlnovo-Casticovej inter-
pretacie (kodanska skupina fyzikov) a Albert Einstein, ktory napriek tomu
ze, vysvetlenim vonkajsieho fotoelektrického javu otvoril dvere "novej fyzike",
pri interpretacii pravdepodobnostnej fyziky sa stal jej najva¢sim odporcom.
Vysledkom tyzdennych diskusii bolo vitazstvo kodanskej skupiny fyzikov a
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formulovanie zakladnych postulatov kvantovej mechaniky. Ich znenie (pre
jednorozmerny pripad) je nasledujtce (pre lepsie pochopenie ich uvadzame
spolu s prikladom elektronu viazaného na tsecku):

Postulat I: Fyzikalny stav c¢astice je aplne popisany komplex-
nou vlnovou funkciou V(x,t). Hustota rozdelenia pravdepodobnosti
vyskytu Castice je dana ako P(x,t)= U*(x,t) ¥(x,t), (tento sufin
nazyvame komplexny kvadrat).

Uvazujme jednoduchy pripad, ked je elektron viazany na interval dizky
L. Ako neskor uvidime, to zodpoveda pripadu jednorozmernej nekonecne
hlbokej potencidlovej jame. Podla zadania vyzadujeme, aby sa elektron vysky-
toval na intervale <0,L>. Stav elektronu (v istom okamihu) predpiseme vl-
novou funkciou:

U(x,t) = Ax(L — x) (4.9)

kde: cas je parameter a vo vlnovej funkcii explicitne nevystupuje. Tvar
funkcie sme zvolili do istej miery od oka a v dalSom budeme zistovat, apliko-
vanim postulatov, nakolko je tento tvar spravny.

Podla prvého postulatu, kvadrat navrhovanej funkcie zodpoveda hustote
rozdelenia pravdepodobnosti v danom okamihu. Normaliza¢ni konstantu A
uré¢ime z predpokladu, Ze elektron sa s pravdepodobnostou rovnej jedna
vyskytuje na intervale <0,L>:

1= /L U?(x, t)dx (4.10)

alebo po dosadeni zo vztahu (4.9):

1= /OL{AZL‘(L —x)¥dx (4.11)

po "vyrieSeni" integralu a malej iprave dostaneme:

A== (4.12)

Navrhovana vinova funkcia teda existuje aj ked to eSte nezarucuje, Ze je
rieSenim zodpovedajicej Schrodingerovej rovnice.

Postulat II: Vlnova funkcia ¥(x,t) ako aj jej prva a druha de-
rivacia podl'a stiradnice musi byt spojita a jednozna¢na pre vsetky
hodnoty x.

Navrhnuta vlnova funkcia je spojita véitane prvej a druhej derivécie.
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Postulat I11: Kazda veli¢ina, ktort je mozné fyzikalne pozorovat,
je v kvantovej mechanike reprezentovana hermitovskym operatorom
A.

V klasickej mechanike potrebujeme na jednoznac¢né urc¢enie pohybu hmot-
ného bodu urcit polohu a hybnost hmotného bodu. Ked7e toto pravidlo plati
aj v kvantovej mechanike (len veli¢iny maju iny tvar), musime najst pris-
lugné operatory polohy a hybnosti elektronu viazaného na tisecke dizky L. V
Schrodingerovej rovnici (pripominame ide o pohybovi rovnicu ) vystupuje
poloha v potenciédlnej energii, ktora je redlna coulombovska. Operator polohy
je teda totozny s polohou:

T=x (4.13)
Hybnost vystupuje v kinetickej energii:
2

p
=
F 2me

(4.14)

v kvantovomechanickej interpretacii vino-c¢astice je kinetické energia dana:

h? d?
E = 4.1
k 2m da? (4.15)

Porovnanim poslednych dvoch rovnic pre operator hybnosti dostaneme:
d
) = —ih— 4.16
p o (4.16)
Postulat I'V: Stredna, alebo o¢akavana hodnota <A > l'ubovolnej
pozorovatel'nej veli¢iny A, ktora je reprezentovana operatorom A,
je dana vztahom:

<A >=/ U*(, 1) AW (2, t)da (4.17)
Strednt hodnotu (o¢akévant hodnotu) polohy vypocitame teda nasle-
dovne:

L
< >:/ U*(z, t)xV(z, t)dx (4.18)
0
po dosadeni za W(x,t) (¢as vystupuje opéft, ako parameter):
) b 30, 2
< T >= i T3t (L —x)%dx (4.19)

23



Po vyrieseni posledného integralu pre oc¢akdvani hodnotu polohy elek-
tronu dostaneme:

L
< T >= 5 (4.20)
To znamena, ze o¢akdvanid hodnota polohy elektronu, teda to, ¢o budem
merat v experimente, je prave v strede tsecky, na ktorej je lokalizovany. V
tomto pripade je tam aj najvicsia amplitida vinovej funkcie.
Strednu (o¢akavani) hodnotu hybnosti vypoc¢itame podobne:

L
<p >:/ \I/*(x,t)i—?\ll(x,t)dx (4.21)
0 ,L
po dosadeni za W(x,t):
L
<p>= / x%x(L — :E)E{(L —x) —xhdx (4.22)
0 i

Po vypocitani posledného integralu pre strednti hodnotu hybnosti dostaneme:

<p>=0 (4.23)

Tento vysledok sme ocakavali, pretoze viazany elektron sa makroskopicky
nepohybuje. Na urcenie nepresnosti merania potrebujeme urcit strednu kvadrat-
ick odchylku merania (normélne Statistické spracovanie merania) polohy a
hybnosti. Teda po dosadeni do zékladnych vztahov:

< Ax>i=<a?> - <3 >? (4.24)
kde:

L
<’ >=/ U220 (x, t)dw (4.25)
0

Po dosadeni prislusnych vztahov a vyrieSeni integralu dostaneme:
2

< A >2=— 4.26
v 2 (4.26)

Podobne pre strednii kvadratickd odchylku merania hybnosti:

< Ap >P=<p? > — < p>? (4.27)
kde:
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<p?>= /OL \Il*(x,t)(?)2\ll(x,t)daz (4.28)

Znovu po dosadené a vyrieSeni integralu dostaneme:

< Np >?= (4.29)

Sucin strednej kvadratickej odchylky merania polohy a hybnosti nam
da celkovi neistotu merania polohy a hybnosti (pripominame, Ze tieto dve
veli¢iny potrebujeme podla klasickej mechaniky na urcenie stavu pohybu-
juceho sa hmotného telesa) dostaneme:

10h2 - h?
28 4
Posledna nerovnost spliia vztah neur¢itosti. To méa nesmierny vyznam,

pretoze aplikovanim prvych Styroch postulatov mozno ziskat vztah neurci-
tosti.

< Ax >2< Ap >2=

(4.30)

Postulat V: Pripustnym vysledkom merania veli¢iny A reprezen-
tovanej operatorom A je ktorakol'vek z vlastnych hodnét a; opera-
tora A.

To 7e elektron je viazany na useCku je Ciste forméalna tvaha. V real-
nom experimente to znamena elektrén "umiestneny'" medzi dvomi paralel-
nymi kovovymi doskami, ktoré st nabité na vysoky zaporny potencial. Medzi
doskami je potencial nulovy. Plati teda:

V(z)=0 0<xz<L (4.31)
V(z) =00 x>0,2>1L (4.32)

(—h— & + V(x)) o(r) = Ep(x) (4.33)

Riesenie hlad4ame intervale x=(0,L), pretoZe mimo intervalu (0,L) je rieSe-
nie nulové. Ak je V(x)=0 mozno posledni rovnicu prepisat do tvaru obyca-
jnej diferencidlnej rovnice:

d2

@go(x) + E*p(z) =0 (4.34)
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kde:

2mE
h

Jej rieSenie je lahké - spomeiite si na rieSenie tlohy o harmonickom os-
cilatore - dostaneme ho vo forme stc¢tu harmonickych funkeii:

k= (4.35)

p(x) = Asin(kz) + B cos(kx) (4.36)

kde A a B su konstanty, ktoré treba urcit z okrajovych podmienok, v
nasSom pripade:

2(0) = (L) =0 (4.37)

Z okrajovej podmienky v bode z=0 vyplynie, ze B=0. Z druhej okrajovej
podmienky (v bode z=L) dostaneme:

k=k,=— (4.38)
kde n je celé ¢islo.

Kon$tantu A ur¢ime z normovacej podmienky:

L
1= / | Asin(k,z) |* dz (4.39)
0

Po vyrieseni posledného integralu dostaneme pre Tubovolné (pripustné)
ky :

A=\/7 (4.40)

Vysledny tvar "dovolenej" vinovej funkcie p(x) dostaneme po dosadeni
"normovacej" konstanty A a B (B—0 len v naSom pripade, vo vieobecnosti

to tak nemusi byt):
2
O =1/ 7 sin(n%:p) (4.41)

kvadrat tejto funkcie (vo vieobecnosti komplexny stcin ¢ (x) p(x) )
urcuje hustotu rozdelenia pravdepodobnosti vyskytu ¢astice v bode x. Pravde-
podobnost, ze ¢asticu najdeme v intervale poloh <x,x+Ax> [A07|n-te]j en-
ergetickej hladine je dana:

Pu(a) = / T @) en(x)ds (4.42)
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Pripustné hodnoty energie (vlastné ¢isla operatora) ststavy elektronu vi-
azaného na tisecku dostaneme, ak aplikujeme (zamené to,ze urobime operacie
uvedené v operatore) operator celkovej energie (v kvantovomechnickom vy-
jadreni je energia operator):

1

E=T=—p 4.43
5P (4.43)

na funkciu ¢(x) (pozri 4.36 a 4.40):
Bn(z) = Fupu(a) (1.44)

Po starostlivom vykonani dvojnésobnej derivacie (ukrytej v operatore
hybnosti) pre dovolené energie ststavy dostaneme:

h2

E, = %kg (4.45)
alebo po dosadeni za k,, (4.38):
h2 2
L= 2njL”2 (4.46)

Podla posledného vyrazu, st v sustave lokalizovaného elektrénu pripustné
len urcité energie. "Vzdialenost" medzi jednotlivymi energetickymi hladinami
je nepriamo umerna dlzke intervalu na ktorom je elektrén lokalizovany. Ak
rozsirime interval do nekone¢na dostaneme spojité spektrum energie, ¢o je
charakteristické pre volnu casticu. Energeticky rozdiel medzi dvomi hladi-
nami rastie kvadraticky s rasticim n. Vysledok sa lisi od zavislosti odvodenej
Balmerom pre energetickit vzdialenost dvoch hladin (orbitalov) v atéome
vodiku (AFE =~ # ), pretoze tam sa elektron pohybuje v trojrozmernom
coulombickom poli, ¢o je uplne iny problém.

Existenciu izolovanych energii (diskrétne energetické spektrum) mozno
pochopit tak, 7e v rieSeni vyzadujeme nulovii hodnotu vlnovej funkcie na
okrajoch intervalu, na ktorom je elektréon viazany. Je to podobné ako ked
kmita struna, upevnena v dvoch pevnych bodoch, len na urcitych (dov-
olenych) frekvenciach. Kazdej frekvencii prislicha stacionarne vlnenie take,
ktoré splia okrajové podmienky. Na obrazku 4.l1a st zobrazené tri prvé
vlastné funkcie, ktoré mozu v stacionarnom stave existovat v nekonecne
hlbokej potencidlovej jame. Hustota rozdelenia pravdepodobnosti existencie
Castice je nakreslend na obrazku 4.1b. Na najnizSej energetickej hladine (prva
vlnova funkcia) je hustota rozdelenia pravdepodobnosti najvicsia v strede
intervalu na ktorom je elektron (vino ¢astica) viazany. Na druhej energetickej
hladine je hustota rozdelenia pravdepodobnosti v strede intervalu nulova.
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Obr. 4.1:  Twar vlnovej funkcie (a) a hustoty rozdelenia pravdepodobnosti
viyskytu (b) elektronu "uzavretého" medzi nabitymi doskami, ktoré predstavugji
"mekonecne hlboki potencidlovi jamu.

"rozpadne" na mnozinu dovolenych vinovych funkeii (4.41). Ak sa poci-
atocny stav priblizuje k niektorej z vlastnych funkcii potom vysledny stav
zahriuje len maly pocet funkcii. V opa¢nom pripade sa pociato¢ny stav roz-
padne na velky pocet vlastnych funkcii s nenulovou amplitidou. V naSom
pripade sme za pociatocny stav zvolili kvadraticki funkciu, ktoré nie je vlast-
nou funkciou. Jej priemet (realizaciu) na najnizsiu vlastna funkciu vypodi-

tame:
P=| /0 \/% sin(%x){x(L — 2)}dz |2 (4.47)

Po vypocitani posledného integralu dostaneme P=0.999. To znamen4, 7ze
99,9 % vnuteného stavu sa realizuje na najnizSej energetickej hladine. To
preto, lebo funkcia f(x) = Axz(L — z) je "podobna" na intervale <0,L>
prvej vlastnej funkcii funkeii ¢ (x).

Na priklade sme videli ako pomocou postulatov prijatych v roku 1927 na
stretnuti fyzikov v hoteli Métropol v Bruseli dokdzeme vysvetlit intuitivne
zavery fyzikov v predchadzajicich rokoch. Tu by sa dalo povedat, 7e fyzika
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opéat raz dosiahla svoje maximum a uz nie je ¢o skumat, pretoze vSetko
uz bolo objavené. Vyvarujme sa vsak podobnych unahlenych zaverov, ktoré
koncom 19. storoc¢ia priviedli fyzikdlnu obec na pokraj vedeckej priepasti.
f)alej uvidime, 7e vyrieSenim jednej zdhady sa vynoria nové a nové, ktoré je
potrebné vyriesit.
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Kapitola 5

Interakcia vlno-castice s
potencialom

Predstavme si jednoduché jednorozmerné zariadenie pozostavajice z dvoch
kovovych prstencov, z ktorych jeden je uzemneny a druhy mé oproti prvému
zaporny potencial U=-100V tak ako je nakreslené na obréazku b5.1.a. 7
Tavej strany nech do experimentélneho zariadenia prichadza zaporne nabita
mikroskopicka ¢astica (napriklad elektron so zapornym nabojom) s kinet-
ickou energiou T=180eV.

-100V

» UeV)
100V b

L
0 X

\4

Obr. 5.1: Zariadenie na "vytvorenie"potencidlu schodovitého tvaru (a).
Priebeh potencidlu vytvoreného v zariadeni (b).
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Pred prichodom do prvého prstenca sme jeho vlastnosti "upravili" tak, ze
pozname presne jeho hybnost. Podl'a principu neurcitosti v takomto pripade
bude jeho poloha "uplne" rozmazana a je realizovany len jednou jedinou vl-
nou s frekvenciou f. Ked7ze druhy prstenec mé zaporny potencial vzhladom
na prvy, nemoze sa ho tento priamo dotykat a musia byt separované aj
ked malou ale kone¢nou medzerou, ktort oznac¢ime dz. Na obrazku 5.1.b
je priebeh potencialu na skutocnej Strbine znézorneny c¢iarkovanou c¢iarou.
Pri pohybe elektronu pozdlz strbiny posobi na tento sila:

dU (x)
dx
Pésobenim tejto sily je elektron je spomalovany podla druhého Newtonovho
zakona. Treba poznamenat, 7e pravouhly potenciil sa neda vyrobit ani
pouzit, pretoze by "vyvolaval" nekonecne velké zrychlenie. Napriek tomu pri
nasom rozpravani pouzijeme prave takéto priblizenie, pretoze kvalitativne
vysledky st spravne. Na obriazku 6b je idealizovany potencidl znazorneny
plnou ¢iarou. Na "rieSenie" tlohy o pohybe je potrebné riesit pohybovi
rovnicu. Pre mikroskopicki ¢asticu sa pohybova rovnica nazyva Schrodingerova
rovnica (kedZe opakovanie je matkou mudrosti napisme ju znovu):

F=—

(5.1)

(_h—”i " m)) olx) = Bp(w) (5.2)

kde ¢(z) je tvar viny, ktory popisuje spravanie sa delokalizovaného elek-
tronu v potenciali V(z). Ten je v prvom prstenci nulovy (taky pripad sme uz
riesili), a v druhom nadobtda nenulovii hodnotu - v naSom pripade zaporna
vzhladom na prvy prstenec. Ak umiestnime Strbinu do pociatku stradnej
sustavy (vzdy to ide urobit), potom pre potencial plati:

V(z) = 0eV r <0 (5.3)
V(z) = —100eV x>0 (5.4)

Riesenie rovnice (5.2) pre z <0 ktoré oznac¢ime ako ¢, (z) sa bude skladat
z dvoch ¢asti: viny prichadzajicej z Tava ¢;;(z) a z viny odrazenej na
potenciali, prichadzajicej z prava p;p(x). Podla riesenia ulohy s nekonecne
hlbokym potencidlom uz vieme, ze kazda z vin ma dve zlozky:

p(x) = Asin(x) + B cos(z) (5.5)

kde koeficienty A a B urc¢ime z okrajovych podmienok, pricom nie vzdy
méame také Stastie, ako pri tlohe s nekonec¢ne hlbokym potencidlom, kde
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sa jeden koeficient rovna nule. Aby sme nemuseli pocas rieSenia paméitat
na mnozstvo koeficientov, pracu si trosku zjednodusime (len formélne). Ak
zavedieme komplexné cisla:

a = a, +1ia; (5.6)
a komplexny exponent:
e = exp(ikx) = cos(kx) + isin kx (5.7)

kde k je Tubovolné realne ¢islo, potom celkové riesenie ¢, (z) (vlavo od
Strbiny) mozno elegantne napisat v tvare:

01 = ae™ 4 he~ T (5.8)

kde a a b st komplexné ¢isla a:

(5.9)

Posledny vztah mozno overit dosadenim do rovnice (4.2). Vysledna vina
(pochopitelne komplexné funkcia ¢, () ) bude vysledkom interferencie prichadza-
jucej a odrazenej viny. Na druhej strane Strbiny bude situicia podobné, az
na to, ze potencial je nenulovy a nevystupuje tam ziadna odrazena vlna -
nema sa na ¢om odrazit. Teda celkové rieSenie vpravo od $trbiny je:

g = ce'” (5.10)
kde ¢ je komplexné ¢islo a:
2m(E — W
q= m(h 0) (5.11)

kde V, je hodnota potencidlu oproti uzemnenému prstencu. Koeficienty
a,b a ¢ vypoc¢itame na zdklade poziadavky druhého postulatu, podla ktorého
musi byt vlnova funkcia spofita véitane svojich derivécii v celej oblasti. Teda
aj na rozhrani skokovej zmeny potencialu v bode x=0.

£0) =0 (512)
Lol = deala) | (513)

kolma ¢iara za funkciou znamena, Ze po derivacii podla x dosadime za pre-
menna nulu. Po starostlivom zderivovani a dosadeni dostaneme dve rovnice:

32



a+b =c (5.14)
k(a—0b) =qc (5.15)

kde vystupuju tri nezname koeficienty. Z tejto stistavy mozno vypoci-
tat dva koeficienty, ktoré buda vystupovat ako funkcie tretieho. Obyc¢ajne
vyjadrime koeficienty b a c. Koeficient a zostava ako parameter, pretoze oz-
nacuje amplitidu prichadzajicej viny.
V tejto Casti sa citatel isto opyta, ¢o z toho ¢o sme v predchadzajicej ¢asti
vyjadrili je matematicka fikcia a ¢o mozno zmerat v experimente. Komplexnu
funkciu urcite nie, pretoze tii sme zaviedli len na "znizenie" poctu koeficien-
tov. V redlnom experimente mozno meracim pristrojom "vidiet" intenzitu
I(z), ktora (v istom pribizeni) zodpoveda hustote rozdelenia pravdepodob-
nosti:

P(z) = ¢*(z)p(x) (5.16)
ktora je uz realnou funkciou stradnice x. Ak nebude staf v ceste Castice
ziadna prekazka vo forme potencidlového skoku, bude hustota rozdelenia
pravdepodobnosti vSade konstanti. Takyto prpad sme zobrazili na obrazku
5.2. Treba poznamenat, ze v prpade volnej ¢astice nie je moZzné normovanie
podla predpisu:

1= /OO P(¢)dé (5.17)

[ee]

pretoze tento integral pre volna cCasticu diverguje. V obrazku 5.2 je nor-
movanie na jednotku urobené umelo. Vidime, ze faza realnej a imaginarne;j
zlozky je tak posunutéd, aby ich komplexny kvadrat (5.16) daval konstantu.
Ak do cesty povodne vInej castice postavime prekizku vo forme poten-
cidlového rozdielu (pozri obrazok 5.1), castica ¢iasto¢ne vchadza do oblasti
za potencidlovym skokom a tlne sa odraza spit, ak je potencidlovy rozdiel
U vacsi, ako energia Castice E. Pozri obrazok 5.3. Zvlnenie na lavej strane
vzniké, ako interferencia medzi prichadzajicou a odchédzajicou vinou.

V pripade nizsieho potencidlového rozdielu, ako je energia castice, tato
prechadza za bariéru ¢iastoéne zabrzdena. To sa prejavi zmenou vinovej dizky
zloziek rozdelenia hustoty pravdepodobnosti, tak ako je to znazornené na
obrazku 5.4.

V readlnom experimente sa obvykle "meria" koeficient odrazu na poten-
cidlovom skoku. Je to realne ¢islo R (zo slova reflexia) definované ako podiel
kvadratov (komplexnych) amplitid odrazenej viny b a dopadajicej viny a:

b

|al

R= (5.18)

[\
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Obr. 5.2: Twar redlnej (preruSovand ciara) a imagindrnej (bodkovand cirara)
Zlozky vinovej funkcie, ktord charakterizuje (v nasej fikcii komplezngjch vin)
stav volného elektronu pred bariérou a po prechode bariéry. Pre porovnanie
je v obrdzku vyneseny aj priebeh rozdelenia hustoty pravdepodobnosti (plnd
ciara,).

Podobne je definovany koeficient prechodu T' (zo slova transmisia) ako
podiel kvadratov amplitid prejdenej viny ¢ a dopadajicej viny a:

[ c|?
T = e (5.19)

Samozrejme medzi R a T plati vztah:
1=R+T (5.20)

Po dosadeni "experimentalnych" hodnot kinetickej energie prichadzajiceho
elektronu (E=180eV) a vysky bariery (U= -100eV) mozno jednotlivé koefi-
cienty R a T Tahko vypocitat: !

k=gl _ <ﬁ_vE_U)
kel (VE+vE-TD)

2

5 = (0.2)° (5.21)

! Do vzfahu (5.21) treba dosadit za potencial U hodnotu +100V/, pretoze elektrén ma
zédporny naboj.
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Rozdelenie hustoty pravdepodovnosti
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Obr. 5.3: Funkcia rozdelenia hustoty pravdepodobnosti pred barérou a za bar-
iérou (plnd ciara), ak jej vyska je vicsia, ako energia E dopadajicej rovinnej
viny. Zvlnenie funkcie P(x) v lavej casti experimentdlneho zariadenia vznikd
ako dosledok interferencie prichddzajicej a odchddzajicej viny. V brzdnom
potencidli hustota rozdelenia pravdepodobnosti riychlo klesd k nule. Ciarko-
vand ciara zndzornuje redlnu zloZku a bodkovand imagindrnu zloZku. Plnd
zvisld ciara pradstavuje hranicu potencidlového skoku.

Pri zadanom experimentilnom usporiadani sa "odrazi" zhruba 4% dopad-
nutych elektronov. Zakonite vznik4 otézka, ako je to s jednotlivym elek-
tronom. Odrazi sa len jeho jedna ¢ast, alebo vysledok treba "chapat" v stati-
stickom zmysle? Nuz toto je typicky priklad hranice medzi mikrosvetom, v
ktorom sme dant tlohu o elektrone riesili, a makrosvetom v ktorom mozeme
experiment realizovat. Je jasné 7Ze, experimentalny zmysel maju len redlne
veli¢iny, komplexné veli¢iny sme "zaviedli" len na zniZenie poctu premnen-
nych. Ich interpretacia v8ak musi byt "makroskopicka", pretoze len taka vys-
tupuje v experimente a ako takd moze byt interpretovana nasimi zmyslami.
Nemé asi zmysel uvazovat ¢o sa stane ak v experimentalnom zariadeni sa
pohybuje len jeden elektron s presne zadanou hybnostou - to je opét nasa
fikcia ktort sme prijali na ulahcenie rieSenia. Vzdy tam bude mnoho elek-
tronov s "nepresne" zadanymi hybnostami a vysledok akéhokolvek merania
treba chapat v Statistickom zmysle.

V pripade ak pouzijeme urychlujici potenciél, koeficient reflexie R bude:
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Obr. 5.4: Funkcia rozdelenia hustoty pravdepodobnosti pred barérou a za bar-
iérou (plnd ciara), ak jej vyska je mensia, ako energia E dopadajicej rovinnej
viny. Zvlnenie funkcie P(x) v lavej casti experimentdlneho zariadenia vznikd
ako dosledok interferencie prichddzajicej a odchddzajicej viny. Rovinnd vina
prechadza do oblasti potencidlu so zmensenou energiou. To sa prejavi, ako
predizenie vinovej dizky rovinnej viny. Ciarkovand ciara zndzornuje redlnu
zloZku a bodkovand imagindrnu zloZku. Plnd zvisld ciara pradstavuje hranicu
potencidlového skoku.

Ck—q? _ (ﬁ_vEH])z
NEral T (vE vETT)

Napriek tomu ze, elektron je na bariére urychleny, odrazi sa asi 1%
dopadnutych elektronov. Zaujimavé je sa pozriet na vysledny tvar vinovej
funkcie z matematického pohladu, pretoze ten ndm moze ozrejmit formal-
izmus, ktory pri rieSeni pouzivame. Tvar vlnovej funkcie po(x) elektronu po
prechode potencialovou bariérou je dana rieSenim Schrodingerovej rovnice
pre nenulovy potencial (rovnica 5.10). Frekvencia tu vystupuje vo forme ko-
eficientu ¢ (rovnica 5.11), kde ako premenna vystupuje rozdiel energie E
prichddzajiceho elektronu a potencidlnej energie V. V pripade ak je £ >V
ich rozdiel je kladny a vplyv odpudivého potencidlu sa prejavi zmensenim
frekvencie vinovej funkcie. Podla Einsteinovej teorie vonkajsieho fotoelek-
trického javu energia fotonu suvisi s jeho frekvenciou (vztah 3.25). Pri pre-

= (0.11)* (5.22)
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chode elektronu cez odpudivy potencial sa podla klasickej fyziky zmensi ki-
netickd energia a podla vlnovej fyziky zmensi frekvencia vlnovej funkcie,
ktora suvisi s energiou. Dostali sme pekny priklad duality korpuskulérnej
a vlnovej vlastnosti mikroskopického objektu. Samozrejme podobnu tvahu
mozno urobit aj pre makroskopicky oblekt - napriklad prelet nabitej sklenenej
gulicky hmotnosti 1x103kg cez odpudivé elektrické pole - nerealnost vypoci-
tanych vlnovych dlzok nas rychlo presvedé o nemoznosti odmerat kvantovo-
mechanické vysledky podobného pokusu.

Mozno sa opytat, ¢o sa stane ak "vyska" brzdného potencidlu prevysuje
energiu prichddzajiceho elektronu. Potom rozdiel E-V, , vystupujici v
rovnici 5.11 pod odmocninou, je zaporny. Treba si pripomenit, zZe v takomto
pripade je vysledok odmochovania imaginarne ¢islo. V exponente funkcie ¢s(x)
(rovnica 4.8) v8ak uZ jedno existuje. Ich su¢in da realne ¢islo a z kom-
plexnej periodickej funkcie sa stéava obyc¢ajna klesajtuca exponencialna funk-
cia. Na obrazku 9 je zobrazeny priebeh pravdepodobnosti vyskytu elektronu
pozdlz x-ovej osi pre tento pripad. Exponencialny pokles hustoty rozde-

Hustota pravdepodobnosti
o
=

Obr. 5.5:  Priebeh hustoty rozdelenia pravdepodobnosti viskytu elektronu
pozdlZ z-ovej osi v experimentdlnom zariadeni. V oblasti odpudivého poten-
cidlu sa hustota rozdelenia pravdepodobnosti exponenciondlne zniZuje.

lenia pravdepodobnosti v oblasti "brzdného" potencialu (obrazok 5.5) nas
moze priviest na mySslienku, spravit oblast v ktorej je elektron brzdeny na
kratkej vzdialenosti, tak aby po opusteni tejto oblasti bola hustota rozdelenia
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pravdepodobnosti nenulovia. Navrh experimentédlneho zariadenia a priebeh
potencialu je na obrazku 5.6.

-100V

4 U(eV)
-100V

\4

0 A X

Obr. 5.6: Schematicky navrh experimentdlneho zariadenia s tenkou oblastou
brzdného potencidlu (a) idealizovany priebeh potencidlu ako funkcie xz-ovej
suradnice (b).

Tvar funkcie hustoty rozdelenia pravdepodobnosti vyskytu elektronu v
experimentalnom zariadeni, ktoré vytvara potencidlovy skok vyssi, ako je
energia prichadzajcej viny, je na obrazku 5.7. Oscilacie funkcie P(x) v Tavej
casti vznikaju ako dosledok uz spominanej interferencie medzi prichadzajua-
cou a odrazenou vlnou. V intervale <0,Ax> pozorujeme exponecialny pokles.
Po prechode bariérou je funkcia rozdelenia hustoty rozdelenia pravdepodob-
nosti konstantna. Pre dostato¢ne uzku bariéru mé funkcia P(x) nenulovi
hodnotu, ¢o znamend Ze elektron presiel cez bariéru (v Statistickom zmysle)
aj ked podla klasickej mechaniky by sa mal iplne odrazit. Koeficient odrazu
R a prechodu T dostaneme rovnako ako v predchadzajicom pripade z riese-
nia Schrodingerovej rovnice doplnenej o prislusné okrajové podmienky. Na-
jskor rozdelime pouzité experimentéilne zariadenie na tri oblasti - na lavo
od bariéry, oblast bariéry (tenky prstenec v strede) a na pravo od bariéry.
V prvych dvoch oblastiach interferuju prichadzajice a odchadzajice viny a
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Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti
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Obr. 5.7: Twar redlnej (prerusovand ¢iara) a imagindrnej (bodkovand ¢i-
rara) zlozky vinovej funkcie, ktord charakterizuje (v nasej fikcii kompleznich
v[n) stav elektronu pred bariérou a po prechode bariéry, ktorej vyska je vyssia,
ako je energia prichddzajucej castice. Elektron je intenzivne v bariére brzdeny
a jeho hybnost klesd. Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti (plnd ciara) expo-
nencidlne klesd.

v poslednej oblasti existuje len odchadzajica vlna, ktora sa nemé od ¢oho
odrazit. Podobne ako v predchadzajicom experimente pre jednotlivé oblasti
navrhneme rieSenia nasledovne:

p1(x) = e 4 qemke z <0 (5.23)
oo(z) = be'1” + ce” 0<z<A (5.24)
w3(x) = de'*® r<0 (5.25)
kde:
2 _ 2 _

Amplitadu prichadzajicej viny ¢q(x) sme polozili rovni jednej. V pred-
chadzajicom rieseni sme videli 7e ostatné amplitudy st funkciou amplitudy
prichadzajicej viny. Tento "trik" nam trosku zjednodusi rieSenie. Z pod-
mienky spojitosti rieSenia na hraniciach z—0 a z—A dostaneme dve rovnice:

l+a=b+c be1® 4 cem 118 = detks (5.27)
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Obr. 5.8 Twar redlnej (preruSovand ciara) a imagindrnej (bodkovand cirara)
Zlozky vinovej funkcie, ktord charakterizuje (v nasej fikcii komplezngjch vin)
stav elektronu pred bariérou a po prechode bariéry, ktorej vyska je niZsia, ako
je energia prichddzajice) castice. Po spomalent elektronu klesne jeho hybnost
a predlZi sa vinovd dizka. Pre porovnanie je v obrdzku vyneseny aj priebeh
rozdelenia hustoty pravdepodobnosti (plnd c¢iara). Interferencia vznikd aj vo
vnitri bariéry, ako dosledok odrazu na zadnej strane bariéry.

a z podmienky spojitosti derivacii dal8ie dve rovnice:

k(1 —a)=qb—c) q (be"1® — ce7'12) = kde'* (5.28)

Po troske namahy pre jednotlivé koeficienty dostaneme (odportacame
C¢itatelovi vztahy prekontrolovat):

2| (1)* = 1] sin(gn)

= 5.29
T ey e (e o
_ 2(f+1)
T (e )
k k
¢ = 2(k-1) (5.31)
(f+1)"em2en — (£ —1)°
d = )™ (5.32)
(1) emon = (1) e
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Pri poc¢itani s amplitidami treba mat na paméti Ze ide o komplexné ¢isla. Po

dosadeni do vinovych funkeii (5.23 - 5.25), mozno lahko vypocitat potrebné
priebehy funkcii - typickd uloha pre pocitac. Isto teraz Iahko vyjadrime koe-
ficienty R a T podla definicie (5.18) a (5.19) - treba mat na pamiti, ze sme
pouzili iné oznacenie amplitad:

|al? (¢* — k)" sin® (qA)

R=— = (5.33)
112 4k2¢2 + (g2 — k2)*sin? (¢A\)
d 2 4]{32 2
T = % = — (5.34)
1P 4k2¢2 + (g2 — k2)?sin® (¢A)
Zo vztahu 5.33 vidno, ze v $pecidlnom pripade:
2m(E + U
g\ = %A = nrw (5.35)
kde n—=1,2,3,..... dostaneme R—( ¢o zodpoveda uplne priezrac¢nej bariére.

Teda pre isté kombinécie Sirky a vysky bariéry sa tato stava pre prichddzajici
elektron bezodrazova. Pre iné Sirky a vySky bariéry sa elektron "cGiastoc¢ne"
dostéava na druha stranu, aj ked by sa mal podla klasickej mechaniky odrazit.
Tento jav sa nazyva tunelovanie.
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Kapitola 6
Pohybujtci sa vlnovy balik

Nasim cielom je skonStruovat také rieSenie Schrodingerovej rovnice, ktoré
bude v sebe zahriiovat ¢asovi zlozku pohybujuceho sa vinového baliku. Na-
jskor vsak si musime skonStruovat predpis pre lokalizovani vlno-casticu. S
pojmom lokalizdcie sme sa uz stretli pri vysvetlovani principu neurcitosti
(vztahy 4.1 - 4.4). Podla tvah tam uvedenych, potrebujeme takt stustavu
rovinnych vin (harmonické viny Siriace sa celym priestorom) abu sa daleko
od lokalizovanej vino-c¢astice interferenciou rusili a v mieste lokalizacie naopak
kon$truktivnou interferenciou "vytvarali" nenulovi hodnotu. Na prvy pohlad
je to nesplnitelné uloha, ale ako za chvilu uvidime d& sa to urobit. Jednu
(delokalizovanti) rovinni vinu pre presne uréent hybnost napi$me:

() = a, exp(i—ip:p) (6.1)

index p pri oznaceni vlnovej funkcie a komplexnej amplitidy znaci v
oboch pripadoch "zavislost" od hybnosti. V exponente vystupuje "len" x-
ové zlozka hybnosti py. Pomocou takto definovanych rovinnych vin zostrojime
lokalizovany vlnovy balik pozadovaného tvaru:

o) = 3" apexplp) (6.2

predpokladame, 7e hybnost nadobtda diskrétne hodnoty az do nekone¢na.
V praktickom pocitani pochopitelne rad odreZeme pri nejakom vhodnom p.
Koeficienty a, vypoc¢itame podla zadaného tvaru vinového baliku f(z):

ap = / " f@)pple)dz (6.3)
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Hustotu rozdelenia pravdepodobnosti P(z) vypa¢tame podla vztahu (5.16):
Pz) = ¢ (z)p(x) (6.4)

Na obrazku 6.1 je zobrazeny priebeh rozdelenia hustoty pravdepodobnosti
P(z) vypocitanej pouzitmh vztahov (6.1) az (6.4). PreruSované ¢iary oznacuji
priebehy redlnej a imaginarnej zlozky vinového balku.

205
153
1.0 3

05 3

0.0 3

Amplituda

=TT RRRRRRR AR R R AR RN AR R R AR R R AR R AR
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 500 6.00 7.00 800 9.00 10.00 11.00 12.00 13.00 14.00

vzdialenost (R)

Obr. 6.1: Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti pre vinovy balik vypocitanej
podla vztahov (6.1) aZ (6.4) - plnd ciara. Celkové rozdelenie P(x) je dané,
ako komplexny sucin z redlnej zloZky - ¢iarkovand ciara a imagindrne; zlozZky
- bodkovand ciara.

Po vykonani komplexného nésobenia je P(x) redlnou a teda aj meratel-
nou veli¢inou.

Ked sa nam podarilo skon$truovat staticky vinovy balik, musime eSte
vlozit do predpisu pre vinova funkciu ¢asova zlozku. Na to sa musime vratit
spat k miestu kde sme rozdelili pdvodnii priestorovo-¢asovii rovnicu na priestorovi
a Casovi zlozku. Urobili sme to pomocou substitucie (3.36):

u(z,t) = w(z) exp(—iwt) (6.5)

ktora po (forméalnej) zdmene premennych, na také ako obvykle pouzivame
v kvantovej mechanike, bude mat tvar:

U(x,t) = @(x) exp(—iwt) (6.6)
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Po dosadeni za ¢(x) z rovnice (6.2) a ak uvazime, ze plati vztah medzi
frekvenciou a energiou vinenia (Einsteinovo vysvetlenie vonkajsieho fotoelek-
trického javu):

E
S — 6.7
w=" (6.7
dostaneme (po malej uprave):
- i
¥ (x,t) = Z p eXp{ﬁ (px — Ept)} (6.8)

p=0

kde E, je energia prislichajica jednotlivej rovinnej vlne pouzitej v rozvoji.
Ak teda pozname pociato¢ny tvar hustoty rozdelenia pravdepodobnosti, hov-
orime tomu, zZe pozname pociatoCny stav Castice, potom vieme pouzitim
rovnice (5.6) - pripominame, Ze je to rieSenie ¢asovej Schrodingerovej rovnice
- predpovedat v akom stave sa bude ¢astica nachadzat v Tubovolnom nesko-
rSom ¢ase. To nam umoznuje zjednodusit riesenie ¢asovej Schrodingerovej
rovnice miniméalne v niektorych Specidlnych pripadoch. Skisme sa pozriet
¢o sa stane ak sa vinovy balik pohybuje v prostredi s nulovym po-
tencidlom. Vtedy ¢asovy ¢len v rovnici (5.6) zabezpecdi taki zmenu faze
jednotlivych rovinnych vin, 7e ich vysledok (stcet) sa bude pohybovat v
nezmenenej podobe pozdlZ x-ovej osi rychlostou, ktora zodpoveda hybnosti
vino-castice. KedZze tento pohyb je vysledkom spoluprace velkého poctu
rovinnych vin, hovorime o grupovej rychlosti. Grupova rychlost sa 1isi od
rychlosti viny v danom prostredi. Pohyb vinového balika v idedlnom prostredi
je na obrazku 13a.

V redlnom prostredi zavisi rychlost pohybu viny od jej frekvencie. Tomuto
javu hovorime disperzia. V pripade pohybu vinového balika sa pociato¢né
vyvazenost amplitid a faz narusi, ¢o sa prejavi postupnym rozplyvanim vl-
nového baliku. Pohyb vlno-castice v disperznom prostredi je na obrazku 6.2.
Po vykonani komplexného nasobenia je P(x) redlnou a teda aj meratelnou
veli¢inou. Moznost rie§it ¢asovi Schrodingerovi rovnicu pomocou rozlozenia
do radu rovinnych vin, nam dovoluje relativne jednoducho riesit aj interak-
ciu vinového baliku s potencidlom. Nechame totiz v kazdom okamziku in-
teragovat jednotlivé rovinné viny s predpisanym potencialom a vypocitame
prechadzajucu a odrazenu cast spolu s prislusnymi interferenciami. Na zaver
ich vSetky s prislusnou fazou spocitame a dostaneme vysledok intekcie v
kazdom ¢ase. Je to trosku zdlhavy postup, ale v dobe pocitacov lahko reali-
zovatelny.

Na obrazku 6.3 je nakresleny vysledok interakcie pohybujiiceho sa vinového
baliku s nekonecne vyskou potencidlovou barierou. V tomto pripade nemoz
prejst Castica na druhu stranu potencialu, a preto sa kompletne odraza spat.
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Obr. 6.2: Rozdelenie hustoty pravdepodobnosti pre pohybujici sa vinovy balik v
disperznom prostredi vypocitanej podla vztahu (6.8) - plnd ciara. Vinovy balik
sa pohybuje zlava do prava. Rozsirovanie vlnovho baltku sposobuje disperzné
prostredie - rijchlost vinenia zdvisi od frekvencie. Celkové rozdelenie P(x) je
dané, ako komplexny sucin z redlnej zloZky - ciarkovand ciara a imagindrnej
zloZky - bodkovand ciara.

Zvlnenie vznika, ako dosledok interferencie medzi prichadzajicimi a odchadza-
jucimi vlnami. V tomto pripade sa vlnovy balik pohybuje vysokou rychlostou,
¢o sa prejavi , ako vysoka frekvencia oscilacipred barierou. V experimental-
nom usporiadani sa nekone¢ne vysoky potencialovy schod neda realizovat a
vyslednu realizaciu je mozné chapat len, ako idealizaciu. V pripade experi-
mentalne realizovatelnej bariéry konecnej vysky , teda kone+cn—=eho poten-
cidlového rozdielu medzi elektroédami, mozno ovcak’avat ¢iastocn’e preniknu-
tie ¢astice (vlny) do bariéry. Na obrazku 6.4 je nakresleny vysledok interakcie
vlnového baliku s potencidlovou bariérou konecnej vyvsky. Pri vypocte sme
pouzili napatovy rozdiel U = 10V. To, 7e hodnota rozdelenia hustoty pravde-
podobnosti v bariére klesa exponencionalne, nés moze priviest na myslienku,
7e v pripade dostato¢ne tenkej bariéry moze vinovy balik preniknit cez bar-
iéru. Na obrazku 6.5 je nakreslené interakcia vlnového baliku s bariérou de-
sat krat kratSej Sirky, ako v predchadzajucom pripade. Skuto¢ne, prechod
vinového baliku je dobre pozorovatelny.
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Obr. 6.3: Interakcia prichdadzajiceho vinového balika s potencidlovou barierou
nekonecnej wviysky. Zvlnenie funkcie rozdelenia hustoty pravdepodobnosti
vznikd, ako dosledok interferencie prichddzajicej a odchddzajice;j casti vl-
nového balka. PreruSovanou ¢iarou je nakresleny vinovy balik, ktory sa
nachddza vo vzdialenosti od bariery v ktorej este / uz neinteraguje s barierou.
Bariera je zndzornend hrubou plnou ciarou.
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Obr. 6.4: Interakcia prichddzajiceho vinového balika s potencidlovou barierou
konecnej vysky. Zvlnenie funkcie rozdelenia hustoty pravdepodobnosti vznikad,
(ako aj v predchddzajicom pripade ) ako ddsledok interferencie prichddzajicej
a odchddzajicej casti vinového balika. Vidiet, Ze hodnota rozdelenia hustoty
pravdepodobnosti v bariere exponencidlne klesd. S bariérou v tomto pripade in-
teraguje menej lokalizovany vinovy balik. Bariera je zndzornend plnou ciarou,
ako obdlznik.
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Obr. 6.5: Interakcia prichddzajiceho vinového balika s potencidlovou barierou
konecnej vijsky. Vidiet, Ze cez tenki bariéru castica c¢iastocne prechddza. Bari-
era je zndzornend plnou ciarou, ako obdlZnik.
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Kapitola 7

Kvaziklasické priblizenie - WKB
aproximacia

Interakcia s pravouhlym potencidlom je do istej miery idealizicia. Ako
sme videli pri naSom myslenom experimente s urychlovacou trubicou, pravouhly
potencial sa ani neda vyrobit. Na druhej strane v realnych vypoc¢toch musime
¢asto uvazovat iny ako (priblizne) pravouhly potencial. Pochopitelne vzdy by
sa mala vyrie§it Schrédingerova rovnica do ktorej "vlozime" zodpovedajuci
tvar potencidlu. Pri jej rieSeni v8ak mnohokrat narazime na neprekonatelné
technické tazkosti. Preto boli vyvinuté priblizné metody riesenia. Kedze ide
o priblizné rieSenie treba mat vzdy na paméti oblast ich pouzitia.

Predstavme si, ze mame nejako definovany potencial pre ktory potrebu-
jeme urcit koeficienty R a T pre konkrétny vinovy balik a potencial uréeny
funkciou U(x). Ukazali sme, 7e vlnovy balik sa da rozlozit do radu rovinnych
vin, a to dokonca v kazdom pripade. Skiisme urobit nie¢o podobné aj s po-
tencidlom U(x) tak, Ze ho rozdelime na velky pocet pravouhlych potencialov:

Ux) = Un(zn, A) (7.1)

kde x, znamena polohu n-tého pravouhlého potencialu a Ax jeho sirku.
Na obrazku 7.1 je zndzornena aproximacia pomocou postupného pridavania
pravouhlych potencialov.

Technicku realizaciu tejto aproximécie si mozno predstavit ako postupné
urychlovanie (pripadne brzdenie) ¢astice v sustave kovovych prstencov ako
je nakreslené na obrazku 7.2
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Obr. 7.1: Rozdelenie obecného potencidlu V(x) do radu pravouhlych poten-
cidlov podla vztahu (6.1). Vodorovnd c¢iara oznacuje energiu a smer inter-
agujucej castice. Body a a b oznacuju body v ktorych by sa klasickd castica
odrazila - hovorime im body obratu.

V kvaziklasickom priblizeni predpokladame, Ze Castica interaguje s po-
tencidlom len v oblasti medzi bodmi obratu a a b (pozri obrazok 15), tak 7e
na vzdialenosti Ax po prechode potencidlu U, poklesne amplitida vinovej
funkcie o:

Op = exp{—QH—ZL U, (2, Ax) — E]Y?} (7.2)

kde U,(z,,Az) je vyska n-tej pravouhlej bariéry. Pokles amplitidy na n
bariérach je potom dany stacinom jednotlivych poklesov:

2m

§= H5n = Hexp{—ﬁ [U,, (2, Az) — E]Y?} (7.3)
Posledny vyraz pouzitim vztahu:

H exp{—a,} = exp{— Z an}t (7.4)

upravime:
2m
0= exp{—ﬁ Z U, (x,, Ax) — E]l/Q} (7.5)

n

V limitnom pripade ak x, — 0 prejde sumécia na integrovanie a vztah (7.5)
prepiseme:

5= exp{—% / U (2) — B2 da) (7.6)

kde integrujeme v intervale medzi bodmi obratu. Naznac¢eny postup riesenia
Schrédingerovej rovnice je odvodeny z vypoctov, ktoré uskutocnili P.Wentzel,
H.A.Kramers a L.Brillouin a nazov metdédy pochadza z pociato¢nych pismen
mien autorov - WKB priblizenie. Toto pribliZenie je kvaziklasické. Preto je
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Obr. 7.2: Zariadenie na postupné urijchlovanie castice v sustave prstencov (a)
tak aby sme aproximovali postupny ndrast potencidlu U(z) (b).

jeho platnost obmedzend na oblasti daleko od bodov obratu, kde dava do-
bré vysledky. Vo vztahu (7.6) v8ak vystupuje integral v hraniciach medzi
bodmi obratu. PribliZenie sa da pouzit v pripade ak okolia bodov obratu
tvoria len malu cast celého potencidlu. To je splnené pre potencidly Siroké
(vzhladom na vlnovi dizku Gastice) a mélo strmé. Isti analégiu obmedzenia
oblasti pouzitia mozno najst na obrazku 16. Ak v nasom experimentialnom
zariadeni chceme aproximovat strmo sa meniaci potencial, budeme zvySovat
napétie medzi prstencami A U. Pri urcitej hodnote napétia medzi prstencami
nastane vyboj. Ak chceme ist s napétim nad tito hodnotu, musime zvac¢sit
medzeru Az . Tym v8ak deformujeme povodne "pravouhly" potencial a WKB
aproximéacia neda dobry vysledok.

7.1 PresnejSie odvodenie WKB pribliZenia

WKB metoda ja na rozdiel od metoédy prenosovych matic analytickd metoda,
ktora sa pouyva na rieSenie diferencialnych rovnic. Ide v podstate o hlladanie
osciluciiceho riesenia, ktorého vinova dlzka sa malo meni na vzdialenosti jed-
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nej vlnovej di§. Matematicky mozno tento fakt vyjadrit nasledovne:

d\ d\

oN=—0 o= —\ 7.7
dx S dx (7.7)
WKB metodu je mozné pouzit v pripade ak:
oA oA
=L« 1 :
2= < (73)

=
7

amplituda

=4
i

_ A
'@
o
c
0]
)
o
a /
. s X
vzdialenost

Obr. 7.3: Scématické naznacenie zmeny vinovej dizky viny (horny obrdzok)
na pomaly sa meniacom potencidli (dolny obrdzok).

juceho vykladu o principoch kvantovej mechaniky je zname, Zze zmena vl-
novej dlzky vinovej funkcie zuvisi od tvaru potencialu s ktorym interaguje.
Na zéklade takéhoto poznania sktisme teraz odhadnit podmienku pre zmenu
potencialu, pre ktory je mozné WKB priblizenie pouzit. Pre hybnost p plati:

p= 3 (7-9)
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Po povyseni oboch stran rovnice (7.9) na druhi:
P = () =2m(E-U) (7.10)

Pouzijtc rovnicu (7.7) moZzno napisat ak zmenime A za druhi mocninu \:

A R W dVi)

- — 2 (2 7.11
dx p* dx pt (=2m dx ) (7.11)
Alebo po tprave:
dA\  mhdV(z)
— = — 7.12
de  p3 dx (7.12)

Takze podmienka (7.7) pre pouzitie WKB priblizenia v zavislosti od tvaru
potencidlu mé tvar:

mh dV( )

| & 1 (7.13)

Z podmienky (7.13) vidno, ze WKB pr1bl1zenie S naprostou istotou nefunguje
v blizkosti skokového potencialu, kde |dv(x)| =
Uké&Zme riesenie pomocou WKB priblizenia na prlpade Schrodingerovej rovnice:
h? d?
— ——V(x)+ V(x)yY(z) = EV(x) (7.14)

2m da?

ktortt budeme uvazovat v tvare (po malej tiprave):

d? 2m

V(1) = T (V(2) — E)(x) (7.15)

KedZze uvazujeme len malo sa meniaci potencidl, mozno rieSenie hladat v
tvare volnej ¢astice, ktoré neskor rozvinieme do radu.

U (z) = Aer®® (7.16)

kde @(z) = pz. Po dosadeni (7.16) do rovnice (7.15) dostaneme:

- Z,hdex(;?) I (g)z = p?(z) (7.17)
kde:
p* =2m(E —V(z)) (7.18)

Rozvinieme teraz ¢(z) do radu, za predpokladu, 7e i — 0 :

B(z) = o) + 11 (0) + oBafa) + - (719)
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Po dosadeni do rovnice (7.17) a malej tiprave dostaneme:

0 = {27 - p)}

dDy(z) dd,(x) i d*Py(z)
+ 20 dx de 2 da? }
ddy(x) dPo(x) N (@1(33))2 B idQQSI(a:)
dx dx dx dz?
Tato rovnica musi byt splnend pre Ilubovolni hodnotu A. Toho vyplyvaju
naslodujtce rovnice:

+ B )+ O(R*}  (7.20)

(e ey (121)
. 72
d@;x(x) d@;{ix) _ %d j;g:p) (7.22)
sbod(xx) d@;sgx) N (dgl’;:gx))Q _ d2§;§ ) (7.23)
Integrovanim rovnice (7.21) dostaneme vztah pre ®g(z):
Qo(r) = £ /m p(z")dz' (7.24)
Zo
Alebo vo vyjadreni pre vinovy vektor k(z) = p(z)/h:
%7(;”) =+ / k(') (7.25)
zo

Po dosadeni rovnice (7.25) do rovnice (7.22) dostaneme vztah pre @, (z):

D (220
2 n( dx

alebo vo vyjadreni pre pre vlnovy vektor k(x) = p(z)/h:

PDi(x) = ) (7.26)

Dy (z) = %ln(hk) (7.27)

V exponencialnom vyjadreni poslednii rovnicu napiseme takto:

. 1
1@ — N (7.28)

Vyjadrenie pre @(7.52)a(7.57)y(x) dostaneme integrovanim rovnice (7.23)
tak, ze postupne pouzijeme rovnice (7.25) pre @0(56) a (7.28) pre @1 (x):

1 m dV
2p(x)

Dy(r) =

}da; (7.29)
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Vidime, 7e druhy ¢len rozvoja (7.19) je vyjadreny, ako logaritmus derivacie
prvého ¢lena rozvoja a preto ho vo vSeobecnosti nemozno zanedbat. Treti
¢len rozvoja ®y(x) obsahuje derivaciu potencialu V(x) a mozno ho zanedbat,
ak je splnend podmienka kvaziklasického priblizenia (7.13). Ak teda vlozime
vyjadrenia pre @y(z) a ®1(x) do substiticie (7.16) dostaneme pre rieSenie
Schédingerovej rovnice ¥ (xz) vo WKB priblizeni vztah:

A - / ’ B . / /
U(g) = 2 S k@) | D (=i [ ka)da') 730
) Vk Vk (7:30)

Ked7ze druhy ¢len v poslednej rovnici pre integrovanie vo velkej vzdialenosti
od bodov obratu mozno zanedbat dostaneme vysledny vztah:

A : ! /
W(z) = ﬁe@“(w yda') (7.31)

Pre vypocet koeficientu transmisie vnocastice cez barieru z definicie:

WIII |2

T:|LT/1

(7.32)

kde ¥; je vlna daleko pred bariérou a ¥;;; je vina daleko za bariérou. Ak
eSte dosadime spravny vyraz pre vypocet vinového vektora k:

2m
k(x) = \/ﬁ(\/(:p) —F) (7.33)
dostaneme pre koeficient transmisie vo WKB priblizeni:
b m
T = ¢ YRRV @ E)d (7.34)

kde a a b stt body obratu.

7.2 Porovnanie presného a priblizného (WKB)
rieSenia

Predpokladajme existenciu jednorozmerného zariadenia v ktorom v smere
osi x napétia rovnomerne narasta od bodu a do bodu s. Od bodu s napétia
rovnomerne klesa, az v bode b dosiahne nulovii hodnotu. Priebeh napétia
U(z) je schématicky naznaceny na obrazku 7.4.

V pripade symetrického trojuholnikového priebehu si dalsi opis zjednodusime,
ak posunieme x-sovii os tak, aby bola nula v strede bariery. Potom lahko
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Obr. 7.4: Schématické zndzornenie priebehu brzdného napdtia v jednorozmer-
nom zariadent, v ktorom tuneluju elektriy. Zariadenie je rozdelené na Styri
oblasti; 1. oblast pred bariérou; II. oblast ndrastu napdtia; III. oblast poklesu
napdtia; IV. oblast za bariérou. Body -L a L oznacuji body obratu. Ich poloha
zdavisi od energie interagyjiuce] castice.

matematicky popiSeme priebeh potencialu (napétia) takto:

Ux) = 0 (7.52)a(7.57) = < —a (7.35)
Ul) = Up(1+ %) —a<x<0 (7.36)
Ul)= U(1-2) 0<z<a (7.37)
Ulx) = 0 r>a (7.38)

Pre dalsie zjednoduSenie zavedme nové premenné:

. 2mE 2 2mU0

j2 — .
0= parz DT T2

(7.39)

kde E je energia castice. Teraz mozeme v jednotlivych oblastiach napisat
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Schodingerovu rovnicu v prislu§nom tvare:

d*¥ ()
" +kW(z)= 0 r < —a (7.40)
d*¥(x) 2 2, 27
T~ (G~ Ryt g )P (z)= 0 —a<w<0  (7.41)
d*¥ (z) 2 2 a7t
2 (WK —q (@)= 0  Osz<a (7.42)
d*¥ ()
e +k2w(z) = 0 x>a (7.43)

Z dovodu dalsieho zjednodusenia zavedme v rovniciach (7.41) a (7.42) sub-
stitucie:

a 2 X

C=()%(a3 — k2 +a2>) (7.44)
qp a
a 2 X

n= (=) — ki — ¢-) (7.45)
9o a

Pouzjtc tieto substitiicie mozeme rovnice (7.41) a (7.42) napisat v tvare:

dzjxgx) — (W)= 0 (7.46)
dz(f) (@) = 0 (7.47)

Ide o dve rovnice, ktoré si forméalne podobné harmonickym rovniciam. Pod-
statny rozdiel je v znamienku - v harmonickej rovnici je plus a tu je minus.
Riegenim rovnic (7.46) a (7.47) st Airiho funkcie Ai(z) a Bi(z). Ich priebeh
je znézorneny na obrazku 7.5. Rieénie budeme, tak ako v pripade poten-
cidlového skoku hladat v rozlicnom tvare podla toho v ktorej oblasti sa
nachadzame.

U(z)= eho? 4 qe ko r<—a (7.48)
U(x)= PAI(C)+vBi(() —a<z<0 (7.49)
U(x) = 06Ai(n) + eBi(n) 0<z<a (7.50)
U(x) = Yeikor r>a (7.51)

kde «, 3,7, €, ¥ st konstanty, ktoré treba urcit. Pri ich ur¢ovani budeme pos-
tupovat Standardne. Polozime do rovnosti rieSenia a ich derivacie v hraniciach
oblasti - v bodoch pre ktoré plati + = —a, x = 0 a x = a. Po dlh§om vypocte
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Priebeh Airy-ho funkcie
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Obr. 7.5: Priebeh Airy-ho funkcii Ai(z) a Bi(x).

dostaneme Sest rovné pre Sest premennych:

e~thoa 4 qetkor — BAi(—0) + vBi(—0o) (7.52)
iB(e — et = BA(—0)+Bi(—0)  (1.53)
BAi(p) +vBi(p) = 6Ai(n) + eBip) (7.54)
BAY () +Bi'(n) = —0Ai' () — eBi' (1) (7.55)
§Ai(—0) + eBi(—o) = dekoe (7.56)
§AV(—0) + eBi'(—0) = —i\/ove*" (7.57)
kde: Ai'(z) = %ﬁ‘“) a Bi'(z) = %y). Pre zjednodusenie zépisu rovnic (7.52)
az (7.57) sme zaviedli nasledujice premenné:
_4 k
0= kata = (a0a))()’ (7.38)
2 —%. 9 2 2 k(QJ
n=Earg(n —k) = (001 -3) (7.59)
0

Rovnice (7.52) az (7.57) tvoria s$tavu rovné, kde pocet rovné sa rovna poctu
premennych a teda st vo v8eobecnosti riesitelné. Ak eSte pouzijeme identitu
platni pre Airyho funkcie:

Ai'(x)Bi(x) — Ai(z)Bi' () =1 (7.60)
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(¢o je nei¢, ako sin?(x) + cos*(x) = 1 pre harmonické funkcie), mozeme
napisat zavereény vztah pre pravdepodobnost tunelovania:

T =9 = ———
{[Bi(n) Ai' (—0)— Ai(p) Bi(—0)]? +o[Bi(p) Ai(—0) — Ai(u) Bi(—0)]? }
X L (7.61)
{[B# (1) A’ (—0)— Ai’ (1) Bi(—0)|?*+0[ B (1) Ai(—0)— At (1) Bi(—0)]? }
Ten' . . .. N 1o
jednod

pravdepodobnost tunelovania T

-7 | | | |
00 1 2 3 4 5

pomer energie E/U_{ 0}

Obr. 7.6: Pravdepodobnost tunelovania cez tenki (1 nm) trojuholnikovi
barieru. Plnd ¢iara zndzornuje presny vypocet podla vztahw (7.61), ciarko-
vand ciara predstavuje WKB pribliZenie.

Teraz sa pozrime ako mozno rieSenie vyjadrené vztahom (7.61) zjednodusit,
ak uvazjeme s pomaly sa meniacim potenciadlom, alebo (¢o je ekvivalentné)
s malo sa meniacou vlnovou dzkou - kritérium (7.8). VInovi dizku v zavis-
losti od energie vlnocastice F a potencidlu U(x) s ktorym interaguje mozno

napisat takto:
h
Az) = (7.62)
2m[E — U(x)]

Za predpokladu malo sa meniacej vinovej dlzy na vzdialenosti jednej vinovej
dl'7ky. To plati v oblastiach x < —a a x > a kde moZno pouzt kvaziklasické
priblizenie. V tejto oblasti mozno prijat tieto predpoklady:

1 . d\(x)
k’o dx

=0 (7.63)
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v oblasti —a < 2 < @ pre zmenu vlnovej dlzky plati:

. A\ drde 1
>\ — (—)\3 _— = —— = —— . 4
(@) = g)gz\f dr ~ dCdr 23 (7.64)
a .1 d\N _ d\dp 1
)\ — (3 —_— = —— = — .
(z) = 3)3 zf dr ~— dudz Qi3 (7.65)
Z podmienky kvéziklasickosti || << 1 dostaneme:
¢ >1
In| > 1 (7.66)

Pouzijic podmienky (7.66) m6zeme pre Airyho funkcie vystupujice vo vzzahu
(7.61) pouzit asymptotické rozvoje (t >> 1, x = %t%):

Ai(t) ~ tie® AV () ~ tie
Bi(t) ~ Lite Bi(t) m —stHe (7.67)
Ai(—t) ~ t~1cos(z + ) Ai'(—t) ~ tisin(z + 2)
Bi(—t) ~ t~isin(x +T)  Bi'(—t) ~ —ticos(x + 4) (7.68)
Po dosadeni asymptotickych rozvojov do (7.61) dostaneme:
T=e ~$u e 5 Wo—E B)? (7.69)

Vztah (7.69) mozno upravit na znamy tvar:
—2 (L /20U (2)—E|da
~ e 2f7L "2 ‘U( ) E‘d (770)

Na obrazku 7.6 je priebeh pravdepodobnosti T ako funkcia energie vlnocas-
tice poc¢itanej podl vztahu (7.70) vyneseny preruSovanou ¢iarou. Pre uzky
potencial vidime podstatny rozdiel medzi presnym rieSenim a WKB pri-
blizenim.
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Kapitola 8

Zaver

V naSom rozpravani o principoch kvantovej mechaniky sme presli sice kratke
¢asové ale z pohladu Tudského ducha nesmierne dolezité obdobie objavova-
nia a vysvetlovania velmi podstatnych vlastnosti sveta v ktorom Zijeme.
Ukazalo sa, 7e matematicky aparat a vysledky experimentov pripravenych v
19. storoc¢i boli schopné podat vycerpavajuce vysvetlenie hlbokych zakonitosti
mikrosveta, sveta ktory je vzdialeny nasim kazdodennym skiisenostiam. For-
movanie predstav kvantovej mechaniky sa lisi od formovania predstav kla-
sickej mechaniky. Klasickd mechanika je deterministickd a kauzalna teoria.
Deterministicka preto, lebo pri danom stave ststavy vieme jednoznacne urcit
hodnotu Tubovolnej veli¢iny, bez toho aby sme menili v procese skimania
stav sustavy (ak samozrejme v procese merania neopatrnostou nesposobime
poziar alebo vybuch - ale za to klasicka teéria nemoze). Kauzalna je v tom,
7e z presnej a tuplnej informacie o stave sustavy vieme urcit jej vyvoj do
budicnosti ale aj jej chovanie sa v minulosti. Znamy je vyrok d Alemberta,
ktory v nadseni s vyvojom teoretickej mechaniky, povedal "Dajte mi polohy
a hybnosti vSetkych atémov vo vesmire a ja vam vypocitam dejiny sveta od
jeho stvorenia az do chvile ked na hore Golgota postavia kriz (stidny den)".
Na dobu v ktorej d “Alembert 7il to bolo do istej miery odévodnené vyhlése-
nie. Ale aj do istej Casti pesimisticky, pretoze predpovedal ze osud kazdého
7 nas je urceny ciste mechanickymi principmi a v budicnosti ho bude mozné
"vypocitat". Neskorsi vyvoj vo fyzike ukazal na obrovski variabilitu pravde-
podovnosti, ktora "riadi" svet okolo nés.

V naSom rozpravani sme sa zamerali na pohyb mikroskopickej castice v
jednom rozmere. Je to tak ako by sme mechaniku telesa obmedzili len na
rovhomerny pohyb po priamke. Vobec sme nespomenuli pohyb po kruznici
(a7 na par argumentov o stabilnej dréhe elektronu pri jeho pohybe po ato-
movom orbitéli), moment hybnosti a spin elektronu. To ani nebolo nasim
ciefom. Zamerali sme sa na niektoré sivislosti medzi optikou a kvantovou
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mechanikou a c¢iasto¢nou inerpretiaciou vysledkov. Hlavne sme spomenuli
tunelovanie - fascinujtcu vlastnost mikrosveta, ktora vsak prave pouzitim matem-
atickych (Fourierova transformécia) a optickych (Kifchhoff) objavov 19.
storo¢ia moze byt dobre pochopena a akceptovana.
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