Seminar z vybranych c¢asti kvantovej teodrie.
miestnost A204 (na Katedre fyziky), piatky o 13.00
info: Peter.Bokes@stuba.sk
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1 Lagrangeove a Hamiltonove rovnice

Toto mozno nevieme a tak si radsej cez to prejdime. Obgsirnejsie poucenie najdeme v [1].

1.1 Lagrangeova formulacia dynamiky

5S[x(t)]:5/ZL(g’c(t),a:(t),t)dt = 0 (1)

t1

5S[x(t))  d 9L L

_ 2oL -0 2
dx(t) dt 0  Ox @
Pre N stupiiov volnosti ¢ = 1,..., N mame analogicky
d oL 0L
eo= 22 i=1,..,N
dt 0z, O 0 1=dw )

Pre ziskanie ekvivalencie s Newtonovymi rovnicami sa d4 ukazaf Ze plati L = Ex — U (Kineticka
- potenciélna energia), obe vyjadrené cez {z;,4;}) ,. Lagrangeove rovnice maji ale ti vyhodu, Ze si
invariantné vzhladom na lubovolni transformaciu suradnic.

i

Priklad: Najdite pohybové rovnice pre z(t) a ¢(t) pre

systém na obrazku. Podiskutujme ako sa prejavuje pohyb X
taziska... N
Re: L(z,i,¢,¢) = 2 (mi+ma2)i?+ ima (12 +21di cos(¢)) +

magl cos()

m2

HHH

Uvedomme si: Lagrangeova funkcia je funkcia stradnic a rychlosti, prip. ¢asu
dL(&,x,t) = 0; Ldi + 0, Ldx + Oy Ldt
Pre jej ¢asovu derivaciu napr. dostaneme

dL d (0L, oL

dt  dt
1.2 Kanonicky Hamiltonov formalizmus

Motivacia - pracujme s invariantmi.
Zovseobecnena hybnost p

oL
- = 5
P e ()
Lebo pri 9, L = 0 je p = const. Odteraz teda budeme chciet miesto premennych (&, z, t) pouzivat premenné
(p, z,t).
Hamiltonova funkcia H (celkova energia)

H(p,x) = pi—1L (6)
Lebo pri 0,L =0 je H = const, vid (4). Pre diferencidl H mame
oL oL
dH(p,x) = —zdp+ 8—d3: + Edt ¢o ak porovname s (7
x
OH OH L
dH (p,x) = a—pdp + %dx + Edt priamo dostdvame (8)
OH
L = ——|z=cons 9
& ap | t 9)
. OH
p = _%Luzconst (10)



Posledné dve rovnice aplne popisuja dynamiku, sa ekvivalentné Lagrangeovej rovnici. Pre zodpovedajiacu
sdradnicu z.

ik

Priklad: Harmonicky oscilator s vonkajsim budenim silou F' = —9,U (z,t).
Re: Lagrangeové funkcia

1 1
M@mﬂ:EK—UZQmﬁ—§MP—Wmﬂ
Hybnost
oL
P=7%z =M

Hamiltonova funckia )

. p 1 9
H ty=pt—L=—+—

Hamiltonove rovnice

0H
p = 5 = —kx — 0,U(x,t) ... vlastne Newtonova pohybova rovnica (11)
X
: OH _p ) . . .
= ) = — ... rychlost a hybnost v §tandartnom vztahu (12)
m

#H#H#
Ak méame Tubovolnu veli¢inu f(p, z) tak pre jej ¢asovi zmenu mame

of OH Of 0H

. _ O0foH 0foH )
/ Or Op  Op Ox (13)
— —i{f,H) (14)
kde sme zaviedli Poissonove zatvorky !
(0.0. 0.0.

D4 sa priamoéiaro dokéizat Ze pre l'ubovolné funkcie A(p,x), B(p,z) a C(p,z) plati

{A+B,C} = {A,C}+{B,C} (16)
{AB,C} = A{B,C}+{A,C}B (17)

Prva vlastnost predstavuje linearitu vzhladom na argumenty a druh4 aplikiciu na stucin po saéiniteloch
(Leibnitzovo pravidlo). Evidentne tiez plati anti-symetria vzhladom na zamenu poradia

{A,B} = —{B, A} (18)

1Striktne povedané, v literattira sa navzyvaju Poissonove zatvorky vyraz bez hore uvedenéj imaginarnej jednotky i ale
pre nase Gcely bude vhodnejsia tu uvedena “pracovna” definicia.



2 Kanonické kvantovanie

Pre stadium odporucam [3, 4].

2.1 Kvantovanie astic

Kvantovanie predstavuje prechod od predstavy predstavy ¢astic s T'ubovolne presne Speficikovatelnymi
charakteristikami ako hybnost, poloha & energia ku prestave Castic nachadzajucich sa v uréitom stave
charakterizovatelnom napr. pomocou komplexnej funkcie |®) = ®(z1,...,zy) (vid. cast 7.1) zavisiacej
ich stradnic. Fyzikdlnym veli¢cinam potom odpovedaji Hermitovské operdtory 2 a v stave ® moZzeme
namerat ich stredné hodnoty, napr.

<p1 >=(P|p1|P) = /dzl..dqu)*(xl, o, TN)P1P (21, oy TN) (19)

Predpis kénonického kvantovania berie Hamiltonove rovnice ako korektné i v kvantovej mechanike, iba
stiradnice z; a k nim patriace zovSeobecnené hybnosti p; uz nie st ¢isla ale nekomutujice operatory
TiPj — PjLi = [l‘i,pj] = zh&u (20)

Tato nekomutéciu moéZeme motivovat nasledovnym pozorovanim: klasickd zovieobecnend hybnost je
konstantnd ak je Hamiltoniédn invariantny vzhladom na jej stiradnicu x. Operdtor nekone¢ne malého
posunutia sturadnice x o J je

Ts®(x1, .oy @y ey zn) = P(x1, 0,2+ 6,y zny) = (14 00:)P (21, ooy zy oo, TN). (21)

Vlastné stavy Hamiltonidnu s v ¢ase nemenné lebo energia stavu sa zachovava. Ak je zaroveii Hamiltonian
nemenny pre posunutie o § v siradnici z bude musiet byt aj vlastnym stavom operatora posunutia, t.j.
0. Presne tomu ale musi zodpovedat operator hybnosti kdnonicky zdruZenej ku z a teda dostavame Ze
p ~ O0;. Imaginarna jednotka vstupuje aby bol operator hybnosti Hermitovsky a % uréuje rozmer na ktorej
je nekomutativnost podstatna (A — 0 zodpoveda klasickej limite).

Poznamenajme, Ze nekomutécia x a p si vyzaduje, aby stav bol vo v8eobecnosti komplexné (a nie iba
realna) funkcia, ¢o sa da lahko vidiet pre jednu volna Easticu.

Komutéator troch Tub. operatorov méa nasledovné vlastnosti:

1. [a,b] = [b, d]

2. [a+b,d=la,d+ b

3. [ab,c] = a[b, ] + [a, b

Z toho vyplyva pre Tubovolny operator f(p,z) 3
L [p, f(p,x)] = —ih0. f (p, x)

2. [z, f(p,x)] = ihdp f (p, x)

Hamiltonove rovnice pre operatory x a p teda mézeme pisat ako 4

ip = [p,H] (22)
i = |z,H] (23)
Tieto rovnice maju rieSenie
p(t) —_ ethpef’L'Ht (24)
:C(t) — ethzefth (25)

20perator Hermitovsky zdruZeny ku operatoru A, oznaujeme AT a je definovany tak Ze pre I'ub. dva stavy f a g plati
fg*Af = f(A+g)*f. Operétor A sa vola Hermitovsky ak A = At.

3funkcie operéatorov vidy chdpeme v zmysle rozovja Taylorovho radu, t.j. f(p) = f(0)+ f'(0)p+ f" B2 + ... Ak je poradie
z a p pri tom nejednozna¢né, nemé f zmysel.

40d teraz budeme pou#ivat jednotky kde & = 1, rsp. energiu budeme merat v nasobkoch h.



a teda operatory sa v ¢ase vyvyjaji pomocou unitdrnej transformécie U(t) = e *H!. TUnitarna, t.j.
U L) U(t) = etlteHt = ¢H{E=t) — 1 5 Pomocou rieseni pre p(t) a x(t) nakoniec dostaneme pre

Tubovolny operétor f(p,z,t) = et f(p,x)e~ 1t a teda

if = [f, H], (26)
alebo .

ihf =[f, HI, (27)

ak prejdeme k SI jednotkam. Vidime Ze Poissonove zatvorky naozaj predstavujua klasicka limitu komuta-
toru

[,]—n{, .} (28)

V&imnime si,ze kym z pohybovych rovnic n4m % vypadne a teda tvar rovnic zostane, pre operatory p a x
mame
[x,p] =ih — 0,
t.j. komutuja.
Do teraz sme pracovali s predstavou, Ze operatory sa vyvyjaju v ¢ase a stavy sa objekty dané pre
t = 0. Toto nazyvame tzv. Heisenbergov obraz. UkaZeme si Ze Schrédinergova rovnica, ako ju pozname,
je ekvivalentna doposial vyloZenej teérii kvantovania.

if(ty = [f(t),H] — f(t)=e""fe (29)
@l f(t)ley = (ole™ fem M (g) = (p(t)| f |o(t)) (30)

Pric¢om
i0; | (1)) = i0e "M |¢) = H |¢(t)) (31)

¢o je Schrodingerova rovnica.

Kanonické kvantovanie méa teda nasledovni §trukttru pre systém s N stradnicami {z;} Y ;:

1. Postavime klasicki Lagrangeovu funkciu

L(i‘i, xi).
2. Najdeme hybnosti a Hamiltonovu funkciu
0L
pi = oz,
H(pi,z;) = Z%Pz —L
3. Postulujeme komuta¢né vztahy
[.Ti,pj] = ihéij
4. Operatory spliiaju dynamické rovnice
pi = [pia H]
iw; = [z, H]

Tento program teraz implementujeme na harmonicky oscilator, retiazku oscilatorov a ich dlhovlnna
limitu - vlnenie kontinua. Prv si eSte ale ukaZeme ako sa da pekne a jednoducho dostat Hamiltonia ¢astice
v sférickych stradniciach.

ik

Priklad. Najdite Hamiltonidn volnej Castive v sférickych suradniciach, kvantovanim Lagrangeovej funkcie
Castice vyjadrenej uz v sférickych siradniciach

L(r,¢,0) = %m (7*2 + 72602 + 12 sin2(9)¢52) .

SedeB = eA+Biba ak [A,B] =0



Re: Vsetko priamociare, aZ na fakt, ze kanonicky zdruzené hybnosti treba urobit Herminovskymi explic-

itne. Napr. p, = ms Co sa nika polozit p, = —ihd,. Takyto operétor ale nie je Hermitovsky (v sférickych
stiradniciach) a tak treba vziaf p, = —ihd, — . Tento tvar najdeme z analyzy ne-Hermitovskosti prvého
pomocou

/000 r2drg* (r)(—iho,) f(r).

pouZzitim integracie per-partes. Podobne s py a p, a nakoniec dostaneme korektny Hamiltonidn.

iiiaia



2.2 Rovnice harmonickych kmitov, retiazky a vin
2.2.1 Harmonicky oscilator

Ako vieme s posledné ho prikladu,

P’ L o
H = J—+cha (32)
p = —wz (33)
i = 2 (34)
m

Po kvantovani, v Schrédingerovom obraze rie§ime parcidlnu diferencidlnu rovnicu

[ K2 d2

dt

alebo pripadne k tomu patriaci vlastny problém

o T2 + —kmﬂ () = Ep(x) (36)

Takto sme postupovali v naom prvom oboznameni sa s kvantovou mechanikou (napr. [3]), teraz
pouZzijeme sofistikovanej§iu metédu - tajomni diagonalizdciu. Hamiltonian

2
_pr L
H= o + ka
a
[z, p] = ih.
budeme riegit zavedenim operitorov
L . p
a = ——(i—=+Vkz 37
Vo v V) 0
1 . D
a"r — —— + \/E(L‘ 38
Voo YR o

pre ktoré mame
1. H=Tw(a%a+3)
2. [a,at] =1

3. Nech H |n) = FE, |n) potom Ha™ |n) = (E, + hw)a™ |n) a podobne Ha |n) = (E, — hw)a™ |n). ( a
preto ich volame kreacéné a anihilacné operatory )

4. H je zo spodu ohrani¢any a preto musi existovat stav s najniZz§ou energiou pre ktory a |0) = 0 a teda
Ey = 1hw. Z toho okamzite E,, = hiw(n + 1).
5. Normalizacia: (n — 1|aa™ |n — 1) = (n|n|n), t.j. |n) = ﬁa* [n—1) = \/%[aﬂ” |0).
Tymto sme problém vyriesili. Ak chceme funkcie v x reprezentécii tak napr. pre zakl. stav

ago(z) = (—ih0y — iwz)po(r) =0

1/4 .
$o(z) = (%) e F

Excitované stavy dostaneme podobne aplikovanim a™* na tato funkciu.
Uvazujme teraz Casovy vyvoj. Kym pre operatory hybnosti a polohy platili Heisenbergové rovnice v
tvare

z ¢oho l'ahko dostaneme



pre krea¢né a anihila¢né operatory mame rovnice

ia = la,H=wa (40)
iat = [at, H] = —wa® (41)

ktoré vieme priamo integrovat na
a(t) =ae™™t  aT(t) =aTe™t. (42)

Diagonalizacia ndm rozlozila dve pdvodne spojené pohybové rovnice na dve nezivislé. Zjavne, rieSenie
pomocou krea¢nych a anihila¢nych operatorov je velmi elegantné. Akokol'vek tajomné sa zd4 ich zavedenie,
k ziskaniu ich vztahu ku x a p moZno priamociaro prist ak priamo rie§ime vysSie uvedené pohybové rovnice
pre operatory x a p (vid. napr. [2]).

Tento §tyl riefenia sa da poZit na ¢okol'vek, ¢o je ekvivalentné stiboru nezavislych oscilatorov, napr.
kmity mriezky - fonény, elektro-magnetické pole - fotény, kmity elektréonovej plazmy - plazmony,... Tak si
to prv preskdgajme na kmitoch a vlnach v 1D.

2.2.2 Kmity

UvaZzujme retiazku N hmotnych bodov pospdjanych s harmonickymi pruzinami. Nech m4 retiazka peri-
odické okrajova podmienky, t.j. predpokladdme Ze bod n = 0 je identicky s bodom n = N. Lagrangeova
funkcia tohto systému je

. 1 . 1
L{ynin}) = > gmin — 5k = yn-1)” (43)
in E(ynJrl —2Yn + Yn—1) (44)
Po kvantovani mame [y, my,/] = ihd, s a napr. Schrodingerovu rovnicu
h? 1 2
Z _%ayn + Qk(yn —Yn-1)") | (1, yn) = E@(y1,. .. yn) (45)

n

Vsimnime si, toto je mnoho-¢asticova SchR, a predsa ju vieme riesit! [Ako je to so symetriou vzhladom
na zamenu ¢astic??]

Problém retiazky mozeme vyrieSit eSte pred kvantovanim diskrétnou Fourrierovou transforméciou
saradnic. Tymto pretransformujeme pospajané oscilatory na stbor nezavislych oscildtorov. Momentélne
mé Lagrangeova funkcia v maticovom prepise tvar

1. .. 1
L=39Ay - ;yBy (46)
kde
Tm 0 0 0
0 m 0 0
A = 0 0 m 0 (47)
[ 2k -k 0 - —k
—k 2 —k - 0
B = 0 -k 2t -k --- (48)
|~k 0 - —k 2k

Matice A aj B maju ta ista transla¢ni symetriu a dokonca A je nasobkom jednotkovej matice a preto
ich moézeme naraz priviet do diagonalneho tvaru diskrétnou Fourrierovou transforméciou (vid. Appendix
7.3)

1 N-1 1 N/2
_ 2rkn/N __ i2wkn/N
Un = —— > _ Uke =— > e (49)
N5 NfN/2+1



Pouzijeme pritom konvenciu druhého tvaru ktora je zaloZena na fakte, Ze napr. bod k = N/2 + 1 je
ekvivalentny k = —N/2 4+ 1. Toto pochadza priamo s periodicity vychyliek y,+n = y,. Pripomenme si

tiez Ze plati ’ortogonalita’
1 N1

2 €T =gy (50)
n=0

a Ze pre redlne y; mame y, = y*,.
Po transformovani dostaneme Lagrangeovu funkciu

N/2
. 1. 1
Llje,ys) = Y, Sk — k(2 — 2cos(2mk/N))yry—k (51)
k=—N/2+1
N/2 1
= Z §myklﬁk - imwiykyfk (52)
k=—N/2+1

Toto je suma nezavislych oscildtorov s zavedenymi frekvenciami wy, = \/£2|sin(rk/N)| (vid. obr. 1) o
¢om sa presved¢ime ak si napiSeme prislugné klasické Hamiltonove rovnice

Pr = —mwiy—k (53)
. 1
Y-k = —Dk, (54)
m

a modzme teda pouzit vysledok predchadzajicej ¢asti kvantovania jednoduchého harmonického oscildtora.
Pri kvantovani budeme pritom uvazovat ako stradnice iba y; a nie aj y;, nakol'ko tieto st uz v prvych
obsiahnuté. Priamo s tymto stvisi fakt, %e kym v priamom priestore sme mali N siradnic {y,}, v
Fourrierovom priesotre mame zdanlivo 2N - {®{yx}, S{yx} alebo {yx,y;}. Podmienka y; = y*, nam
utvrdi Ze ich je 2N naozaj iba zdanlivo... Ked ideme kvantovat tak musime pracovat uz len s nezavislymi
suradnicami a preto budeme kvantovat iba y.
Postulujeme teda

[k, Pr] = 1ROk b (55)
Pre finalne rozriesenie (do-diagonalizovanie) pouZijeme nahl'ad z harmonického oscilatora a polozime
1 Pk
— + 56
o = e (1 Vi (50)
1 . Pk
Jr
= ——|—i—0=+V - 57
ay m<z\/7_n+ mwkyk) (57)
(58)
Co moZeme invertovat aj na
_ P+ at) (59)
I = Iy, - F Ok

. . [hmw
P = my_p =14/ Qk(a;:fa,k). (60)

Pre ax, af, z tohto lahko dostaneme ich komutaéné vzfahy

lak,a)y] = Orw, (61)
[ak,ar)] = 0, (62)
laf,af] = 0. (63)

Tymto ziskame algebraické rieSenie problému retiazky v tvare

N/2
1 k_ .
H= Z fwy(a;f ar, + 5) W =1/ E2| sin(rk/N)|, ak, a] = 6w (64)
k=—N/2+1

a s tym suvisiace vlastné stavy tvaru

Inen,mie, ) =
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Obrazok 1: Disperzny vztah pre retiazku s N = 21 bodmi.

Tieto st priamym si¢inom stavov jednotlivych oscilatorov pre k = —N/2+2,..., N/2 pretoZe vstupuji
aditivne do Hamiltonianu (64) a operatory pre k # k' navzajom komutujiu. Pre Tubovolné k moZeme
mat akykol'vek celodiselny pocet tychto excitacii, ¢o je vlasnost ktorou charakterizujeme bozony. Preto
komuta¢ny vztah (61) je charakteristickym pre bozony.

Ukazeme si, ze az naozaj vytvori excitaciu - fonén - zodpovedajici vpravo Siriacej sa rovinnej vlne.
Toto uvidime ak prejdeme spif do reprezentacii poloh na mriezke |n),n = 0,..., N — 1. Pytame sa: ak
v t = 0 vytvorime jeden fonon v stave k, aka je amplituda pravdepodobnosti Ze v ¢ase ¢ ho ndjdeme na
mieste n? Matematicky to je

) . 1 . 2xkn
et (E=0)[0) = D (nlk!) (K] afe™ 4 0) = 3 e 0 (66)
k/ k/ N
1 2zkn
_ Nezﬁ@ —wit) (67)

¢o naozaj zodpoveda doprava iddacej rovinnej vine.
Je uzito¢né vyjadrit si operétor vychlky y,, pomocou ax a a_g

7 N/2
— i2wkn/N + —i27kn/N
Yn = V 2mwp N Z ke tage (68)

—N/2

Ak nahliadneme na tento vyraz v Heisenbergovom obraze, dostdvame pekné porovnanie s klasickym vysled-
kom pre kmity retiazky. [pre vh(ax(t)) = Vi(a; (t))* velké, tohto redlna ¢ast zodpovedé klasickej am-
plitide oscilacii]. Z tohto n&dhladu tiez vidime Ze ay, a az zodpovedaju anihilacii a kreacii kvanta kmitov
(fononu) iriacom sa v kladnom smere, pri¢om z tvaru Hamiltonidnu vieme Ze jeho energia je hwy.
Uvedomme si ale ze fonony sice maju vlastnosti bozénov ale nie st to fundamentélne Castice. Ich
bozoénicky charakter pochadza z faktu, Ze popisuju exciticie s nemennym poétom fundamentélnych Castic -
hmotnych bodov retiazky. Presnej§ie porozumieme tejto poznamke ked sa neskor obozndmime s technikou

druhého kvantovania pre fundamentalne Gastice (t.j. pre nés elektrony, protény, neutrény).

2.2.3 Vliny

Zoberme iba pomaly-meniace sa vychylky s priestorovou suradnicou Nech y; = y(x) kde x = id a nech
celkova dlzka segmentu je L = Nd. Uvazujme limitny proces N — oo, Nd = L = const (Prehlad tycho
prechodov pre diskrétnu Fourrierovu transforméciu je dany v Appendixe 7.2). Potom zrejme

y(z —d) — 2y(z) + y(z + d)
d2

9ry(x) = +0(d?), (69)

o je prava strana rovnice (44) a vlnové rovnica nam prejde na tvar

. kd?
§= Waiy (70)

10



s rychlostou Zirenia vin u? = %. Pri tejto limite v Lagrangeovej funckii -

dlzkovej hustoty hmotnosti 1 = m/d a renormalizovanej tuhosti x = kd dostaneme (s tymito definiciami
méme pre rychlost Sirenia vin u = \/k/p)

dx .
; — | % - a zavedenim

L@ y(e)) = [ degn(i@))? - 3r(@.5() ()

Najdenim Lagrangeovy rovnic pola y(z) dostaneme opéf vlnovi rovnicu. Analogicky moéZzeme zaviest
hybnost 7(z) = §L/éy(x) a dostat Hamiltonovu formulaciu.

Otézka znie, ako mame kvantovat y(z) a w(x)? Kvantovanie bude zrejme limitou kvantovania diskrétnej
retiazky. V prvom rade si uvedomme Ze

2
wr =\ k/m2|sin(rk/N)| ~uq, q= %kz, k=0,£1,%+2,... (72)
KedZe q zostava diskrétne, budeme prirodzene pozadovat aby stéle platilo

lak, a;)] = O (73)

Preved'me teraz limitu v rozklade vychylky kmitov

N/2 -
y(z) _ ngnoo Z IQkaN (akez27rkn/N +a;€|-67127rkn/N) (74)
—N/2

= h 3 —iqx
> Sl (ag€"" + ag e™"17) (75)

g=—00

Podobne, keby sme spravili pre hybnost 7(z) by sme dostali

7 . .
7(z) = Z i/ %(a;eﬂql — agqe'?®) (76)
q

Teraz moézeme priamo vyc¢islit komutator hybnosti a amplitudy pola, pouZitim poslednych dvoch rozvojov

dostaneme
oo

@@mﬂ@yn:in% > et = ing(z — af), (77)

qg=—00
kde é(x — 2’) je Diracova delta funkcia, pre ktoru plati

0 z#a

o z=21

5@xq{ , (78)

kde nekonetnost rozumieme v takom zmysle aby
/5(z —2)dr =1, (79)

pri¢om v poslednej rovnici sa rozumie Ze 2’ je v intervale integrovania.

Tymto sme spitna ziskali kinonicky predpis, ktory je limitou diskrétnej siistavy na kontinuum. Budeme
predpokladat, Ze tento predpis predstavuje korektné kanonické kvantovanie kontinua (pola) vo vSeobec-
nosti.

Pre naSu 1D vlnova rovnicu ale riesit ale uz ni¢ nemusime; rieSenia vieme priamo pomocou limity
rieSeni predchadzajacej Casti

H= Z hugata, (80)

q

a vSetko ¢o s tym stvisi.
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2.3 Interackia elektréonu s fonénmi v jednorozmernom modeli tuhej latky

Priméarny ciel tejto podcasti je demongtrovat pouzite doteraz vybudovaného aparatu na jednoduchom
probléme. Ako vysledok dostaneme spontannu emisiu fonénov a z toho vyplyvajicu nestabilitu excito-
vanych stavov elektrénu v tuhej latke. PouZijeme atémové jednotky kde h = m, =e = 1.

2.3.1 Hamiltonian elektrénu a mriezky
1
H = 7§8§+ZU(x7Rgfyn)+;wka;ak (81)

pricom U (r) je potencidl elektronu v dosledku bodu mriezky v po€iatku. Pre malé kmity mriezky mame
U(CL‘ - R’?l - yn) = U(.’L‘ - RO) - azU(‘r - R?z)yn + O(yr%) (82)

Vidime Ze mozeme Hamiltonidn rozdelif na ¢ast popisujacu elektréon neinteragujici s kmitmi
= ——82 +Zwkak ay (83)

a interakény clen
= Y06 - R, (84)

V dalsom budeme predpokladat Ze vlastné stavy H° uz poznime:

2.3.2 Pravdepodobnost prechodu
Nech v t = 0 je elektron-fonénovy systém v stave

n
]
A nk'

Nasa otazka je:“Aka je pravdepodobnost Ze v ¢ase t > 0 ju ndjdeme v inom stave |/, n'(k))?” Hoci by sme
mohli postupovat §tandardne pomocou &asovej poruchovej teérie (exaktne to nevieme pocitat lebo nas
Hamiltonidn uZ nie je kvadraticka forma), my pouZijeme postup ktoy je velmi pekny a posobi motivacne
pre zavedenie Greenovych funkcii ku ktorym sa neskor dostaneme.

Na nasu otdzku nadm zjavne odpovie vyraz

|aa n(k)> = ¢a (z)Hk

10) (85)

Par a(t) = [Aar a0 = [0/, 0/ (k)] = |, n(k)) | (86)
Samotn4 amplitada pravdepodobnosti pritom splha evidentne rovnicu
10 Aar o(t) = (o, 0/ (k)| He” " |, n(k)) (87)
- <€o/ + Zw;m’(k:)) Agr o) + (a0 (k)| Ve B |a, n(k)) (88)
k

Problém budeme riesit v linedrnom priblizni vzhladom na elektrén-fonénovi interakciu V. V tom
pripade bude stagif ak sa obmedzime na H® v exponente posledného ¢lena v (88). V linedrnom pribliZeni
teda dostavame

i Aa o(t) = (w + Zw;m'(k)) Awr o) + (@', 0/ (K)| V |a, n(k)) e (eat 2 xn®)t (gg)
k
ktora vieme vyriesit s vysledkom
Aw at) =00/ 0 + /Ot dt’ (' ;0 (k)| V |, n(k)) e~ i{eamear+20, wrln)—n' (W)}t (90)
Maticovy element Najprv si rozoberieme vyraz

(o, n ()| V |a, n(k)) (91)
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Zavedieme si oznacenie
Coa(k) =— Z ek R /dzqﬁz/ (2)0,U(z — R%) ¢ (2)dz. (92)

Tento maticovy element sa da d'alej upravit ak by sme uvazili, Ze stavy ¢, (x) predatavuja Blochove stavy
s dobre definovanym kvantovym ¢&islom ¢ - vlnovym vektorom z prvej Brillouinovej zény. Tymto sa tu ale
zaoberat nebudeme, tieto problémy patria ku prednaskam z FTL.

Co je podstatné je, ze maticovy element teraz nadobuda tvar

(o', n'(B)| V |a, n(k)) = (Cora(B)ar + Cor a(=k)ar)) In(k)) (93)

, 1
0O

pricom sme pouzili rozklad amplitad vychyliek y,, podla (68). PretoZe uz poznédme operovanie ay a a;

Tahko dostaneme

(o, (B)| V |a, n(k)) =

Casovy integral teda da

K !/ _—iAEt 1—e AR A /
dt'e™" = E=e,—ey k) —n'(k)].
| are . o = ot + 3k ) =)

Pre pravdepodobnost prechodu budeme potrebovat kvadrat tohto vyrazu pre velky cas

1
Ak by sme teraz polozili t = co dostaneme nejasny vyraz. odiskutovat preéo... Zmysluplny vysledok

dostaneme a7 pre pravdepodobnost prechodu za jednotku ¢asu

dP  2sin(AFEt)

—~ — 210 (AFE
p AR T6(AE) (96)

Anticipovanim tohto dostaneme nakoniec [povedat pre&o kriZne &leny zmizni |

2
dPor (1) 21y, 6(ea —ear + wk)%n(h) eq — € >0 (97)
= 2
dt 2my 0, 0(eq — e — wk)i‘cgﬁfk;)l (nk)+1) eq—eqw <0

Tento vyraz evidentne dava emisiu a absorpciu a spontadnnu emisiu fonénov.... viac diskusie neskdr
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3 Popis mnohych ¢astic metédou druhého kvantovania

3.1 Bozbny

3.2 Fermiény

4 Kvantovanie elektro-magnetického pola
5 Teoéria funkcionalu hustoty

6 Greenove funckie v mnoho-¢asticovych problémoch vo fyzike
kondenzovanych latok
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7 Appendix

7.1 Hilbertov priestor stavov

Mnozina vSetkych moznych stavov tvori Hilbertov priestor so skalarnym st¢inom medzi dvoma stavmi ¢
a U v tvare

(D|W) = /dzl..dsz)*(xl,...,xN)\II(:El,...,:EN) (98)

Pomocou skaldrneho stéinu mozeme potom najst bazu tohto priestoru {®;}5°, splhajicu podmienky
ortonormality

(©i[ @) = 04 (99)
a uplnosti
> Op (w1, n)Ri(2h, s aly) = (21 — 7). 0y — aly) (100)
Poslednéa vlastnost sa tieZ zapisuje v tvare
Z |®;) (®;] = 1. (101)

Baz v Hilbertovom priestore exsituje vela..., prechddzat moZzeme od jednej ku druhej pomocou unitérnej
transformacie
= Uy®;, > UjUsj = 0ij. (102)
j k
7.2 Rozne limity diskrétnej Fourrierovej transformacie

Zatneme tym Ze si zavedieme miesto indexu v redlnom priestore n siradnicu x = nd

N/2

Z ype' Fawn (103)

N/2+1

Ye = Z o (104)

y(zn) =

§\~

miesto celoéiselného k si zavedieme g = 2”’“ ktoré teraz prebieha cez hodnoty

™ 2r w 21
Ag = —— 105
1€ ( )’ 9 Nd (105)

Pretoze mame dve sumy ktoré mozu prechddzat na integral budeme mat 3 rozne pripady.
N — o0, d fixed
V tomto pripade dostavame nekoneéne dlhi retiazku hmotnych bodov a transformécia nadobudne tvar

/d Nd |
y(on) = dqyqe' ™" 106
(zn) \/— / W/d 5 14Yq (106)
= e Ip )€ —igzn 107
Yq /_N n:goo y(zn) (107)

V sume cez n st obe hranice poloZené do nekonecna lebo tie st viazané periodickou podmienou a teda
ak ide jedno musi i druhé. Nakoniec aby sme korektne oSetrili pritomnost N v tychto vyrazoch musime
zaviest renormalizované Fourrierove obrazy

y(q) = VNy, (108)
¢o nakoniec prinesie
w/d d .
n) = 24 igan 1
v = [ sdwtae (109)
ylo) = > ylwn)e ®n (110)
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N — oco,d — 0, Nd = L fixed
Toto zodpoveda kontinuu s konecnou dlzkou L a teda Standartnym Fourrierovym radom.

1 = oz 27
y(z) = N 2%6 ", q= fk (111)
1 L dx e
o= = [ G (112)
Musime opét renormalizovat a to
y(q) = ygdV'N (113)
s vysledkom
1 & ion 2m
ylx) = I gy(q)e woog= fk (114)
L .
ylg) = / dy(z)e™** (115)
0

N — oco,d — 0, Nd — o©
Tento posledny pripad predstavuje nekonecne rozlahlé kontinuum a teda Fourierrovu transformaéciu.
V Fourrierovom rade spravime posledny prechod sumy na integral

va) = 1 [ daaen (116
va) = [ dmytere (117)

Identicky vysledok by sme dostali pre prechod prvej uvazovanej situacia ku d — 0.

7.3 Vlastné stavy transla¢ne invariantnej matice (Hamiltonianu)

Tento pristup ndm zdévodni preco pouzivame diskrétnu Fourrierovu transforméciu na rieSenie retiazky

a poskytne spoloény pohlad na Blochove stavy elektrénu v tuhej latke aj rozne mody fonénov,... Ide v

principe o grupovo-teoreticky postup, ale bez akychkolvek “fancy” teorémov a nazvoslovia.
Predpokladajme Ze mame systém H ktory vyzera identicky ak ho posunieme o d (H(z + d) = H)

pricom celkovo ma dizku L, t.j. L = Nd a na koncoch je dany periodickymi okrajovymi podmienkami.
Ak oznac¢ime T, ako operator posunutia o d tak plati

T4, H] =0 (118)

a teda vlastné stavy H sa aj vlastnymi stavmi Ty.
Aké sa vlastné stavy Ty? Nech

Ty|d) = Tulo) - (119)
Potom plati ze
) = T3 |9) = T3 |9) (120)

PretoZe systém po N nésobnej translacii sa dostaneme do identity (Periodické okrajové podmienky). Z
toho dostivame Ze vlastné hodnoty operatora posunutia nadobudaji hodnoty

Ty=e>™/N  n=0,1,..,N—1alebon=—N/2+1,...N/2 (121)
Ak do tychto vlastnych hodnot vpaSujeme d moZeme ich tieZ pisat v tvare

. P
Ty =etknd = %n n=-N/2+1,..,N/2 (122)

K nim patriace vlastné stavy budeme oznacovat ako |k, ) alebo ¢, (x). Pre ne plati

Taon, () = ey, (x) = dp, (v + d) (123)

Evidentne teda ak zvolime _
o, () = edmukn (x) (124)
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bude uZ ug, (x) funkcia periodickd v x. Ak x zodpoveda jedinému diskrétnemu indexu (t.j. d posunutiu o
jeden riadok v matici), ako je to pri 1D jednoduchej harmonickej retiazke, je ug, (z) jednoducho konstanta.

Tym Ze sme nali vlastné stavy Ty nasli sme zaroveii aj vlastné stavy H. V pripade ak posunutie
symetrie obsahuje niekol’ko sturadnic (riadkov) H, bude treba este do-diagonalizovat pod-bloky; pre kmity
tuhych latok tomu zodpoved4ju rozne mody (optické kmity, akustické kmity...) a pre elektrony v tuhych
latkach tomu zodpovedd hladanie jednotlivych pasov péasovej Struktury (hladanie periodickej funkcie

up,, ().
Referencie

1] L. D. Landau a E. M. Lifshitz, Mechanika, Nauka 19307.
2] L. D. Landau a E. M. Lifshitz, Kvantovaja mechanika, Nauka 19377.

[
[
[3] L. Schiff, Quantum Mechanics, McGraw-Hill, 1955.
[

4] H. Haken, Kvantovo-polovd tedria tuhijch ldtok, Alfa, 1987.

17



