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31 SCHRODINGEROVA FORMULACE KVANTOVE MECHANIKY

Schrédingerova rovnice

Kvantovémechanicky formalismus

Korpuskularni vlastnosti ¢astic podminuji jejich pohyb, ktery vyjadiuje "newtonovska" mechanika
nejdokonaleji formulovana zakony analytické mechaniky. Existence vinovych vlastnosti ¢astic podstatné meéni
popis zakonitosti pohybu v mikrosvété, proto bylo nevyhnutelné vybudovat novou mechaniku. Nazyvame ji
vlnova mechanika a zpravidla ji zahrnujeme pod obecnéjsi nazev kvantova mechanika. Jak ma vypadat zakladni
pohybova rovnice v této nové mechanice? Tento problém se podafilo témét soucasné vytesit dvéma fyzikim -
Heisenbergovi a Schrodingerovi. Heisenberg formuloval svou vlnovou mechaniku pomoci tzv. maticového
poctu, Schrodinger pomoci diferencialnich rovnic. Zanedlouho po vzniku téchto teorii se podatilo dokazat, Ze
obé¢ teorie jsou navzajem ekvivalentni. Schrodinferv postup je blizsi tradicnimu zptsobu formulovani rovnic
pro fyzikalni dé€je, proto se Castéji pouziva. I my se spokojime jen vykladem této Schrodingerovy teorie. Jeji
kostru tvoti vinova funkce Y, diferencialni rovnice pro jeji vypocet a "navod" k vypoctu dilezitych fyzikalnich

veli¢in pomoci ni (schéma na obr. 31.1).

31.1 Schrodingerova rovnice

V této Casti se budeme zabyvat tvarem diferencialni rovnice pro nalezeni vinové funkce 1, popisujici

pohyb castice ve vinové mechanice (véty 31.1 a 31.2).

31.1
Casova Schrodingerova diferencialni rovnice ma
tvar
2
_jsha_‘l’:gf’_Aq,_Wq,;
ot 2m P
2 2 2
A= 0 + 0 + 0

ox%* 9dy? 9z?
(31.1)
kde Wp je potencialni energie.
31.2

Schrédingerova rovnice pro stacionarni stavy ma

tvar

V clanku o materidlnich vinach jsme
ukazali, Zze zakladni informace o pohybu volné
Castice, tj. ¢astice v bezsilovém poli, mtizeme ziskat
z rovinné de Broglicho materialni viny, napsané ve
tvaru (30.3). Zatim vSak nezname zadny postup,
pomoci kterého bychom mohli najit tvar této funkce
napf. pfi ptisobeni rozli¢nych sil. Miizeme se v§ak
pokusit fesit i tento problém podobné jako v
kapitole o kmitech a vlnach. I tam jsme spolehlive
zjistili, Ze vlna popisujici pohyb jednorozmérného
kontinua se da vyjadfit rovnici (24.9). Abychom
nasli obecny postup k nalezeni funkce popisujici
jsme se nejprve zjistit, jak obecné rovnici musi tato
funkce (24.9) vyhovovat. Tak jsme nasli vinovou
rovnici (24.2), kterou jsme potom prohlasili pro

urcita prostfedi za obecné platnou. Potom se jiz
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kde W je celkova energie (soucet kinetické a

potencialni energie).

Schrodingerova
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Obr.31.1 Postup feSeni problémi v
Schrédingerové kvantové mechanice
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vSechny problémy vInéni fesily deduktivng, tj.
vychazejic z vlnové rovnice s piihlédnutim na
okrajové podminky se hledala vlnova funkce.
Piesn¢ takovy postup (pravdépodobné s velmi
malou nadéji na uspéch) pouzil i Schrodinger.

V prvé fazi je tedy nutno najit rovnici, které
vyhovuje funkce (30.3). Vyjdéme z celkové energie
castice dané souctem jeji kinetické a potencialni

energie

2
W:lmv2+W:p—+W.
2 P 2m P

(31.3)

Vynasobime tuto rovnici formalné vinovou funkci

| a dostaneme rovnici

2
AR R AR

(31.4)

Vlnova diferencialni rovnice by nam méla poskytnout vinovou funkci, pomoci které bychom mohli najit

zakladni informace o Castici, tj. 0 jeji energii a hybnosti (p=p, ) a proto vychozi rovnice nemiize obsahovat tyto

parametry jako "vstupni" tdaje. Musime je z rovnice (31.4) eliminovat pomoci samotné vinové funkce. Z tvaru

funkce (30.3) vyplyva, Ze by se to mohlo zdaftit pomoci operace derivace. Skute¢n¢ plati

oy J
Y - Ly,
ot h v
takze
h Oy
W = ——_ —_—
v j ot

(31.5)
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9V _Jj
ox hpw’

takZe plati
h O
pll]:_. _lII
Jj 0Ox
(31.6)

skute¢né by se ndm timto postupem, to je dosazenim vztahti (31.5) a (31.6) do rovnice (31.4) podafilo vyloucit
jak energii W, tak i hybnost p, nanestésti vSak takto ziskana diferencialni rovnice by byla velmi sloZitou
nelinearni diferencialni rovnici pro . Je zde jesté jedna moznost, a to derivovat vlnovou funkci (31.6) podle
x jesté jednou, ¢imz dostaneme vztah

o2y 1

2
=-—p IIJ:
dx? H2

ze kterého vyplyva pro zZadany soucin p21|J jednoduchy vyraz

82
Py = _%2_11; :
ox

(31.7)

Tak jsme se vyhnuli nepiijemnému kvadratickému ¢lenu za cenu, Ze vysledna diferencidlni rovnice bude ne

prvého, ale druhého fadu. S ohledem na vyrazy (31.5) a (31.7) ma tato rovnice tvar

2 2
STNCL N .
ot 2m §x? p

(31.8)

Jestlize roz§itime platnost rovnice (31.8) na trojrozméerny prostor, dostaneme ¢asovou Schrédingerovu rovnici
ve tvaru (31.1).
Jestlize nyni mame rovnici pro vlnovou funkci ve tvaru, ve kterém je ji mozno napsat pro kazdy

konkrétni ptipad, mizeme cely problém obratit: postulujeme tuto rovnici jako obecné platny princip. Pro ptipad

vvvvvv
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reSeni. Jestlize ztéchto feSeni vyplynou vSechny vyznamné informace o ¢asticich v souladu s méfenimi, budeme
moci rovnici (31.3) povazovat za obecné vyjadieni pohybové rovnice v kvantové mechanice. Dosavadni vyvoj
ukdézal, ze vSechny zavéry vyplyvajici zfeseni této rovnice jsou spravné, proto se rovnice (31.3), ktera ze zacatku
vypadala jako "uboha nadhrazka" dokonalé¢ klasické mechaniky, stala obecnym principem, ktery v sobé - jak se
pozdéji ukazalo - obsahuje celou klasickou mechaniku jako specialni ptipad.

Velmi Casto nés zajimaji jen informace o stacionarnich dé&jich, napft. energiich, rychlostech a drahach
elektronti v krystalech ve stacionarnich polich, v atomech a molekulach apod. V téchto pfipadech mtzeme

rovnici (31.1) zjednodusit. Vinovou funkci (30.3) mizeme napsat i ve tvaru

W) e
takze

oy __Jj —jIh(W)
W__Jw j .
3 . Yx) e

(31.9)
Dosazenim tohoto vyrazu do rovnice (31.3) dostaneme v jednorozmérném piipade

2
-2 THD gy,

2m  9x?

Zobecnénim této rovnice na trojrozmérny piipad vznikne diferencialni rovnice bez proménné t, tj. "bezcasova"
Schrédingerovarovnice ve tvaru (31.2). Jejim feSenim se doposud ziskalo nesmirné mnoho zakladnich informaci

o latkach a pravem ji mizeme oznacit za zékladni pilit moderni fyziky.

SCHRODINGER Ervin (3rédynger), 1887-1961, rakousky teoreticky fyzik, spolutviirce kvantové mechaniky.
Jeho prvé prace se tykaly teorie barev a staly se zakladem kolorimetrie. Hlavnim védeckym pfinosem k rozvoji
fyzikalni teorie mikrosvéta byly vSak prace publikované r. 1926, ve kterych - ovlivnén de Broglieho hypotézou -
zformuloval zaklady vinové mechaniky (nezavisle na W.Heisenbergovi). Parcialni diferencialni rovnice, ktera
nese jeho jméno, popisujici stav souboru mikro€astic v prostoru a ¢ase, se stala zdkladni pohybovou rovnici
kvantové mechaniky. Takto vznikla spole¢nym usilim vynikajicich teoretikli fyziky naseho stoleti postupné
dnesni kvantova fyzika - fyzikalni teorie vystihujici zakonitosti procesii atomarnich a subatomarnich systémd.
Za tyto prace zékladniho vyznamu byl Schrédinger odménén Nobelovou cenou r. 1933 (spolu s P.A.Diracem).



31.2 Kvantovémechanicky formalismus

Zustava nam vytesit jeste posledni principialni otazku kvantové mechaniky: jak z vinové funkce ziskat

vSechny potfebné informace o probihajicim jevu. Napf. na obr. 31.2 jsou zndzornény realné ¢asti vinovych

funkci elektronti v zavislosti na vzdalenosti od jadra atomu vodiku. Co miizeme z téchto funkei vypocitat?

Jestlize jsme v predchozim ¢lanku pouzili ptirovnani vinové funkce k obili, které samo je sice bezcenné, ale

obsahuje potiebné zrno, nyni se miizeme zeptat, jakou "mlatickou" toto zrni od slamy oddélime. Zjistime, ze

se to da docilit pomoci formalnich matematickych operaci, které samy o sobé nevyjadiuji zddnou fyzikalni

skutecnost. Soubor téchto operaci nazyvame proto kvantovémechanickym formalismem (véty 31.3 az 31.6).

31.3
Vlnova funkce Y, ktera je feSenim Schrédingerovy
rovnice musi spliiovat tii tzv. standartni podminky:
a) musi byt konecna,
b) musi byt jednoznacna,

c¢) musi byt spojita.
314

Stfedni hodnota funkce prostorovych soutfadnic G

(%, y, z) se vypocita pomoci vztahu

G, =f U G(x,y,2)Udx dy dz

(31.10)

kde l|J>x< je konjugovana vinova funkce.

31.5
Stfedni hodnota funkce hybnosti py(py, py, p,) se

vypocita pomoci vztahu
p= [V B.(BobaB)Y dx dy dz,
(31.11)

kde p™ je operator prislusné veliiny, ktery
dostaneme z jeho klasického vyjadieni tak, Ze

jednotlivé slozky hybnosti nahradime operatory

Z fyzikalniho hlediska je zfejmé, Ze ne
kazdé teSeni Schrodingerovy rovnice musi
popisovat realny d¢j. Jestlize se zkoumana Castice
nckde redln¢ v prostoru pohybuje, potom
pravdépodobnost jejiho vyskytu nemize byt v
zadném bod¢ nekonecné velkd ani mnohoznacna.
Na zakladé Bornovy interpretace (véta 30.3)
musime tedy pro vlnovou funkci pozadovat
konecnost a jednoznacnost. Ze vztahu (31.6) se da
usoudit, Ze derivace vinové funkce podle prostorové
soufadnice urcuje hybnost, tj. také rychlost (pfi
znamé hmotnosti). Jestlize by tato funkce nebyla
spojita, jeji derivace by byla v bodé nespojitosti
nekonecné velka, coz je fyzikalni nesmysl. Z téchto
pfi¢in musime u vlnové funkce pozadovat i jeji
spojitost. Tyto pozadavky jsou obsazeny ve véte
31.3.

Je zajimavé, Ze aplikace uzjen téchto velmi
obecnych, téméf trividlnich pozadavkii na vinovou
funkci ma za nésledek, ze nékteré fyzikalni velic¢iny
mohou mit jen diskrétni hodnoty. Schrédingerova
rovnice spolu se standardnimi podminkami obsahuji
tedy celkem pfirozené kvantovy rys mikrosvéta.

Zpravidla jako prvou informaci o ¢astici
(jejich souboru) ziskavame jeji (jejich) energii W. V
celé¢ tad¢ piipadi Schrodingerova rovnice pro
stacionarni stavy ma feSeni vyhovujici standardnim
podminkam 31.3 jen tehdy, ma-li tento parametr jen
presné urcené diskrétni hodnoty. Nazyvame je

vlastni hodnoty a jim pfislusné vinové funkce



slozek hybnosti
. ., O
— _ '.h_
x= ox
. . O
= —jh—
vy~ dy
A ., O
=-jh—.
p:mJ dz
(31.12)
31.6

Bezcasovou - stacionarni - Schrédingerovu rovnici

(31.2) mtizeme napsat i v operatorovém tvaru

Hy=wy,
(31.13)
kde
n 2
A=-""As+w
2m p
(31.14)

je operator celkové energie.

Y

-

Obr. 31.2 Vinové funkce
elektronu v atomu vodiku pro
rtuzné kvantové stavy elektronu
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vlastni funkce. Pomoci nich mizeme ziskat dalsi
informace o casticich. Podle véty 30.3 druhé
mocniny absolutnich hodnot vinovych funkcich,
resp. souliny l|Jl|J>x< dx wuréuje proto
pravdépodobnost vyskytu castice na ose X Vv
intervalu mezi x a x+dx. To nam umoziuje vypocet
sttedni hodnoty soufadnice x charakterizujici
polohu castice. Pomtizeme si pfitom nasledujici
uvahou: Ma-li urcita veli¢ina y N moznych hodnot,
z kterych Ny ma hodnoty y;, N, hodnoty y,, atd.,

je stiedni hodnota veli¢iny Yy urcena vztahem

1
Y= N(lel + Ny, + Nyys +..) =

N, N N
N N N

SEDIV1 TPyt P3Y3t e = 2piyi’
i

Yyt —Yst..=

(31.15)

kde py, Py, P3 .. jsou pravdépodobnosti vyskytu
prislusné hodnoty veli¢iny y . V piipadée spojitého
rozlozeni se sumace nahradi integraci. V naSem
ptipad¢ se hodnoty x (u intervalu x, x+dx) vyskytuji
s pravdépodobnosti l|.ll|.l>x< dx. Pfedpokladame-li, ze
funkce Y a l.|J>x< jsou normované, tj. spliuji
podminku (30.10), je stfedni hodnota soufadnice x

urcena integralem

oo

X, = fx(llﬂll*)dx.

—oo

(31.16)

Bez Gjmy na obecnosti a spravnosti tohoto vztahu a
z divodu, které uvedeme pozdéji, piSeme tento

vztah ve tvaru



Tabulka

Kvantovémechanické operatory

veli¢ina

soufadnice

hybnost

moment hybnosti

potencialni energie

kineticka energie

mechanicka energie

celkova energie

operator

=
1]
!

p=-jhV

b= -rxjhV
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X, = ](q: *x{yr)dx

(31.17)

Bez tézkosti miizeme pochopit, ze nejen stfedni
hodnotu soufadnice x, ale i sttedni hodnotu kazdé
jiné funkce této soufadnice G(x) vypocitame

pomoci vztahu

G,)= [ Gw)dx.

(31.18)

Zobecnénim na vSechny tfi prostorové souradnice
dostaneme vztah (31.10), ktery jsme méli odvodit.

Odlisny okruh fyzikalnich veli¢in tvofi
hybnost a funkce hybnosti (napf. kineticka energie).
Soucin vlnovych funkci llJl|J>X< nepiedstavuje hustotu
pravdépodobnosti vyskytu castice s hybnosti p.
Proto nemlizeme pro tyto veli¢iny pouzit vztahy
analogické k pravé odvozenym vztahtim. Jestlize
bychom v§ak hybnost (resp. jeji funkce) prevedli do
tzv. soufadnicové reprezentace, tj. vyjadiili je
pomoci soufadnicovych operaci ptfimo z vinovych
funkci, mohli bychom napft. pro stfedni hodnotu

slozky hybnosti psat
®),= [ B,

(31.19)

Zdiraznéme jeste jednou, ze p* , vtomto vyjadieni
znaci "operaci”, pomoci které mizeme z vlnové
funkce ur¢it hybnost p,. Takové operacni funkce

nazyvame operatory a budeme je oznacovat

symbolem veli¢iny se stfiSkou (napf.p”). Navod na vyjadfeni operatoru slozky hybnosti p * , ndm muize

poskytnout rovnice (31.6). Z ni vyplyva, ze hybnost p, je ekvivalentni vyraz (h/i) 0/0x=(-i h) 0/0x, proto
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operator slozky hybnosti p” , (a analogicky slozky p” , a p”,) ma vyjadfeni (31.12). Musime si uvédomit, Ze
tento operétor aplikovany jedin€ na funkci Y (tj. p, ) poskytuje potiebnou transformaci, proto vztah pro
stfedni hodnotu hybnosti p, namizeme psat ve tvaru [ Px (I.|J*1]J) dx, ani ve tvaru | (IIJ*I.|J) Py dx, ale jen ve

tvaru

@)= [W"Bw)dx.

(31.20)

Tim jsme zdtivodnili nutnost zdmény vyjadteni (31.16) vyjadtenim (31.17).

Je ziejme, Ze stfedni hodnotu funkce hybnosti p(p,, Py p,) miZeme na zaklad¢ toho vyjadrit ve tvaru
(31.11).

Vypocet stiednich hodnot hybnosti a jejich funkei si tedy vynutilo zavedeni kvantovémechanickych
operatord. Nabizi se mySlenka zobrazovat vSechny fyzikélni veli¢iny pomoci operatort a i zakladni rovnici
(31.2) vyjadtit v operatorové form¢. MiZzeme to lehce uskutecnit. Staci v kazdé funkci vyjadiujici danou
fyzikalni veli¢inu vztahem klasické fyziky nahradit vSechny hybnosti jejich operatory podle vztahti (31.12) a
vsechny soufadnice jednoduse preznacit na operatory. Operator soufadnice x-x" - je totiz (napf. s ohledem na

vyjadreni /31.17/) totozny se soutadnici x. Tak dostaneme pro operator potencialni energie vyraz

W, (x.y,2)=W,(x,y,2)

(31.21)
a pro operator kinetické energie Wk=p2/2rn vyraz
Y 1 2 2 2 2 2
Wk:p_:_’\xz+ﬁy2+ﬁ22):—h a =+ a =+ a :—LA.
2m 2m 2m axz ay2 822 2m
(31.22)

Schrédingerovu rovnici (31.2) mtizeme potom vyjadfit ve velmi jednoduchém tvaru

Hy =Wy,

kde H"=W" | +W" P je operator souctu kinetické a potencidlni energie (tzv. Hamiltonian). Tyto vysledky jsou
obsahem véty 31.6.

Schrodingerova rovnice ve tvaru (31.13) dostava ihned uplné jinou jednoduchou interpretaci. Je to
podminka pro operator celkové energie H*, jeho vlastni hodnoty W a vlastni vinové funkce . Analogicky
mizeme pro jakékoliv dve fyzikalni veli¢iny A a B, jejich operatory A”a B” ajejich vinové funkce Y a Yz

napsat formaln¢ stejné podminkové rovnice
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Ay =AY,
(31.23)
a dale
By,=By,.
(31.24)

Bez ditkazu uvedeme tento cenny poznatek: jsou-li funkce f  a Yg totozné, potom pro veli¢iny A a B neplati
Heisenbergova relace neurcitosti (véta 30.4), takZe ob¢ veliciny jsou soucasné libovolné presné méfitelné.

S témito 1 dal§imi vlastnostmi kvantovémechanickych operatori se podrobnéji zabyvame v kapitole 8.
S konkretizaci uveden¢ho formalismu kvantové mechaniky se stfetneme pfi feSeni nékterych prakticky

vyznamnych problémi mikrofyziky (kapitola 33 a 34).

Poznamka:

V tomto ¢lanku jsme pouzili "primarni" veli¢iny soufadnice a jako "sekundarni" hybnosti. Tak vznikla
formulace kvantové mechaniky v tzv. soufadnicové reprezentaci. Miizeme vSak postupovat i opacné - jako
primarni zvolit hybnosti (potom jsou operatory hybnosti totozné s pfislusnymi hybnostmi) a jako sekundarni
zvolit soufadnice (které se odvodi z hybnosti i pomoci pfislusnych operatorit). Takto vybudované teorii fikame
kvantova mechanika v impulzové reprezentaci.

Dalsi vyvoj kvantové mechaniky nas nuti ponékud opravit svlij nazor na obecné pfijimané tvrzeni, podle
kterych klasicka fyzika neni pouzitelna pro mikrosvét. Ukazalo se totiz, ze Schrodingerovu formulaci kvantové
mechaniky miizeme "odvodit" i z Cisté klasickych piedstav, jestlize respektujeme okolnosti, za kterych se pohyb
v mikrosvéte uskuteciiuje. Pro objasnéni tohoto tvrzeni ndm mize poslouzit nasledujici ptiklad: po rovinném
naklonéném svahu husté pokrytém pfiblizné stejnymi kameny padaji dva kulové pfedméty - jeden s rozmeéry
daleko prevysujicimi rozméry téchto kamenti (a proto i nepomérné téz8i) a druhy s rozméry (a proto i s
hmotnosti) porovnatelnymi s témito prekazkami. I ze zakont klasické fyziky bez problému vyplyva, Ze v prvém
ptipadé bude drahu pfedstavovat rovna spojita ¢ara, zatimco v druhém ptipadé to bude slozity "cik - cak" pohyb.
Stejné miizeme bez vétsich nazorovych tézkosti pochopit skutecnost, Ze v prvém piipadé ma smysl mluvit o
ptesnych hodnotach veli¢in urcujicich drahu a hybnost pfedmétu, zatimco v druhém piipadé mohou byt obé
charakteristiky stanoveny jen s urcitou pravdépodobnosti. Jiz i tento ptiklad signalizuje, Ze kvantova fyzika ma
néco spole¢ného s druhym diskutovanym ptikladem. Ve skutecnosti je tomu skutecné tak. Mikrosvét je naplnén
"kaminky" ptfedstavujicimi zdroje rozptylu pfi pohybu - jsou rtizné fluktuace vakua souvisejici s neustalym
generovanim par ¢astic a anti¢astic a fluktuace poli. JestliZze energie pohybujicich se Castic daleko prevysuje
energii téchto fluktuaci, neprojevi se jejich pritomnost na kvalité pohybu. To je ptiklad klasické mechaniky.
Jestlize vsak energie pohybujici se Castice je stejného fadu, ztraci pojem drahy i hybnosti sviij klasicky smysl
a pohyb takové cCastice se musi popisovat se zfetelem na pravdépodobnostni charakter rozptylu na
mikrofyzikalnich ptekazkach. Ukazalo se, Ze vhodnym slovnikem mtize byt v tomto pfipadé terminologie

pouZzivana v nauce o vlnéni. Z tohoto hlediska nazvy "vinové" vlastnosti ¢astic a "vlnova" mechanika
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nevyjadiujici nic jiného nez skutecnost, Ze k popisu pohybu mikroc¢astice se hodi vinovy formalismus. Tak se
i nejvazngjsi problém kvantové fyziky - zda je mikroobjekt ¢astice nebo vina - stiva nesmyslnym. Castice
zustava ¢astici, ale kdyz se pohybuje v prostiedi vyplnéném energeticky stejné "silnymi" fluktuacemi, je nutno

jeji pohyb popsat pomoci pojmu vzitych v nauce o vinéni.



