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13 DYNAMIKA DOKONALE TUHEHO TELESA

Skladani sil v tuhém télese

Pohybova rovnice tuhého télesa
Reaktivni pohyb

Otaceni kolem osy - kyvadlovy pohyb
Moment setrvac¢nosti a deviacni moment
Raz dokonale tuhych téles

Tteni

Uvedli jsme jiz, ze predstava systému hmotnych bodii mize postacovat i pro tuha télesa, protoze tato
jsou slozena z navzajem pevné svazanych ¢astic - atomt a molekul - ktera samy velmi dobie vyhovuji modelu
hmotného bodu. Atomy jsou velmi malé (prumér jejich jader je fadove 10713 cm). Z toho je zfejmé, Ze vSechny
zakony odvozené pro systém hmotnych bodi budeme moci beze zmény aplikovat na pohyb tuhych téles.
Abychom se vyhnuli pfipadnym komplikacim souvisejicimi se zmé€nami meziatomovych vzdalenosti, zavedeme
si pojem dokonale tuhého télesa (definice 13.1).

13.1 Skladani sil v tuhém télese

1 kdyz to vzdy nebudeme zdiiraziiovat, budeme mit v této kapitole vzdy na mysli dokonale tuhé téleso.
Pusobi-li na dané tuhé téleso vice sil, mizeme jejich pocet skladanim redukovat. Lehce se vSak piesvéd¢ime
o tom, Ze z hlediska pohybu tuhého télesa nemtizeme vsechny sily redukovat jen na jedinou vyslednici. Sily
znazornéné na obr. 13.1 jsou si rovny, ale maji opacny smér. Soucet takovych sil je nulovy, ale proto, ze ptisobi
na tuhé téleso v riznych bodech, které na pfimce nelezi, nemuzeme tvrdit, ze se jejich G¢inek vzajemné rusi.
Neuvazovali bychom pak o rotaci tuhého télesa, kterou takové dvé sily mohou vyvolat. Pii "redukci" sil
pusobicich na tuhé téleso proto musime postupovat opatrng. Pravidla, ktera je nutno dodrZet, jsou formulovana
ve vétach 13.2 az 13.5.

13.1

Dokonale tuhé téleso je takové téleso, které neméni
svllj tvar ani pfi pusobeni velmi velkych sil.
Dokonale tuhé téleso je tedy nedeformovatelné.

13.2

Silu F ptisobici na tuhé téleso mizeme posunout do
libovolného bodu leziciho na piimce sily (obr.
13.2).

13.3

Dvojici sil nazyvame takové dvé stejné velké a
opac¢né orientované sily, neleZici v jedné piimce,
které ptisobi ve dvou riiznych bodech tuhého télesa
vzdalenych od sebe o vzdalenost r (obr. 13.1).
Vyslednice takovych sil je nulova, jejich vysledny
moment (moment dvojice sil) je

Tvrzeni 13.2 vyplyva z predpokladu, ze se
jedna o dokonale tuhé téleso. Chceme-li silu F
prenést z plsobisté A do piasobisté B, pfidame v
pusobisti B dvé opacné orientované, stejné velké
sily lezici v piimce sily F (obr. 13.2). Tyto sily se
navzajem zrusi, ale pravé tak muzeme tvrdit, ze se
v dtsledku nedeformovatelnosti tuhého télesa zrusi
jedna z nich s ptivodni silou F. Zustane proto jen
pluvodni sila, ale v novém putisobisti.

Moment dvojice sil (13.1) jsme definovali
vzhledem k pusobisti jedné sily. Mizeme
ale dokazat, ze na volbé vztazného bodu nezalezi,
protoze soucet obou sil se rovna nule. Zvolme
vztazny bod libovoln¢ (bod A na obr. 13.4).
Vysledny moment dvojice sil je

:_)( _X_:
M r F1+r2 F2

:le]-r:l+(;71+ﬂxf2:;7xﬁ2
(13.3)



13.4

Silu F mizeme presunout do bodu leziciho mimo
pfimku sily jestlize souCasn¢ pridame dvojici sil
s momentem rovnajicim se momentu dané sily
vzhledem k jejimu novému piasobisti (obr.13.3)

13.5

Vsechny sily plsobici na tuhé téleso mizeme
redukovat na jedinou silu a jeden moment dvojice
sil.

64

protoze je F; + F, = 0.

Lehce muzeme ukazat, Ze velikost momentu
dvojice sil se rovna soucinu velikosti sily a kolmé
vzdalenosti mezi pifimkami obou sil
(M=rFsino=aF).

Tvrzeni 13.4 dokazeme tak, (obr. 13.3)
ze v novém pusobisti (B) ptidaime dvé stejné a
opacné orientované sily leZici v pfimce rovnobézné
s pfimkou puvodni sily. Tim se nic nezméni,
protoze piidané sily se vzdjemné zruSi. Novou
situaci muzeme vsak zhodnotit také i tak, Ze misto
sily 1 v bod¢ A mame nyni stejnou silu v novém
ptsobisti B lezicimi mimo ptfimku této sily 2 a
dvojici sil 1+3 s momentem M =r x F.

Véta 13.5 vyplyva z predchazejicich -
vSechny sily pfesuneme do jednoho bodu a najdeme
jejich vyslednici F a vSechny momenty dvojic, které
jsme pfitom museli pfidat, slozime do jediného
momentu M. Sila F vyvolava translaci (posuv)
tuhého télesa, moment M jeho otaceni (rotaci).

Naznaceny postup muzeme prakticky realizovat jen v ptipadé, kdyz pocet sil neni prilis velky. Fyzikalni pole,
napf. gravitacni, elektrickd a jin4 pole, ptisobi na kazdy atom pevné latky podle jeho hmotnostnich, elektrickych,
ptip. jinych vlastnosti. V takovém ptipadé nelze vyslednou silu souctem jednotlivych sil najit, i kdyby se jednalo
o relativné maly objekt. Pomahame si pak tim, ze pfejdeme na tzv. na tzv. model kontinua, ve kterém se
prislusné vlastnosti vyjadiujici pomoci mérnych velic¢in (mérné hmotnosti, mérného naboje atd.). Pomoci téchto
charakteristik vyjadiime nejprve silu (nebo jeji moment), ktery plisobi na elementarné maly objemovy element
télesa a vysledné veli¢iny vypocitdme integrovanim pres celé téleso.

Obr. 13.1 Dvaojice sil

F

F

Obr. 13.2 Pfemisténi pusobisté sily vtuhém télese do
bodu leziciho na pfimce sily
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Obr. 13.3 Pfemisténi pusobisté sily vtuhém télese do
bodu leziciho mimo pfimku sily

13.2 Pohybova rovnice tuhého télesa

Obr. 13.4 K vypoctu momentu dvojice sil

Uvedli jsme jiz, Ze na tuhé téleso miZeme beze zmény aplikovat pohybové zakony odvozené pro systém
hmotnych bodi. Vzhledem na velkou hustotu hmotnych bodi v tuhém télese muZeme vsak prejit od diskrétni
predstavy ke kontinudlni ptfedstavé tuhého télesa, coz ndm umozni vypocet mnoha jeho charakteristik

N 2

(napf. téziste) nikoliv slozitym s¢itanim, ale integraci. Pohybové rovnice miizeme napsat ve tvaru (12.5) a (12.9),
ale vzhledem k riznym vyzna¢nym typtum tuhého télesa - klidu, pohybu bez ptisobeni vnéjsich sil, rotaci kolem
bodu a kolem osy -mtzeme je vzdy vhodné piepsat (véty 13.7 az 13.9).

13.6

2

7*=Ai4f7dm=ﬂi4f7pdV,

(13.4)
takze souradnice t&€zisté jsou
1 1
x*=— | xdm, *=—f dn
M f £ M Y
1
Y=—|zdm
& M
(13.5)

Naznacené integrace se vztahuji vzdy k celému
télesu.

13.7
Obecné pohybové rovnice tuhého télesa jsou

Spravnost vztahti (13.4) a (13.5) dokazeme
tak, Ze si tuhé téleso predstavime jako kontinuum
slozené z '"nekone¢ného" poctu "nekonecné"
malych hmotnych elementii dm; (obr. 13.5).
pro systém hmotnych bodi vztahem (12.3) mtizeme
nyni napsat ve tvaru

_ X rdmi f?dm
r*=1lim = =
,mj fdm
dm-0
1 ,-
=— | rdm,

coz je vztah (13.4).

Véty 13.7 a 13.8 neni nutno dokazovat,
protoZe jsou ziejmé na zakladé predchazejicich
vysledka. Vétu 13.9 dokazeme tak, ze vypocitame
celkovy moment hybnosti hmotnych bodi systému,



b2 A_4-=@,

dt (13.6)

ﬁ:

* &

kde F je vyslednice vSech sil ptisobicich na téleso,
p je vysledna hybnost, M je vysledny moment sil
pusobicich na téleso a b je vysledny moment
hybnosti.

13.8

Je-li tuhé téleso izolovano od okoli, je
p = konst. vektor a b = konst. vektor (srovnej s 12.6
a 12.7), proto podle (13.6) plati i rovnice

F=X F =0,
i (13.7)

M=3XM=0.
i (13.8)

Tyto podminky nazyvame podminkami rovnovahy
tuhého télesa.

13.9

Je-li primét momentu hybnosti resp. momentu

sil do osy rotace b resp. M, miizeme pohybovou
rovnici pro tuhé téleso psat ve tvaru

b,=J ® (13.9)
resp.
M =Je, (13.10)

kde J = X, m, @% je moment setrva¢nosti tuhé¢ho
télesa vzhledem k ose rotace.
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ktery rotuje okolo osy (obr. 13.6). Polohovy vektor
i-ttho bodu rozlozime na dvé slozky: jednu
spadajici do sméru osy rotace (jednotkovy vektor
V), druhou kolmo na tuto osu, tj.

r.=r._ta..
i o i

Celkovy moment hybnosti pak je
b=Xrxmy =
11 11

=Xm(r, +a)xv,. (13.11)

Podle vztahu (10.13) miZeme vektor rychlosti v;
vyjadiit vektorovym souO¢inem V; = @ X a,
takze po dosazeni do rovnice (13.11) dostaneme
/s vyuzitim (16.13)/

b=Xmr x(®>xa)+
+Zmax(wxa)=
=Em[6@F,.a)-a(>.7,)
+Im [0(3,.a) - a,(®.a)]
=X ma’®-Zm 7,4,

10 1

(13.12)

protoze I,. 8; = @ . @; = 0. Vynasobenim rovnice
(13.12) skalarné¢ jednotkovym vektorem Vv
dostaneme rovnici (13.9) a z ni na zaklad¢ rovnice
(13.6) a definice £= dw/dt i rovnici (13.10).

Podminky (13.7) a (13.8) definuji dva
pripady rovnovahy: statistickou rovnovahu, rovnaji-
li se rychlosti t€Zisté 1 vSech ostatnich bodd tuhého
télesa nule, a dynamickou rovnovahu, pii které jsou
rychlosti rizné od nuly. pfikladem prvého druhu
rovnovahy mutze byt napi. rovnovaha pii vazeni,
zebtik opfeny o sténu apod., piikladem dynamické
rovnovahy je napt. Wattliv odstfedivy regulator.
Ve vSech uvedenych ptipadech se musi rovnat nule
nejen soucet vSech sil v systému, ale i soucet
momentt sil vzhledem k libovolnému



Obr. 13.5 Objemovy element v kontinuu

13.3 Reaktivni pohyb
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y

A
Obr. 13.6 K vypoctu momentu setrvacnosti tuhého télesa

Reaktivni pohyb je zaloZen na platnosti zakona zachovani hybnosti izolované soustavy. Jednoduchymi
ptiklady takového pohybu jsou napf. zpétny pohyb pusky pfi vystrelu, pohyb lod’ky na klidné hladiné vzad,

takového pohybu je reaktivni pohyb; véty (13.10 a 13.11).

13.10

Reaktivni pohyb je pohyb izolované soustavy,
zaloZeny na platnosti zdkona zachovani hybmosti,
pti kterém se soustava uvadi do pohybu unikdnim
ur¢it¢ hmotnosti s urcitou rychlosti vzhledem
k soustavé.

13.11

Ciolkovského rovnice je vztah, ktery udava rychlost
rakety jako funkci hmotnosti vyhotelého paliva. Ma
tvar

M,

v=c lo ,
)

(13.13)

kde M; je hmotnost rakety na zacatku, M(t) je

vvvvvv

Ve vSech téchto pfipadech mizeme
izolovany systém povazovat za slozeny ze dvou
téles o hmotnostech m a M, které se pohybuji
rychlostiva V.

Byl-li na zacatku systém v klidu, zdkon
zachovani hybnosti vyzaduje splnéni rovnice

n
M

y=-"3.

(13.14)

mv + MV = 0, takze rychlost télesa hmotnosti M je
Rychlost V je tedy tim vétsi, ¢im je vetsi hmotnost
m (sttely, osoby, kvanta zafeni) a jeji rychlost v, a
¢im je men$i hmotnost M (pusky, lod’ky, jadra
atomu). Zajimavym a prakticky dulezitym
vysledkem charakterizujicim tento pohyb je, ze
kineticka energie se nerozgli stejnym dilem na oba



hmotnost rakety v ¢ase t a C je rychlost unikani
hmotnosti, M; - M(t) je hmotnost vyhorelého paliva.

b

|W= C+V+dV

Obr. 13.7 K odvozeni Ciolkovského rovnice

CIOLKOVSKIJ Konstantin Eduardovi¢, 1857-
1935, znamy sovétsky védec a vynalezce, zakladatel
kosmonautiky. Jeho objevy v oblasti aerodynamiky
a raketové techniky vytvofily moznosti i pro
meziplanetarni lety. Ciolkovskij vypracoval teorii
raketového pohybu, navrhl konkrétni typy
vicestupnovych raket a vysledky jeho
védeckovyzkumné prace maji dodnes zakladni
vyznam v raketové technice.
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objekty, ale v poméru

(13.15)

takZze napf. pfi vyskoku atleta od Zemé neziskava
Zem¢ prakticky zadnou energii. Emituje-li volné
jadro zateni, vznikaji i ztraty v dusledku "zpétného"
odrazu, je-li vSak stejné jadro zabudovéno
v krystalu, je prakticky m/M-0 a v§echnu energii
"odnasi" jen zafeni. Tento jev je podstatou tzv.
Mossbauerova jevu.

Pti realizaci trvalého reaktivniho pohybu je
zmensuje soucasn¢ hmotnost celé rakety. Ozna¢me
hmotnost rakety M, jeji pocateCni a konecnou
hmotnost (po spaleni paliva) M; a M,, hmotnost
uniklych plynti m, rychlost rakety necht je v,
rychlost unikajicich plynti necht’ je konstantni a
vzhledem k pevnému stanovisti (startovaci ramp¢)
W=C+V.

Necht’je hybnost rakety v libovolném Case t
p =myv. VSimnéme si hybnosti soustavy slozené z
rakety a unikajicich plynd v ¢ase t + dt. Hmotnost
rakety se se béhem tohoto Casu dt zméni o
dM = -dm<0, protoze hmotnost rakety se zmensuje,
rychlost rakety se vSak zméni o dv, bude proto
hybnost

p=M+dM)(v+dv)+dmw=My+ Mdy- dMc,

raketa plyny

takze zména hybnosti v Case dt bude

dp=p-p=Mdv - dMe,

neboli
dp _ Md_g _z am _ F,
dt dt dt

(13.16)

(13.17)

kde F je podle I. impulsové véty 12.4 vnéjsi pusobici sila, ktera pii vertikalnim letu rakety z povrchu Zemé je
silou gravita¢ni. Jestlize pro jednoduchost polozime F = M g, vyndsobime rovnici (13.17) dt, pfevedeme do

skalarniho tvaru a integrujeme, bude
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v]ﬂdv+cZ%= —gf(?dt,

ziskame pak

(13.18)

1 M,
v=v +clh— - of.
[ M g

Velmi ¢asto je v, = 0 a posledni €len v pfedchéazejici rovnici je zanedbatelny, coz vede k Ciolkovského rovnici
(13.13). Konecnd rychlost rakety V| je pak ddna vztahem

M,
=cln—,

2 (13.19)

Vi

kde M, je hmotnost rakety po vyhofeni paliva.

Nejefektivnéjsim palivem pro rakety by podle rovnice (13.19) byla takova latka, ktera by se ménila na
zéfeni, protoZe zareni unika nejvétsi moznou rychlosti - rychlosti svétla. Realizace téchto tzv. fotonovych raket
vSak narazi na velké technické problémy.

13.4 Otaceni kolem osy - kyvadlovy pohyb

Rotace tuhého t¢lesa kolem osy je velmi castym a dtlezitym piipadem pohybu. Jedna-li se o izolované
téleso, plati pro néj zakony zachovani hybnosti a momentu hybnosti. Jestlize vSak na rotujici téleso ptisobi

moment vnéj$i sily, vznikaji zajimavé jevy, které se prakticky i vyuzivaji. Tyto jevy popisuji véty 13.12a 13.13.
Zvlastnim piipadem rotacniho pohybu je tzv kyvadlovy pohyb (véta 13.15).

13.12 Tvrzeni 13.12 vyplyva ptimo ze vztahu
Rotujici téleso, na které neptisobi z4dné momenty (12.9), ktery napiSeme ve tvaru
vngjSich sil, nebo jejich vyslednice je nulova,

y , . . db=Mdt.
zachovava osu své rotace. Nenulovy moment sily
pusobici na rotujici téleso méni tim méné osu jeho
rotace, ¢im vétsi je moment hybnosti rotujiciho
télesa.

Je-li M =0, je db = 0, a proto rotujici téleso, jehoz
osa rotace neni upevnéna, nemeéni osu své rotace.
Jestlize vSak vystavime téleso u¢inku konstantniho
momentu sily M na nerotujici téleso, dostaneme pro
13.13 jejich momenty hybnosti integraci predchazejici
Paisobi.li na rotujici t€leso moment sily, ma téleso rovnice vztahy

tendenci zménit osu své rotace s osou vynucené

rotace.



13.14
Kinetickd energie rotujiciho télesa je

W - Liw?,
2 (13.20)

kde J je moment setrvacnosti télesa a @ je jeho
uhlova rychlost.

13.15

Kyvadlovy pohyb je periodicky pohyb kolem pevné
osy rotace. Vznika pfi plsobeni momentu sily
o velikosti pfimo imérné vychylce z rovnovazné
polohy &

M =ka,
v (13.21)

pfic¢emz pusobici sila smétuje vzdy do rovnovazné
polohy.

/
D
/

Obr. 13.8 Pohyb setrvaéniku upevnéného v bodé
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b, = Mdt
a

b, -

S

= Mdt=b,.

e

Z nich vyplyva, Ze ptisobeni momentu vnéjsi sily se
u rotujiciho télesa projevi tim méné, ¢im je vétsi b,
(obr. 13.8). Tuto vlastnost rotujicich volné
uloZenych téles vyuzivajitzv. gyroskopy. Je ztejmé,
ze rotace masivnich téles miize zabezpecit stabilitu
soustavy.

Tvrzeni 13.13 dokaZeme na piiklade
setrvaéniku, ktery mize rotovat tak, Ze jeden jeho
bod je staly (obr. 13.8). Opét pouzijeme
II. impulsové véty ve tvaru db = M dt a zjistime,
ze prirtistek momentu hybnosti ma smér ptisobiciho
momentu sily, takze setrvacnik se vychyli tak, ze
ma tendenci ztotoznit osu své rotace s osou
vynucené rotace.

Vétu 13.14 dokdzeme tak, Ze napiSeme
celkovou kinetickou energii soustavy hmotnych
bodu rotujicich kolem spole¢né osy

2
i

Wfi%imy
2

a rychlosti v; vyjadiime sou€inem v; = I; @, kde @
je thlova rychlost ota¢eni stejna pro vSechny body
télesa. Dostaneme

W@=Z:lmrfw2=lw?
2! 2

Zvlastnim pfipadem rotace tuhého télesa je
kyvadlovy pohyb. Ukazeme, ze velmi dobrym
piikladem takového pohybu je pohyb tzv.
fyzikdlniho a matematického kyvadla, pfipadné
torzniho kyvadla (obr. 13.9). Vyjadiime-li v rovnici
(13.10) vektor M pomoci (13.21), ziskame
diferencialni rovnici

da k
+—0=0
> J

(13.22)
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Je to diferencialni rovnice II. fadu, jejimz obecnym

W* : .
feSenim je rovnice

) =4 sin wt+b cos wt,
y ' (13.23)

Ftorznf . "y
kde A a b jsou neuréité konstanty a w = (k/J)2.

Hodnoty konstant A a b vyplyvaji z tzv pocateénich
podminek, které charakterizuji vznik kyvadlového
r pohybu. Nejjednoduseji mizeme tento pohyb
vyvolat tak, ze v ¢ase t = 0 vychylime téleso do
polohy &= &, a volné pustime (v._, = 0). Za t&hto
podminek plati rovnice

\
R\

Obr. 13.9 Vznik kyvadlového pohybu

o, =4 sm U+B cos U,

do.
V=rw=r——0~-?©=

dr
=Ar cos 0-Br sin 0=0

Témto rovnicim vyhovuji konstanty A =0 a B = &, takze

OC=060 Ccos wl.

Vznikl tedy periodicky pohyb s amplitudou &, periodou

(13.24)

a kmitoétem

1
1 1 (k)3
f= T _( _] .
r 2n\J (13.25)



13.5 Moment setrvac¢nosti a deviani moment

S momentem setrva¢nosti jsme se stietli jiz pii formulaci pohybové rovnice rotujiciho télesa (véta 13.9)
a pii vyjadieni jeho kinetické energie (véta 13.14). Je to pojem v mechanice tuhych téles velmi dulezity,
proto si uvedeme n¢kolik podrobnosti. Rotuje-li téleso kolem osy, ktera neni tzv, volnou osou, vznikaji
nezadouci sily na osu, které vyjadfujeme pomoci tzv. deviacniho momentu (véta 13.18).

13.16
Momenty setrvacnosti hmotného bodu, systémy
hmotnych bodi a télesa jsou uréeny vztahy

J=mr?, J=Eimirl.2, J= /
: (13.26)

kde r je kolma vzdalenost hmotného bodu resp.
hmotného elementu od osy rotace.

13.17

Steinerova véta: Moment setrvacnosti tuhého télesa
vzhledem k ose, kterd neprochazi t¢zistém, je roven
soutu momentu setrva¢nosti vzhledem k
rovnobé&zné ose prochazejici tézistém J% a soucinu
celkové hmotnosti télesa m a Ctverce kolmé

J=J" +maZ.

(13.27)
vzdalenosti obou os
13.18
Deviacni moment definujeme vztahem
U=m7r X7,
o1 (13.28)

pricemz vyznam symbold je ziejmy z obr. 13.6.
Slozky vektoru deviatniho momentu jsou

Vyznam Steinerovy véty je zejména v tom,
7Ze umoziuje vypoCet momentu setrvacnosti
vzhledem k libovolné ose pomoci momentu
setrvacnosti vzhledem k ose prochazejici t€zistém,
ktery se vétsSinou lehce vypocita. Platnost
Steinerovy véty dokazeme pomoci obr. 13.10.

Bez tjmy na obecnosti diikazu si mizeme
pro jednoduchost predstavit, Ze celé téleso je
ve sméru osy rotace stlaceno do rovinného utvaru
se zachovanim kolmych vzdalenosti od osy rotace
jehojednotlivych ele}glentﬁ. Podle pravidla o s¢itani
vektorlijer; =a +r; , takze

PR = @)@

—_—— *2
=a2+2a.ri +7;

Moment setrvacnosti J je podle definice (13.26)

J=2miri2=2mia2+2(_z.2m

(13.31)

Prvni ¢len na pravé stran€ této rovnice mizeme
napsat ve tvaru m,2, kde m je celkova hmgktnost,
druhy €len se rovna nule, protoze Xm. r, = 0
nulovy) a tfeti ¢len ma vyznam momentu
setrvacnosti télesa vzhledem k ose prochazejici
tvaru (13.27).

Dalsi dveé véty (13.18 a 13.19) dokazeme
tak, Ze vypocitame moment odstfedivych sil
pusobicich na rotujici téleso. Pouzijeme-li k tomu
obr. 13.6 s ptislusnym oznacenim. Odstfediva sila
pisobici na hmotny bod m; je podle (11.4)



U =Ymxy, U=Xmxz,
xy P yz i

it

U,= Zmyz.

(13.29)

Pro tuhé téleso jsou sumace nahrazeny integralem
a hmotnosti m, elementem dm.

13.19
Moment odstiedivych sil rotujiciho télesa je

_ -
M= U. (13.30)

vyjadieny pomoci devia¢niho momentu

13.20

celkovy moment odstfedivych sil vzhledem ke v§em
bodlm osy stejny a mizeme ho vyjadfit jedinym
momentem dvojice sil.

Obr. 13.10 K dikazu Steinerovy véty
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F,=m, a; &?, takze moment viech odstfedivych sil
vzhledem k libovolnému bodu 0 leZicimu na ose
rotace je

M=2imi7ixc_1io)2 = EiminFix(

=X mr xr.
i i (13.32)

Z tohoto vyjadieni vyplyvaji bezprostiedné obé
véty, které bylo nutno dokazat. ZtotoZnime-li osu
rotace napf. s osu X, mizeme psat

U=Xmxix(xi+yj+zk)=
= Eimi(x,.y,];— x,.zf) = le;— UW]T.
(13.33)

Podobné vysledky mtizeme dostat i pro dalsi dvé
0sy.

Posledni véta 13.20 vyplyva z toho,
proto i soucet v8ech odstfedivych sil se rovna nule.
Devia¢ni moment miizeme upravit na tvar

U= mr xr.=X.mr r, sine v,=
I3 1 10 I3 1 L 10 1 1

=X mr anv..
I3 L 10 1 1

Zvolili-li bychom jiny vztazny bod na ose rotace,

U=Xm(r, +c)a, V.=X mr. a
1 1 10 1 1 1 1 10 1

napf. posunuty oproti ptivodnimu o vzdalenost c,
bylo by r;, =r;, + ¢ a dale

protoze ¢ 2 m; & V; = 0, coz vyplyvé z definice
pripad¢ skutecné nezavisly na volbé vztazného bodu
na ose rotace. Je mozno dokdzat, ze existuji takové
kterym je moment odstfedivych sil nulovy.
Nazyvaji se volné osy. V takovém ptipadé nejsou s
rotaci spojeny nezadouci sily v loziskach.



13.6 Raz dokonale tuhych téles

Pii pohybu télesa mtize dojit k narazu na jiné téleso, pti kterém vznikaji relativné velké "narazové" sily,
které podstatné méni pohyb télesa. Jestlize povazujeme v makrofyzice tento jev spiSe za nezadouci,
protoze pii ném miize dojit k poSkozeni téles, v mikrofyzice ma tento jev velky vyznam a Casto ho uméle
vyvolavame. Tak napf. srazky mezi ¢asticemi plynu zabezpecuji jeho rovnovahu, pfenos tepla, atd., uméle
vyvolané srazky neutrond s jinymi ¢asticemi (jadry tézkého vodiku) vedou ke zmenseni jejich rychlosti a tim
ke zvySeni u¢innosti jadernych reakci (to je princip moderator( v reaktorech). Vidime, ze z fyzikalniho hlediska
je srazka t€les velmi dilezitym jevem a je uzite¢né najit jeho zakonitosti (véta 13.21).

13.21

Dvé dokonale tuhé (pruzné) koule s hmotnostmi m,
a m, pohybujicimi se rychlostmi v; a Vv, se po
narazu pohybuji rychlostmi (obr. 13.11)

. (m—m)v +2m,v,
v, =
m, +m,
A (13.34)
. (m, = m)v, +2m,v,
v,= - ,
m, +m,

pficemz vSechny rychlosti v;<0 podle sméru
rychlosti vzhledem ke zvolené soufadné ose.

13.22
Po srdzce dokonale nepruznych kouli se obé koule
pohybuji dale spole¢nou rychlosti

m v, +m,v,

v: A
+

"y, (13.35)

Nejprve se budeme zabyvat jen tzv. pfimym
razem dokonale tuhych pruznych téles ve tvaru
kouli zanedbatelnych rozmérd. Pfi tomto razu
nedochéazi k vyboceni jejich rychlosti z ptimky,
proto miizeme problém fesit skalarné.

Vztahy (13.34) odvodime ze zikona
zachovani energie a hybnosti. Oba tato zakony
milZzeme pouZit, protoze ob¢ koule tvoii izolovanou
soustavu a jelikoz jsou koule dokonale pruzné,
zadna energie se nevratné nespotiebuje na
deformaci. MuZeme tedy psat (obr. 13.11)

2
V.
272 (13.36)

+ p_ = +
mlvl m2v2 mlvl m2v2. (13.37)

02 o2 2,

2 1

Upravou dostaneme jiné dve€ rovnice

22 2,2
m (V) —v)=m,(v, -¥,)

m (Y, -v)=m,(v,=7,).

Jejich vzajemnym délenim vznikne rovnice

Y1

Z poslednich dvou rovnic jiz lehce dostaneme

vztahy (13.34). Ve specialnich ptipadech vyplyvaji
z téchto vét tyto dusledky:

1. Jsou-li hmotnosti obou kouli stejné, je

2mv2
v, = V=V

=V,, s
m+m 2 1

takze koule si vyméni svoje rychlosti i svoji



75

energii. Pravé tento efekt se vyuziva pti brzdéni
rychlych neutrond na pfiblizné stejné tézkych

jadrech vodiku.
2. Je-li napi. m,~c a v, = 0 (naraz na pevnou
sténu), je
b
m

m, 1 v, + 2v2
Vi m,
V. = =y (13.38)
_ 1 " 1°
m, e 1+ _1

//
m,
/’x ' takze koule se od dokonale tuhé stény odrazi se
o stejnou rychlosti opa¢ného sméru. Impuls, ktery

udéluje kulicka sténé pii narazu je tedy

I=FAt=mv-(-mv)=Zm (13.39)

Obr. 13.11 Réaz dvou kouli
kde A t je ¢as trvani narazu.
Jestlize za 1 s dopadne na sténu N stejnych &astic, je celkovy impuls za ¢as At N.At - krat vétsi, takze

FAt=Z mv N At. Proud ¢astic plisobi tedy na sténu silou

F=2mNv=2I[ v,
" (13.40)

kde 1., je hmotnost ¢astic, které dopadnou na sténu za jednotku ¢asu (tzv. tok hmotnosti).
V piipad¢€ razu dokonale nepruznych kouli pokracuje proces rychlosti zmén jen tak dlouho, dokud se
nevyrovnaji jejich rychlosti, tj. do okamziku, kdy je splnéna rovnice

m v, +m,v,=(m +m)v.

Z této rovnice primo vyplyva vztah (13.35).

13.7 Treni

Tteni nazyvame jev, ktery vznika pfi posouvani nebo pii odvalovani téles na podloZzce. Na misté styku
télesa a podlozky vznika sila, kterd brzdi pohyb - nazyvame ji sila tfeni. Na prvni pohled je tfeni nezddoucim
jevem, protoze zmensuje efektivnost pohybu, ve skutecnosti si zivot bez tieni nedovedeme piedstavit. Pohyb
stroji pomoci kol, pohyb chiizi, pfenos sily, upeviiovani soucastek hiebiky a Srouby, psani perem - to vSechno
by nebylo mozné, kdyby nebylo tfeni.

Zakladnimi typy tieni jsou tfeni vlecné a tfeni valivé. Podle toho, zda jde o tfeni pfi statické rovnovaze,
nebo o tfeni za pohybu, hovoiime o statickém a kinematickém tfeni. Kinematické tfeni je vzdy mensi (nebo
rovno) nez statické. Zakladni poznatky o tfeni obsahuji véty 13.23 a 13.26.



13.23
Sila vle¢ného tieni T, je pfimo imérna kolmé sile
od podlozky N

T =puN
v TR (13.41)

kde M je soucinitel vlecného tfeni.

13.24
Soucinitel vle¢ného tfeni ,mizeme uréit podle tzv.
tteciho thlu na naklonéné roving

h=lga. (13.42)

13.25

Sila valivého tfeni T, je imérnd kolmé sile od
podlozky N T, = K, N, pfi¢emz soucinitel
valivého tfeni je

p'val =

b

a
r (13.43)

kde r je polomér kola a a je vzdalenost plisobisté
sily od podlozky N od svislé ptimky prochazejici
sttedem kola.

13.26
Maximalni tazna sila tazného mechanismu je

mG

n

Fox= W

max

(13.44)
kde u je soucinitel tfeni, G je celkova tiha tazného
mechanismu, m je po¢et pohanénych kol a n je
pocet vsech kol.

13.27

T=F (e**-1), (13.45)

Maximalni sila, kterou mizeme pienaset femenici
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Tvrzeni 13.23 vyplyva z ¢etnych méfeni.
Kolma sila od podlozky je nejcastéji urcena tihou
télesa, piipadné sklonem podlozky. M¢feni
soucinitele vleCného tieni pomoci vztahu (13.42)
vyplyva z pokusu na naklonéné roving s podlozkou,
na které je umisténo téleso, jehoz soucinitel tieni s
podlozkou chceme méfit (obr. 13.12). ZvySujeme
sklon naklonéné roviny dokud se téleso neuvede do
pohybu konstantni rychlosti. V kritickém stavu je
pak sila vyvolavajici pohyb F = G sin & praveé rovna
sile tteni T = i G cos ¢, takze plati rovnice

G sina =p G cosa,

ze které vyplyva vztah (13.42). N¢kolik hodnot
soucinitele vlecného tfeni ve statickém a
kinematickém reZimu miizeme najit v tabulce.

Na dokonale tuhé podlozce by se dokonale
tuhé téleso valilo bez tfeni. Ve skuteCnosti se
podlozka vzdy casteéné deformuje (obr. 13.13),
takze sila od podlozky je oproti piimce,
prochézejici stfedem kola, posunutd o urcitou
vzdalenost a. Pohyb miize nastat tehdy, jestlize se
moment sily od podlozky vzhledem k bodu styku s
podlozkou (N, a) vykompenzuje momentem tazné
sily (F.r), to je, je-li spInéna podminka

F.r:N.a, (13.46)

z které vyplyva vztah

F=2N=p N,
r

val

¢imz je dokazana véta 13.25.

Tvrzeni 13.26 je piimym dasledkem
poznatku, Ze maximalni tazna sila je totozna se
silou vlecného tieni. Pii vétsi sile se jiz kola
zaCinaji na podlozce smykat, takze z hlediska
pohybu je uz tato sila neuzite¢na. Na jedno kolo
pripada kolma sila od podlozky G/n, kde G je tiha
an pocet kol tazného mechanizmu. Jelikoz jen m ze
vSech n kol je pohanénych, je celkova sila tieni T =
M m G/n, coz je rovno maximalni tazné sile.

Vztah (13.45) vyplyva z této uvahy:
sila napinani na stran¢ na které je fFemenice
povolovana necht’ je F, na strané tahu F = F +T
(obr. 13.14), kde T, je sila tfeni, ktera se soucasné
rovna maximalni sile, kterou muze femenice
prenést. Prirtistek celkového namahani femenice na



je

kde F, je sila plisobici na femen na strané
povolovani femenu, (£ je soucinitel tfeni a &je uhel
obepnuti kola femenem.

Obr. 13.12 Méfeni soucinitele vle¢ného treni

7

Obr. 13.13 Vznik valivého tfeni
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useku deje dF = £ dN, kde dN je prirtistek kolmé
sily na kolo. Tento pfirdstek najdeme rozlozenim
sily dF = d(F ) na te¢nou a normalovou slozku

dF=dFT +FdT=dFT - F
(13.47)

protoze d7=-pd e (obr. 13.14).
Velikost prirastku normalové sily je tedy

dF=pFduo.
takze
dN=Fdu,

Upravou dostaneme diferencialni rovnici

dF
—_= d(x,
F g

(13.48)

jejimz feSenim je pii okrajové podmince F _, = F
funkce

(o]

F=F +T =F e"".
o To o (13.49)

Z této rovnice vyplyva bezprostiedné vztah
(13.45).

PfenasSend sila tedy zavisi na napnuti
femenice, na thlu obepnuti kola a na souciniteli
vlecného tieni (zvySuje se pomoci kalafuny).

Natfeni je zalozena metoda méteni vykonu
motori pomoci tzv. Pronyho brzdy. Kroutici
moment motoru M = F.r vykompenzujeme
momentem zavazi o tize G na rameni délky d (obr.
13.15) (M' = G.d). Vykon motoru, ktery je uréen
vztahem

P=F.n2nr,

kde n je pocet otacek za jednotku casu, mizeme
potom zm¢fit na zaklad€ vztahu

P=2nnGd. (13.50)



Obr. 13.14 K vypoctu sily pfenasené femenici

Obr. 13.15 Pronyho brzda
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Tabulka

Soucinitel tfeni pro rizné materialy

dvojice materiali HMetat Hiin
ocel + led 0.027 0.014

ocel + ocel 0.1-0.3 | 0.07-0.25
kov + dfevo 02-05 [02-0.5
kov + kiize 02-06 |[0.1-03
drevo + dfevo 04-06 [02-05




