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Spinový Hallov jav je jav, pri ktorom dochádza k separácií elektrónov s rôznou orientáciou 
spinu pri prechode elektrického prúdu vzorkou. Existuje niekoľko dôvodov pre takéto 
správanie – prítomnosť spin-orbitálnej interakcie a pôsobenie vnútorného indukovaného 
magnetického poľa. Spinový Hallov jav bol experimentálne pozorovaný v polovodičových 
vzorkách, ktoré obsahujú dvojrozmerný elektrónový plyn. Cieľom tejto práce je študovať 
spinovú polarizáciu spôsobenú spin-orbitálnou interakciou a nenulovým elektrickým prúdom 
v dvojrozmernom elektrónovom plyne, nachádzajúcom sa v GaAs/GaAlAs kvantovej jame. 
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Spin Hall Effect is a phenomenon  where spin separation  is induces by nonzero 
electric current. There are at least two reasons for such a behaviour - the 
presence of spin-orbit interactions and/or the action of the internal induced 
magnetic field. The Spin Hall effect has been experimentally observed in 
wires containing 2D electron gas. The aim of this project is to model the 
appearance of spin-polarisation due to spin-orbit interaction and nonzero 
electrical current in 2D electron gas confined in GaAa/GaAlAs quantum well. 
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ÚvodSpintronika predstavuje v sú£asnosti nový odbor modernej elektroniky, kdenie elektriký náboj elektrónu, ale jeho spin hrá dominantnú úlohu [4℄. Zatia©£o spintronika zaloºená na kovovýh materiáloh si uº na²la svoje miesto vpriemysle - jav gigantikej magnetorezistanie (GMR) je vyuºívaný pri £ítaníinformáií z pamä´ovýh médií - polovodi£ová spintronika sa e²te nedoká-zala takto uplatni´. Najºiadanej²ím zariadením v polovodi£ovej spintronikeje spinový tranzistor. Bolo navrhnutýh nieko©ko spinovýh tranzistorov sr�znymi výhodami a nevýhodami, ale bez experimentálnej demon²tráie sateoretiké návrhy ´aºko posudzujú.
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Obrázok 1: Shématiké znázornenie spinového tranzistora. �S� (Soure)predstavuje zdrojovú a �D� (Drain) odtokovú elektródu vyrobenú z feroma-gentikého materiálu. Spiny elektrónov vykonávajú preesný pohyb vplyvomspin-orbitálnej interakie, ktorej ve©kos´ je riadená hradlom. V závislosti odrýhlosti preesie spin bu¤ preesuje ve©mi pomaly (alebo v párnyh násob-koh π), v tomto prípade elektróny budú vstupova´ do odtokovej elektródy(ON) alebo v nepárnyh násobkoh π, £o sp�sobí odrazenie elektrónu spä´(OFF).Tzv. Datta-Das spinový tranzistor, obrázok 1, vyuºíva Rashbovu spin-orbitálnu interakiu na jeho riadenie [12℄. Zdrojová a odtoková elektródasú z feromagnetikého materiálu. Transportný kanál tvorí dvojrozmernýelektrónový plyn. Vrhné hradlo ur£uje ve©kos´ spin-orbitálnej interakie.Elektróny injektované s hybnos´ou paralelnou s transportným kanálom ítiaefektívne magnetiké pole, vplyvom spin-orbitálnej interakie, ktoré je kolmék ih pohybu. Spiny elektrónov potom vykonávajú preesný pohyb s jed-nou frekveniou, za predpokladu jednorozmerného balistikého transportu.V závislosti od rýhlosti preesie spin bu¤ preesuje ve©mi pomaly (alebo v2



párnyh násobkoh π), v tomto prípade elektróny budú vstupova´ do odto-kovej elektródy (ON) alebo v nepárnyh násobkoh π, £o sp�sobí odrazenieelektrónu spä´ (OFF).S©ubnú metódu, pomoou ktorej moºno priestorovo separova´ elektrónys r�znou orientáiou spinu bez pouºitia magnetikého po©a, predstavuje spi-nový Hallov jav. Tento jav by mohol by´ vyuºitý pri injekii, manipuláiia detekii spinovo polarizovanýh elektrónov v polovodi£ovýh zariadeniah,ktoré by sa pouºívali v spintronike.Uº v roku 1971 Mihel D'yakonov a Vladimir Pere© poukázali na to,ºe kvantová vlastnos´ elektrónu, spin elektrónu, m�ºe vies´ k novej formeHallovho javu, ktorý je sp�sobený spin-orbitálnou interakiou [10℄.
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BObrázok 2: V klasikom Hallovom jave (v©avo) sú elektróny v prítomnostimagnetikého po©a vytlá£ané k hrane tenkej vzorky. To sp�sobí vznik napä-tia VH , ktoré je úmerné ve©kosti prúdu a magnetikého po©a. V spinovomHallovom jave (vpravo) elektróny so spinom �hore� sú vyhylované na jednustranu vzorky a elektróny so spinom �dole� na opa£nú stranu. D�sledkomtoho je spinový prúd, ktorý je kolmý na smer elektrikého prúdu. SpinovýHallov jav nastáva aj bez prítomnosti magnetikého po©a.Termín spinový Hallov jav bol zavedený na základe podobnosti s klasi-kým Hallovým javom, pri ktorom elektróny pohybujúe sa vo vodi£i, ktorýmá tvar tenkého pásika, v prítomnosti kolmého magnetikého po©a sú vy-tlá£ané k jednej hrane vodi£a. To sp�sobí vznik napätia, ktoré je úmernéve©kosti prúdu a magnetikého po©a. Pri spinovom Hallovom jave dohádzapri prehode elektrikého prúdu ez vodi£ k odkloneniu elektrónov so spinom3



�hore� na jednu stranu vodi£a a elektrónov so spinom �dole� na druhú stranuvodi£a. Výsledkom je spinový prúd, ktorý je kolmý na smer te£úeho prúdu.Na vytvorenie spinového Hallovho javu nie je potrebné ºiadne magnetiképole (obrázok 2).Experimentálne bol Spinový Hallov jav pozorovaný na základe javu zva-nom Kerrova rotáia [10℄. Pri tomto jave dohádza k rotáii rovinne pola-rizovaného svetelného lú£a, ktorý dopadá kolmo na vzorku. Polariza£ná osodrazeného lú£a od materiálu sa pooto£í o uhol,ktorého ve©kos´ je úmernámagnetizáii materiálu, takºe z merania sa m�ºe ur£i´ relatívny po£et elek-trónov so spinom �hore� a �dole�. Efekt spinovej polarizáie je ve©mi malý ,iba jeden elektrón z 10 000 je spinovo polarizovaný. Experimenty boli vyko-nané pri teplotáh 30K na vzorkáh vyrobenýh z n-GaAs a n-InGaAs �lmovnarastenýh na polovodi£ovom substráte.Odklonenie elektrónov s opa£nou orientáiou spinu k r�znym hranám vo-di£a je sp�sobené spinovo závislým rozptylom na ne£istotáh. Tento typspinového Hallovho javu sa ozna£uje ako extrinziký. Nedávno sa ukáza-lo, ºe m�ºe existova´ aj iný mehanizmus vzniku spinového Hallovho javu.Ozna£uje sa ako intrinziký spinový Hallov jav a je sp�sobený kry²tálovou²truktúrou materiálu, pri£om nastáva aj bez prítomnosti ne£ist�t [10℄.V na²ej prái sa budeme zaobera´ vplyvom hrán vzorky v dvojrozmernýhpolovodi£ovýh ²truktúrah na spinovú polarizáiu. Poteniálna energia odhrany vzorky predstavuje ur£itú poruhu vzh©adom na poteniálnu energiuod ideálnej mrieºky. Predpokladáme, ºe ak poruha sp�sobená ne£istotamivytvára spinovú polarizáiu, tak aj poruha, ktorú predstavuje hrana systémum�ºe vies´ k podobnému javu.V kapitole 1 popí²eme základné vlastnosti dvojrozmerného elektrónovéhoplynu. V kapitole 2 zavedieme model vzorky, ktorý budeme uvaºova´ privýpo£toh. Kapitola 3 je venovaná výpo£tu elektrónovej hustoty v dvoj-rozmernýh ²truktúrah. V ¤al²íh kapitoláh 4 a 5 sa budeme zaobera´modelovaním hrany vzorky vhodným tvarom poteniálnej energie a v kapi-tole 6 ukáºeme výsledky spinovej polarizáie, ktoré sme vypo£ítali pre ná²model.
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1 Dvojrozmerný elektrónový plynDvojrozmerný elektrónový plyn (2DEG) tvorí základ pre vytvorenie nano-²truktúr, na ktorýh sa jav prúdom indukovanej spinovej polarizáie pozo-ruje. Je jeden z najd�leºitej²íh nízkorozmernýh systémov pre elektrónovýtransport [1℄. Vytvára základ pre po©om riadený tranzistor, ktorý v skratkeozna£ujeme ako HEMT (high eletron mobility transistor).
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k ||Obrázok 3: Shematiké znázornenie elektrónovýh subpásov v jednoroz-mernej GaAs-GaAlAs kvantovej jame. (a) Kvantované energetiké hladiny avlnové funkie v smere osi z, kolmom na rovinu jamy. (b) Závislos´ energieod vlnového £ísla elektrónu v kvantovej jame. V tomto prípade je obsadenýlen najniº²í subpás.HEMT je tvorený hetero²truktúrou, v ktorej sa jedna vrsvta (GaAs) pri-praví ve©mi £istá a táto sa obloºí dvoma vrstvami (GaAlAs), ktoré sa vhodnenadopujú na vrstvy n-typu, obrázok (3a). Niektoré elektróny prejdú z GaA-lAs vrstiev do poteniálovej jamy v GaAs vrstve, kde stratia svoju energiuzráºkami s fonónmi. Elektrón nemá dostato£nú energiu na to, aby �unikol�z jamy, tak ostane v nej viazaný. Odseparovaním elektrónov od donorov savytvorí vrstva s vysokou pohyblivos´ou elektrónov.Energia elektrónu je potom daná vlnovým vektorom ~k|| v rovine x-y adiskrétnym indexom j = 1, 2, . . ., ktorý zodpovedá energii obsadenej hladinyv poteniálovej jame v smere osi z. Celkové energetiké spektrum, obrá-zok (3b), sa skladá zo súboru dvojrozmernýh subpásov pre kaºdú hodnotu
j. Pod©a kvantovej mehaniky sa dná subpásov nahádzajú pri energiáh
Ej = h̄2

2mba2 j
2, kde a je ²írka jamy. Ak a bude dostato£ne malé, nastanesituáia, kedy energetiký rozdiel medzi dvoma najniº²ími subpásmi je ove©avä£²í ako harakteristiká kinetiká energia v rovine pohybu. V takomto prí-pade sa v²etky elektróny nahádzajú na najniº²om subpáse a ih kinetikáenergia závisí len na dvojrozmernom vlnovom vektore ~k||. Ak elektróny ne-majú dostato£nú energiu na obsadenie vy²²íh subpásov, dostávame 2DEG.5
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Obrázok 4: Shematiky zobrazená zmena elektrónovej hustoty elektrikýmpoteniálom U na hradlovej elektróde, £ím meníme vodivos´ v dvojrozmer-nom elektrónovom plyne.Podobne ako pri ostatnýh, po©om riadenýh tranzistoroh, aj pri HEMTmeníme hustotu elektrónov a tým aj vodivos´ vrstvy napätím na hradlovejelektróde 1. Shematiky je zmena elektrónovej hustoty zobrazená na obráz-ku 4.Typiké elektrónové hustoty sú n2D ∼ 1012m−2, pre ktoré je Fermihovlnová d¨ºka rovná, λF =
√

2π/n ∼ 0.02 µm [10℄. V beºnýh atómovýhjednotkáh (a.u.) platí
n2D ∼ 2.5 × 10−5 (1)
kF ∼ 1.2 × 10−2, kF =

√
2πn2D (2)

EF ∼ 0.8 × 10−4, EF = πn2D. (3)

1Hustotu elektrónov m�ºme meni´ v rozsahu od 10
9 m−2 aº po 10

12 m−2.6



2 Model vzorkyAby sme mohli vypo£íta´ spinovú polarizáiu, musíme pozna´ elektrónovú vl-novú funkiu, ktorú nájdeme z rie²enia jedno£astiovej Shrödingerovej rov-nie (ShR) v priblíºení efektívnej hmotnosti
Ĥψ = Eψ, (4)v rámi ktorého je Hamiltonián daný v tvare

Ĥ = − h̄2

2meff
∆~r + U(~r), (5)kde ∆~r = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 a U(~r) je v priestore pomaly sa meniaa poteniálnaenergia, daná rozdielom aktuálnej elkovej poteniálnej energie elektrónovv látke a elkovej poteniálnej energii v ideálnom kry²táli. Vo vz´ahu (5)nevystupuje periodiká poteniálna energia kry²talikej mrieºky, jej vplyv jezahrnutý v efektívnej hmotnosti meff [5℄.Budeme uvaºova´, ºe poteniálna energia U(~r) sa skladá z dvoh £astí:nerelativistikej £asti V (~r), ktorá je dominantná a malej relativistikej korek-ie rádu v2

c2
, kde v je rýhlos´ elektrónu a c je rýhlos´ svetla vo vákuu, ktorá jespinovo závislá. Táto relativistiká korekia sa nazýva spin-orbitálna interak-ia a budeme ju ozna£ova´ V̂SO(~r). Teda platí, ºe U(~r) = V (~r)+V̂SO(~r). �len

V (~r) predstavuje poteniálnu energiu, ktorá harakterizuje hrany vzorky.Efekt spinovej polarizáie je sp�sobený spin-orbitálnou interakiou V̂SO(~r),ktorej tvar vo vákuu je daný ako
V̂SO(~r) = −λ[σ̂ ×∇V (~r)] · k̂ ; λ = − h̄2

4m2
0c

2
≈ −3.7 × 10−6 Å2 (6)kde σ̂ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z) je vektor, ktorého zloºky sú Pauliho matie a k̂ =

p̂/h̄, kde p̂ je operátor hybnosti. Je d�leºité spomenú´, ºe pre GaAs pla-tí λ = 5.3 Å2. To znamená, ºe spin-orbitálna interakia je v GaAs o ²es´rádov vä£²ia ako vo vákuu a má opa£né znamienko [9℄.Ak uváºime, ºe elektróny sa nebudú pohybova´ v smere osi z, teda 〈kz〉 = 0,m�ºme výraz (6) rozpísa´ po zloºkáh nasledovne
V̂SO(~r) = −λ

[

kx

(

σy
dV

dz
− σz

dV

dy

)

− ky

(

σx
dV

dz
− σz

dV

dx

)]

V̂SO(~r) = −λ
[

dV

dx
σzky +

dV

dz
(σykx − σxky)

]

, (7)pri£om sme pri druhej rovnii vyuºili, ºe dV
dy

= 0, pretoºe predpokladáme, ºepoteniálna energia V (~r) nezávisí od súradnie y. To je dané tým, ºe hraniu7



medzi vzorkou a okolím v smere osi y neuvaºujeme, vzorka je v tomto smerenekone£ná. Druhý £len vo vz´ahu (7) sa nazýva Rashbova interakia [6℄. Jehopríspevok k spinovej polarizáii je podstatne men²í v porovananí s £lenomúmerným dV
dx

a preto ho nebudeme v ¤al²om uvaºova´ [7℄.Na základe spomenutýh predpokladov napí²eme spin-orbitálnu ako
V̂SO(x, y) = −λσ̂z

dV

dx

(

−i ∂
∂y

)

. (8)Poteniálnu energiu U(~r) m�ºeme teraz vyjadri´ v tvare U(~r) = U(x, y)+
U(z). U(x, y) je daná ako sú£et poteniálnej energie od hrany vzorky vsmere osi x a poteniálnej energie od spin-orbitálnej interakie, zatial£o U(z)sa rovná iba poteniálnej energii od hrany vzorky v smere osi z. Budemepredpoklada´, ºe poteniálna energia U(z) má tvar pravouhlej poteniálovejjamy, tak ako je zobrazené na obrázku (3a).Rovniu (4) na základe spomenutýh predpokladov napí²eme v nasledu-júom tvare:

(

− h̄2

2meff

∆~r + U(x, y) + U(z)

)

ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z). (9)Teraz zavedieme tzv. prirodzené jednotky, ktoré sú harakteristiké predaný problém, t.j. veli£iny, s ktorými praujeme, sú v nih rádove rovnéjednej. Napríklad pre Fermiho energiu dostaneme v týhto jenotkáh hodnotu
EF = 3.01. Sú zavedené ako

r → ra∗B, a
∗
B =

ǫr
mef

aB = 185.2aB = 9.79 nm (10)
E → EHa∗, Ha∗ =

mef

ǫ2r
Ha = 4.36 × 10−4Ha = 11.9 meV, (11)kde mef je efektívna hmotnos´ a ǫr je relatívna permitivita. Ih hodnoty sú

mef = 0.067 a ǫr = 12.4, £o sú hodnoty typiké pre GaAs.Pomoou (10) a (11) prepí²eme rovniu (9) do tvaru
(

−1

2
∆~r + U(x, y) + U(z)

)

ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z), (12)kde U(x, y), U(z) a E je uº v jednotkáh Ha∗.Rovniu budeme rie²i´ metódou separáie premennýh. Postup separáieje v prílohe A, tu napí²eme len kone£ný výsledok
(

−1

2

∂2

∂x2
+ Ṽ (x) + VSO(x)

)

χ(x) = εχ(x), (13)8



kde ε = E − k2
y

2
a ky je kvantové vlnové £íslo, ktoré ur£uje hybnos´ elektrónuv smere osi y, Ṽ (x) = V (x) + Ez1, kde Ez1 je energia najniº²ej hladiny vpoteniálovej jame v smere osi z a VSO(x) = −λσ̂z

dV
dx
ky.Aby sme vyjadrili stav elektrónu, musíme zoh©adni´ tak priestorovú závis-los´ ako aj spinový stav. Na jeho reprezentáiu pouºijeme dvojkomponentnú(spinovú) vlnovú funkiu

χ(x) =

(

χ↑(x)
χ↓(x)

)

. (14)Fyzikálny význam χ↑ a χ↓ je nasledovný: |χ↑(x)|2 udáva hustotu pravdepo-dobnosti pre nájdenie elektrónu s priemetom spinu na os z rovným +1 v okolíbodu x. Podobne |χ↓(x)|2 má význam hustoty pravdepodobnsoti najdeniaelektrónu s priemetom spinu na os z rovným −1 v okolí miesta x. V prípadespinorovýh vlnovýh funkií operátory sú 2 × 2 matie, ktorýh prvky súoperátory.Rovniu (13) potom prepí²eme do tvaru
(

Ĥ↑ 0

0 Ĥ↓

)

·
(

χ↑(x)
χ↓(x)

)

=

(

ε↑ 0
0 ε↓

)

·
(

χ↑(x)
χ↓(x)

)

, (15)kde
Ĥ↑ = −1

2

∂2

∂x2
+ Ṽ (x) − λ

∂V

∂x
ky (16)a

Ĥ↓ = −1

2

∂2

∂x2
+ Ṽ (x) + λ

∂V

∂x
ky. (17)
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3 Elektrónová hustotaNa koni predhádzajúej kapitoly sme pri²li k ShR (15). Ke¤ nájdemerie²enia tejto rovnie, tak budeme pozna´ vlnové funkie stavov, ktoré budúobsadzova´ elektróny. Pomoou vlnovýh funkií potom vypo£ítame elektró-nové hustoty pre r�zne spiny a z ih rozdielu ur£íme spinovú polarizáiu prihrane vzorky v smere osi x.Vo v²eobenosti m�ºme elektrónovú hustotu v dvojrozmernom prípadevypo£íta´ pod©a
n(x, y) =

N
∑

ν=1

ϕ∗
ν(x, y)ϕν(x, y), (18)kde index ν prebieha ez v²etky stavy, ktoré sú obsadené elektrónmi2. Priteplote T = 0 K elektróny obsadia v²etky stavy, ktorýh energia je men²iaako Fermiho energia. V rovnováhe, ke¤ nete£ie elektriký prúd, je rozdelenieelektrónov nakreslené na obrázku 5 plnou £iarou. Aby elektriký prúd tiekolvo vzorke v smere osi y, posunieme Fermiho plohu o hodnotu u v smere ky,tak ako je nakreslené na obrázku 5 preru²ovanou £iarou. Takéto obsadenieje najpravdepodobnej²ie pre daný prúd a najniº²iu energiu systému [8℄. Preprúdovú hustotu potom platí vz´ah

j = n2Du, (19)pri£om volíme u≪ kF .Pripomíname, ºe vlnová funkia ϕ(x, y) je tzv. obálková vlnová funkia,pretoºe ShR (4) rie²ime v priblíºení efektívnej hmotnosti. Elektrónová hus-tota vypo£ítaná z obálkovej vlnovej funkie je rovná elektrónovej hustotevypo£ítanej z p�vodnej vlnovej funkie, ktorá je ustrednená ez bunku kry²-talikej mrieºky.Dvojrozmernú vlnovú funkiu m�ºme napísa´ ako
ϕkx,ky

(x, y) = χkx,ky
(x)φky

(y), (20)kde φky
(y) = 1√

2π
exp (ikyy).V ¤al²íh kapitoláh uvidíme, ºe vlnová funkia χkx,ky

(x) bude popisova´dva r�zne typy stavov: viazané stavy, ktoré m�ºu existova´ v poteniálovejjame, ktorá vznikne pripo£ítaním £lena VSO(x) k poteniálnej energii Ṽ (x)a rozptylové stavy, ktorýh energia je vä£²ia ako energia viazanýh stavov aje úmerná k2
x. Pretoºe spin-orbitálna interakia je závislá od ky, aj vlnovéfunkie budú závislé od ky.2Stavy budeme indexova´ kvantovými £íslami kx, ky namiesto indexu ν.10



kx

yk
u

Obrázok 5: V rovnováhe, ke¤ nete£ie elektriký prúd, obsadia elektróny prinulovej teplote v²etky stavy, ktorýh energia je men²ia ako Fermiho energia,plná £iara. Pretoºe heme, aby vo vzorke tiekol elektriký prúd v smere osi
y, posunieme Fermiho plohu o hodnotu u v smere ky, preru²ovaná £iara.Hodnotu u volíme tak, aby platilo u≪ kF .V prílohe B je ukázané, ºe hustotu pri mnoho-elektrónovýh systémohnahádzajúih sa v makroskopikom objeme V , vypo£ítame v jednom roz-mere pod©a vz´ahu

n(x) =

∫ dk ϕ∗
k(x)ϕk(x), (21)kde sa integruje ez v²etky stavy k, ktoré sú obsadené elektrónmi a vlnováfunkia má tvar

ϕk(x) =
1√
2π

exp(ikx), (22)ktorá je normovaná na δ-funkiu [3℄.Ak zov²eobeníme výraz (21) na dva rozmery a uváºime, ºe v smere osi
x m�ºu existova´ viazané aj rozptylové stavy, tak dostaneme
n(x, y) =

∞
∫

0

dkx

∞
∫

−∞

dky|ϕkx,ky
(x, y)|2nF (E)+ ⇒ rozptylové stavy

+

∞
∫

−∞

dky|φky
(y)|2

(

∑

ν

|χν,ky
(x)|2

)

nF (E), ⇒ viazané stavy(23)11



pri£om suma prebieha pre dané ky ez v²etky viazané stavy. D�vod, pre£odolná hrania integrovania v prvom £lene výrazu (23) je nulová, je ten, ºepre hodnoty kx > 0 sú rozptylové stavy identiké s tými, ktoré by sme dostalipre kx < 0. Pretoºe v danom kvantovom stave sa m�ºe nahádza´ najviajeden elektrón, musíme si vybra´ jeden z intervalov pre kx. My sme si vovýpo£toh zvolili interval kx > 0.Funkia nF (E) je daná ako
nF (E) =







1 ak E < EF

0 ak E > EF .Energia elektrónu je v prípade rozptylovýh stavov v smere osi x rovná
E = k2

x/2 + k2
y/2 a v prípade viazanýh stavov E = εν + k2

y/2, kde εν jeenergia ν-tého viazaného stavu. To znamená, ºe funkia nF (E) zabezpe£uje,aby energia elektrónu v danom stave bola men²ia ako Fermiho energia.Ak uváºime vyjadrenie pre φky
(y) a dosadíme ho do rovnie (23) dosta-neme

n(x) =

∞
∫

0

dkx

∞
∫

−∞

dky

2π
|χkx,ky

(x)|2nF (E) +

∞
∫

−∞

dky

2π

(

∑

ν

|χν,ky
(x)|2

)

nF (E).(24)Tento výraz budeme pouºíva´ pre výpo£et elektrónovej hustoty v ¤al²íhkapitoláh.

12



4 Jednoduhý model hrany vzorky
V1

0 x

vzorka

V(x)
~

Obrázok 6: Výpo£et spinovej polarizáie robíme len pre jednu hranu vzorkyv smere osi x, preto aj na tomto obrázku je nazna£ený priebeh poteniálnejenergie Ṽ (x) len pri ©avej hrane vzorky. Hranu modelujeme poteniálnouenergiou, ktorá má v bode x = 0 kone£nú nespojitos´. V1 má hodnotu
229.0 Ha∗.Výpo£et spinovej polarizáie budeme robi´ len pre jednu hranu vzorky.Pretoºe typiká ²írka vzorky v experimentoh [11℄ je 100µm (∼ 104a.u.∗),m�ºme vzorku v smere osi x povaºova´ za polonekone£nú. Pre druhú hranuby mala spinová polarizáia opa£né znamienko.Na koni kapitoly 2 sme pri²li k rovnii (15), ktorú teraz budeme rie²i´pre nami zvolenú poteniálnu energiu Ṽ (x). Táto je pri ©avej hrane vzorkydaná ako

Ṽ (x) =







V1 ak x < 0

0 ak x > 0a jej priebeh je na obrázku 6.Pretoºe poteniálna energia Ṽ (x) je daná, jediné £o potrebujeme ur£i´ vShR (15), aby sme ju mohli rie²i´, je tvar poteniálnej energie súvisiaej sospin-orbitálnou interakiou. Deriváiou poteniálnej energie V (x) = Ṽ (x) −Ez1dostaneme
VSO(x) = −λσz

∂V

∂x
ky

VSO(x) = λσzV1δ(x)ky, (25)kde δ(x) je Diraova funkia.Dosadením VSO(x) do rovnie (15) dostaneme
(

−1

2

d2

dx2
+ Ṽ (x) ± αδ(x)ky

)

χ(x) = εχ(x), (26)13



kde sme pouºili ozna£enie α = λV1. Aby sme skrátili zápis vz´ahov, namiestodvojkomponentného zápisu pouºívame oby£ajný zápis. Pre spin �hore� budeplati´ horné znamienko, teda + a pre spin �dole� spodné znamienko, teda −.Tento zápis budeme vyuºíva´ aj v ¤al²íh £astiah textu.Z tvaru rovnie (26) je vidie´, ºe v závislosti od orientáie spinu elektrónua smeru jeho pohybu v smere osi y (pohyb je ur£ený vlnovým £íslom ky),sa bude poteniálna energia od spin-orbitálnej interakie alebo pripo£ítava´alebo odpo£ítava´ od poteniálnej energie Ṽ (x).4.1 Viazané stavyPri h©adaní viazanýh stavov elektrónu v poli s poteniálnou energiou (ob-rázok 7), ktorá je daná ako
V1Θ(−x) + κδ(x), (27)budeme vyhádza´ z podmienky spojitosti vlnovej funkie v bode x = 0.Spojitos´ deriváie vlnovej funkie nebudeme poºadova´, kv�li δ-funkii vbode x = 0. V rovnii (27) sme pouºili ozna£enie κ = ±αky, pri£om musíplati´ κ < 0, inak by sme nemali jamu, ale bariéru.

V(x) + V  (x)SO

0 x

χ(  )x

V1

Obrázok 7: Priebeh výslednej poteniálnej energie pri ©avej hrane vzorky,ktorú sme dostali ako sú£et poteniálnej energie, ktorá vytvára hraniu medzivzorkou a okolím Ṽ (x) a poteniálnej energie od spin-orbitálnej interakie
VSO(x). Okrem toho je na obrázku kvalitatívne zobrazený viazaný stav vpoteniálovej jame.Vlnovú funkiu v oblasti x < 0 m�ºme napísa´ v tvare

χ1(x) = exp(kx), (28)14



a v oblasti x > 0 ju napí²eme ako
χ2(x) = D exp(−lx), (29)kde k =

√

2(V1 − ε) a l =
√
−2ε. V rovnii (28) (resp. (29)) sme nepísali£len úmerný exp(−kx) (resp. exp(lx)), pretoºe vlnová funkia viazanéhostavu musí pre x mimo jamy klesa´ k nule.Z podmienky spojitosti vlnovej funkie v bode x = 0 dostaneme

χ1(x = 0) = χ2(x = 0)

1 = D (30)a pre deriváiu vlnovej funkie platí
χ

′

2(x = 0) − χ
′

1(x = 0) = 2κχ(x = 0)

−l − k = 2κ, (31)pri£om sme vyuºili rovniu (30).Ak dosadíme za l a k do rovnie (31) a upravíme ju, dostaneme
√
−2ε = −κ+

V1

2κ
. (32)Z tejto rovnie uº vieme ©ahko vypo£íta´ energiu viazaného stavu ε pre zvo-lenú hodnotu ky. Av²ak, nie pre kaºdé ky existuje viazaný stav. To moºnovidie´ z toho, ºe pravá strana rovnie (32) m�ºe by´ pre niektoré hodnoty kyzáporná a teda by sme dostali

√
−2ε < 0, (33)£o je nezmysel. Preto skúsme nájs´, pre aké hodnoty ky je pravá stranarovnie (32) kladná. Tým vlastne nájdeme podmienku, pre aké hodnoty kyexistuje viazaný stav.H©adáme také hodnoty ky, pre ktoré je splnená nasledovna podmienka
κ <

V1

2κ
, (34)pri£om κ musí by´ záporná (ako bolo spomenuté na za£iatku tejto kapitoly).Ak dosadeníme za κ a uváºime, ºe pre spin �hore� je κ < 0 len ak je ky < 0dostaneme

ky ∈
(

−∞,− 1

α

√

V1

2

)

. (35)15



Teda viazaný stav pre spin �hore� existuje len pre hodnoty ky dané pod-mienkou (35). Pre spin �dole� dostaneme podobným postupom nasledovnúpodmienku
ky ∈

(

1

α

√

V1

2
,∞
)

. (36)Podmienku, ktorú musí ky sp¨¬a´ bez oh©adu na orientáiu spinu je
ε+

k2
y

2
≤ EF , (37)ktorá vyjadruje, ºe energia elektrónu musí by´ men²ia alebo rovná Fermihoenergii. ε predstavuje energiu viazaného stavu.

ε+
k2

y

2

hraničná hodnota: ky = − 1
α

√

V1

2

ky [a∗B]−1
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1000Obrázok 8: Závislos´ energie elektrónu so spinom �hore�, t.j. sú£et energieviazaného stavu a energie rozptylového stavu v smere osi y, od hodnoty
ky, ktorá je daná podmienkou (35). �ípkou je vyzna£ená hrani£ná hodnotaenergie pre ky = − 1

α

√

V1

2
. Pretoºe táto �hrani£ná� energia je o tri rády vä£²iaako je Fermiho energia (EF = 3.01) a pre men²ie ky e²te narastá, viazanýstav pre hodnoty, ktoré pouºívame vo výpo£toh nem�ºe existova´.Ukáºeme, ºe v reálnyh situáiah neexistuje taká hodnota ky, aby bolasú£asne splnená podmienka (35) a aj podmienka (37). Teda ukáºeme, ºeenergia elektrónu so spinom �hore� je pre dovolené hodnoty ky vä£²ia akoFermiho energia. Výpo£et urobíme s nasledujúimi hodnotami parametrov:

EF = 3.01, V1 = 229.0 a α = 0.127 [13℄.16



Výsledok je na obrázku 8. �ervená £iara predstavuje energiu elektrónu
ε + k2

y/2 pre ky dané podmienkou (35). Z obrázku je vidie´, ºe energiaelektrónu je pre hrani£nú hodnotu ky = − 1
α

√

V1

2
pribliºne o tri rády vy²²iaako je Fermiho energia a pre men²ie hodnoty ky energia elektrónu rastie.Tým sme dokázali, ºe pre hodnoty, ktoré pouºívame vo výpo£toh, viazanýstav nebude existova´.Závislos´ energie od ky pre spin �dole� nebudeme po£íta´, výsledok, ktorýby sme dostali, by bol len zrkadlovo obrátený. Teda ani pre spin �dole�viazaný stav nebude existova´.4.2 Rozptylové stavyEnergia rozptylovýh stavov bude z intervalu ε ∈ (0, V1). V oblasti x < 0m�ºme rie²enie ShR (26) napísa´ v tvare

χ1(x) = exp(k1x), (38)kde k1 =
√

2(V1 − ε). Koe�ient pri £lene úmernom exp(−k1x) sme ploºilirovný nule, pretoºe vlnová funkia musí exponeniálne zanika´ v oblasti, kde
ε < V1. Koe�ient v (38) sme poloºili rovný jednej, rie²enie nakonie aj takprenormujeme.V oblasti x > 0 je v²eobené rie²enie ShR (26) dané ako

χ2(x) = c exp(ik2x) + d exp(−ik2x), (39)kde k2 =
√

2ε.Z podmienky spojitosti vlnovej funkie dostaneme
χ1(x = 0) = χ2(x = 0)

1 = c+ d. (40)Pre deriváiu vlnovej funkie platí
χ

′

2(x = 0) − χ
′

1(x = 0) = 2Λ

ick2 − idk1 − k1 = 2Λ, (41)kde Λ = ±αky.Dosadením (40) do rovnie (41) dostaneme pre koe�ienty c a d
c =

2Λ + k1 − ik2

2ik2
(42)

d = −2Λ + k1 + ik2

2ik2
. (43)17



Pre normovanie vlnovej funkie budeme opä´ vyhádza´ z výsledkov vdodatku B, kde je ukázané, ºe pre výpo£et elektrónovej hustoty musímenormova´ rovinné vlny ako 1√
2π

exp(ikx). V na²om prípade to znamená, ºe
χ(x) =











1
d

exp(k1x)√
2π

, x < 0

c
d

exp(ik2x)√
2π

+ exp(−ik2x)√
2π

, x > 0Teda vlnovú funkiu normujeme tak, aby koe�ient pri £lene exp(−ik2x) bolrovný 1/
√

2π.
n↑ + n↓

pozadie od iónov

x [a∗B]

n
↑
+
n
↓

[(
a∗ B

)−
2
]
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0Obrázok 9: Na obrázku je zobrazená závislos´ elektrónovej hustoty (zelená£iara) od súradnie x pri ©avej hrane vzorky. �ervená £iara predstavuje poza-die od iónov. Osiláie elektrónovej hustoty sa nazývajú Friedelove osiláie aih vlnová d¨ºka je rovná λF/2. Výpo£et sme urobili pre elektrónovú hustotu
n = 0.958, £omu zodpovedá λF ≈ 2.56.Pre výpo£et elektrónovej hustoty bol pouºitý výpo£tový program, ktorý jesú£as´ou diplomovej práe. Úlohou tohto programu je pre zadané parametre(Fermiho energia, prúdová hustota, tvar poteniálnej energie) vypo£íta´ ko-e�ienty vlnovýh funkií pre vybranú orientáiu spinu elektrónu a následnepod©a vz´ahu (24) vypo£íta´ zodpovedajúu elektrónovú hustotu. Z rozdieluelektrónovýh hust�t pre r�zne orientáie spinu program vypo£íta spinovúpolarizáiu. Jej hodnota bude ovplyvnené hybou, ktorej sa dopú²´ame prinumerikýh výpo£toh. Táto hyba je sp�sobená kone£ným krokom integ-ráie pri výpo£te elektrónovej hustoty. Okrem spinovej polarizáie budeme18



po£íta´ aj magnetizáiu, ktorej hodnota bude ovplyvnená aj inými faktormi,ako je napríklad vo©ba hraní integrálu, £omu sa budeme podrobne venova´v kapitole 6.Na obrázku 9 je vypo£ítaná závislos´ elektrónovej hustoty (zelená £iara)od súradnie x pri ©avej hrane vzorky. �ervená £iara predstavuje pozadieod iónov. Výpo£et sme urobili pre elektrónovú hustotu n = 0.958, £omuzodpovedá vlnová d¨ºka λF ≈ 2.56.Osiláie elektrónovej hustoty sa nazývajú Friedelove osiláie. Takéto os-iláie elektrónovej hustoty vznikajú pri lokalizovanej poruhe v ©ubovolnomsystéme, pri£om vlnová d¨ºka Friedelovýh osiláií je rovná λF/2, kde λFje Fermiho vlnová d¨ºka. P�vod týhto osiláií je v nespojitom obsadzovanístavov na Fermiho plohe.

19



5 Korekia k jednoduhému modelu hrany vzorky5.1 Poteniálna energia pri hrane vzorkyNa obrázku 10 je závislos´ elkovej hustoty, hustota elektrónov + hustotakladnýh iónov, od súradnie x pri ©avej hrane vzorky. Z obrázku je vidie´,ºe v okolí rozhrania, v bode x = 0, vznikne oblas´, ktorá nie je neutrálna.Poru²enie neutrality je dané tým, ºe hustota elektrónov v okolí rozhrania jemen²ia ako hustota kladnýh iónov. To sp�sobí vznik dodato£ného elektri-kého po©a na rozhraní, ktoré bude p�sobi´ tak, aby poruha zanikla.
Ṽ (x)
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-0.2Obrázok 10: �ervenou £iarou je zobrazená závislos´ elkovej hustoty nábo-ja (kladnýh iónov a zápornýh elektrónov) od súradnie x pri ©avej hranevzorky. �ierna £iara predstavuje hranový poteniál vzorky Ṽ (x). Z obrázkuje vidie´, ºe v okolí rozhrania, v bode x = 0, vznikne oblas´, ktorá nie je ne-utrálna. To sp�sobí vznik dodato£ného elektrikého po©a na rozhraní, ktorébude p�sobi´ tak, aby poruha zanikla.Pri h©adaní tvaru elektrikého po©a, ktoré vznikne na rozhraní, budemevyhádza´ z Poissonovej rovnie, ktorú m�ºme vo v²eobenosti napísa´ vtvare
∆φ = −ρ

ε
, (44)kde φ je elektriký poteniál, ρ je objemová hustota náboja a ε = ε0 εr jepermitivita. Rovniu (44) prepí²eme do prirodzenýh jednotiek

∆Vk = −4πn, (45)kde sme vyuºili vz´ahy Vk = −eφ a ρ = en. Vk je poteniálna energia a nje objemová hustota £astí, ktorá je daná ako n = n− − n+, pri£om n− jehustota elektrónov a n+ je hustota iónov.20
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Obrázok 11: Na obrázku je nakreslená ©avá hrana vzorky a priebeh poten-iálnej energie Vk(x), ktorý je daný na základe rozloºenia náboja v smere osi
x, pri£om Q =

∫

dx[ρx<0 + ρx>0]. ρx<0 je hustota náboja v oblasti x < 0,ktorá je záporná, pretoºe v tejto oblasti je nenulová iba hustota elektrónova ρx>0 je hustota náboja v oblasti x > 0, ktorá je kladná, pretoºe v tejtooblasti prevláda hustota iónov nad hustotou elektrónov.Rovniu (45) nebudeme rie²i´ exaktne, namiesto toho odhadneme kvali-tatívne rie²enie. Predstavme si trojrozmernú vzorku, ktorá má v okolí roz-hrania, v bode x = 0, náboj rozloºený takto: ρx<0 je záporný, pretoºe v tejtooblasti je nenulová iba hustota elektrónov a ρx>0 je kladný, pretoºe v tej-to oblasti prevláda kladná hustota iónov nad zápornou hustotou elektrónov.Budeme hlada´ priebeh Vk v smere osi x. Pre x ≪ 0 zvolíme Vk(x) kon-²tantné. Pretoºe ρx<0 je záporné, z rovnie (45) dostaneme, ºe poteniálnaenergia Vk(x) sa bude pred rozhraním zakryvova´ smerom nadol (zakryvenieje v²ak ve©mi malé, pretoºe hustota elektrónov je malá). ρx>0 je kladné, apreto poteniálna energia Vk(x) sa bude v oblasti x > 0 zakryvova´ smeromnahor (hustota iónov je ove©a vä£²ia ako hustota elektrónov a preto aj za-kryvenie poteniálnej energie je ve©ké), tak ako je to nazna£ené na obrázku11. Ak by bol náboj na rozhraní nulový, poteniálna energia Vk(x) by sa pre
x≫ 0 blíºila ku kon²tante V .V dvojrozmernom prípade, £o je ná² problém, budeme predpoklada´, ºepriebeh poteniálnej energie by bol analogiký tomu v trojrozmernom prípa-de. Bez rie²enia budeme teda aproximova´ priebeh Vk(x) lineárnou funkiouv oblasti 0 < x < h a v oblasti x < 0 bude nulová. Hodnotu V , po ktorúbude Vk rás´ ur£íme z podmienky

∫

dx[n+(x) − n−(x)] = 0, (46)kde n− je hustota elektrónov a n+ je hustota iónov. Vzdialenos´ h, obrázok21



11, na ktorej bude Vk(x) lineárne rás´ bude rovná λF

2
, kde λF je Fermihovlnová d¨ºka. Takúto hodnotu h sme zvolili kv�li tomu, ºe λF je typikávzdialenos´, na ktorej dohádza pri hrane vzorky k zmenám elektrónovejhustoty.Rovniu (46) budeme rie²i´ nasledovným sp�sobom: pre zvolenú hodnotu

V vypo£ítame hustotu elektrónov n−(x), hustota iónov je daná ako n+ =
εF/π, £o zodpovedá 2D hustote elektrónov s Fermiho energiou εF hlbokovo vzorke. Vypo£ítame integrál, a ak tento bude kladný, tak musíme Vzvä£²i´, aby sme �pritiahli� via elektrónov bliº²ie k rozhraniu. Znova, terazuº pre vä£²iu hodnotu V , vypo£ítame integrál a na základe jeho hodnotyalebo zvä£²íme alebo zmen²íme V . Pre nieko©ko hodn�t zostrojíme závislos´
Q(V ), z ktorej odhadneme hodnotu V , pre ktorú je rozhranie neutrálne.Takáto závislos´ je na obrázku 12.
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-0.2Obrázok 12: Závislos´ hodnoty Q, ktorá je de�novaná ako Q =
∫

dx[n+(x)−
n−(x)], od hodnoty V . n+ a n− sú hustoty iónov a elektrónov pre zvolenúhodnotu V . Rozhranie je neutrálne pre tú hodnotu V , pre ktorú je Q rovnénule.Ke¤ budeme pozna´ tvar Vk(x) s odhadom hodnoty V , tak túto poten-iálnu energiu potom budeme povaºova´ za korekiu k p�vodnej poteniálnejenergii.Poteniálna energia Ṽ (x), uº aj s korekiou, bude ma´ v blízkosti rozhra-nia priebeh daný pod©a obrázku (13a). Spin-orbitálna poteniálna energia,22
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−V1δ(x)Obrázok 13: (a) Priebeh poteniálnej energie Ṽ (x) uº aj s korekiou Vk(x)pri ©avej hrane vzorky. (b) Poteniálna energia U(x) predstavuje deriváiuhranového poteniálu, teda U(x) = dṼ (x)
dx

.vystupujúa v Hamiltoniáne (15), bude ma´ tvar
VSO(x) = −λσzU(x)ky, (47)kde sme ozna£ili U(x) = dV (x)

dx
a priebeh tejto poteniálnej energie je naobrázku (13b). Dosadením tohto vyjadrenia do (15) dostaneme

(

−1

2

d2

dx2
+ Ṽ (x) ∓ λU(x)ky

)

χ(x) = εχ(x). (48)5.2 Viazané stavyVlnovú funkiu v oblasti x < 0 m�ºme napísa´ v tvare:
χ1(x) = eαx, (49)kde α =

√

2(V1 − ε).Rie²enie v oblasti 0 < x < h musí sp¨¬a´ rovniu:
−1

2

d2

dx2
χ2(x) + (fx− V2)χ2(x) = εχ2(x), (50)kde V2 = ±λV ky

h
a f = V

h
. Pomoou substitúie y = γ(fx− V2 − ε) m�ºemerovniu (50) prepísa´ do tvaru:

−f
2γ2

2

d2

dy2
χ2(y) +

y

γ
χ2(y) = 0 (51)23



a parameter γ zvolíme tak, aby platilo f2γ2

2
= 1

γ
. Tým dostaneme rovniu(51) v tvare:

χ
′′

(y) − yχ(y) = 0. (52)Táto rovnia je tzv. Airyho difereniálna rovnia, ktorej v²eobené rie²eniem�ºeme napísa´ pomoou Airyho funkií:
χ2(y) = aAi(y) + bBi(y). (53)A nakonie napí²eme vlnovú funkiu v oblasti x > h ako

χ3(x) = de−βx, (54)kde β =
√

2(V − ε).
Ṽ

|χ|2

x [a∗B]

Ṽ
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]
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0Obrázok 14: Závislos´ ²tvora absolútnej hodnoty vlnovej funkie, ktorá re-prezentuje zakladný stav, od súradnie x v poteniálovej jame. Zo závislostije vidie´, ºe energia viazaného stavu je blízko pri vrhole jamy, pretoºe vlnováfunkia je nenulová ¤aleko od jamy.Pre nájdenie viazanýh stavov treba ur£i´ koe�ienty a, b, d a vlastnúenergiu ε tak, ºe rie²enie je spojité v bodoh x = 0 a x = h. Kv�li δ-funkii vbode x = 0 nebudeme poºadova´, aby v tomto bode bola spojitá aj deriváiarie²enia.Postup ako sme odvodili rovniu, ktorej rie²ením sú energie viazanýhstavov je v prílohe C, tu napí²eme len výsledok
γk[aAi′(yh) + bBi′(yh)] + dβe−βh = 0, (55)24



kde za koe�ienty a, b a d postupne dosadíme z výrazov (76), (78) a (77).Na obrázku 14 je kvadrát absolútnej hodnoty vlnovej funkie pre elektrónso spinom �hore� v závislosti od súradnie x. Hodnota energie je ε = 30.948,pre n2D = 9.58, V1 = 229.0, V = 35.0 a ky = 0.0.5.3 Rozptylové stavyZnova budeme vyhádza´ z rovnie (48), pri£om pre energiu bude plati´ V1 >
ε > V . Postup je analogiký tomu v predhádzajúej £asti. Najsk�r ur£ímetvar vlnovej funkie v jednotlivýh oblastiah a potom vyuºijeme podmienkyspojitosti vlnovej funkie v bodoh x = 0 a x = h.Rie²enie v oblasti x < 0 m�ºeme napísa´ v tvare

χ1(x) = eαx, (56)kde α =
√

2(V1 − ε).V oblasti 0 < x < h má vlnová funkia pod©a (53) tvar:
χ2(y) = aAi(y) + bBi(y), (57)kde y = γ(fx− V2 − ε).V oblasti x > h napí²eme rie²enie vlnovej rovnie ako
χ3(x) = ceiβx + de−iβx, (58)kde β =

√

2(ε− V ).Detailné odvodenie koe�ientov a,b, a d je v prílohe D. Pretoºe poznámetvar vlnovýh funkií m�ºme pristúpi´ k výpo£tu elektrónovej hustoty prespin �hore� a pre spin �dole� pri hrane vzorky.

25



6 Výpo£et spinovej polarizáie a magnetizáie
bez korekcie

s korekciou
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-10Obrázok 15: Závislos´ spinovej polarizáie (rozdielu spinovýh hust�t n↑−n↓)od súradnie x pri ©avej hrane vzorky. Z obrázku vidíme, ºe pri ©avej hranevzorky budú prevláda´ elektróny so spinom �dole� a ¤alej od rozhrania spi-nová polarizáia zaniká. Výpo£et sme urobili s nasledovnými parametrami:
n = 0.958, j = 0.057, V1 = 229.0Spinovú polarizáiu po£ítame ako rozdiel elektrónovýh hust�t s r�znouorientáiou spinu. Pre výpo£et elektrónovej hustoty pouºijeme vz´ah (24).Na obrázku 15 je závislos´ spinovej polarizáie (n↑ − n↓) od súradnie x pri©avej hrane vzorky. Zelenou £iarou je zobrazená závislos´ pre poteniálnuenergiu bez korekie a £ervenou £iarou pre poteniálnu energiu s korekiou.Zo závislostí vidíme, ºe pri ©avej hrane vzorky budú akumulované elektrónyso spinom �dole� a ¤alej od rozhrania spinová polarizáia zaniká. Pre modelpoteniálnej energie s korekiou je jav spinovej polarizáie zosilnený. Privýpo£te sme pouºili nasledujúe parametre: n = 0.958, j = 0.057.Magnetizáiu po£ítame pod©a vz´ahu

M =

x1
∫

x0

dx (n↑ − n↓), (59)kde x0 = −0.5 a x1 = 10.0. D�vod takejto vo©by je vysvetlený v prílohe E.Pomoou tohto vz´ahu sme vypo£ítali závislos´ magnetizáie od elektrónovejhustoty (obrázok 16) a od prúdovej hustoty (obrázok 17). Na obrázku 1626



s korekciou

bez korekcie
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Obrázok 16: Závislos´ magnetizáie M od elektrónovej hustoty n pri kon-²tantnej hodnote prúdovej hustoty j = 0.1. Kríºikom je vyzna£ená vypo£íta-ná hodnota magnetizáie a pás predstavuje odhad numerikej hyby, ktorejsme sa dopustili pri výpo£toh. Zo závislosti m�ºme poveda´, ºe magneti-záia je nezávislá od elektrónovej hustoty a jej hodnota je pribliºne rovnakápre obidva modely poteniálnej energie.je kríºikom vyzna£ená vypo£ítaná hodnota magnetizáie a pás predstavujeodhad numerikej hyby, ktorej sme sa dopustili pri výpo£toh (vo©ba x1,hustota bodov pri integrovaní). Zo závislosti m�ºme poveda´, ºe magneti-záia je nezávislá od elektrónovej hustoty a jej hodnota je pribliºne rovnakápre obidva modely poteniálnej energie. Výpo£et bol urobený pri hodnoteprúdovej hustoty j = 0.1.Závislos´ magnetizáie od prúdovej hustoty sme vypo£ítali pre model skorekiou, pri kon²tantnej hodnote elektrónovej hustoty n = 0.958. Zo závis-losti je vidie´, ºe magnetizáia narastá pri zvy²ovaní prúdovej hustoty, pri£omtento nárast je lineárny, £o aj o£akávame, pretoºe uvaºujeme u≪ kF . Smer-nia priamky je rovná −5.58 × 10−4.V [7℄ je odvodený vz´ah, ktorý vyjadruje teoretiký odhad závislosti mag-netizáie od prúdovej hustoty. Jeho tvar je
mE

z = −(λE)2

4
j,kde (λE)2/4 ≈ 5.53 × 10−4. Porovnaním týhto výsledkov vidíme dobrúzhodu medzi numerikou a teoretiky odhadnutou hodnotou.27



dM
dj

= −5.58x10−4

Obrázok 17: Závislos´ magnetizáie M od prúdovej hustoty j pre models korekiou, pri kon²tantnej hodnote elektrónovej hustoty n = 0.958. Zozávislosti je vidie´, ºe magnetizáia narastá pri zvy²ovaní prúdovej hustoty,pri£om tento nárast je lineárny. Smernia priamky je rovná −5.58 × 10−4.
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7 ZáverSpinový Hallov jav je jav, pri ktorom dohádza pri prehode prúdu vzor-kou (y) k akumuláii elektrónov s r�znou orientáiou spinu (z) na opa£nýhhranáh vzorky (x). Tento jav bol pozorovaný v dvojrozmernýh polovodi-£ovýh ²truktúrah. Efekt spinovej polarizáie je sp�sobený spin-orbitálnouinterakiou v týhto ²truktúrah.Cie©om tejto práe bolo ²tudova´ ako vplýva hrana vzorky na spinovúpolarizáiu. Vo výpo£toh sme uvaºovali dvojrozmernú vzorku, ktorá sanahádzala v rovine x-y. Pohyb elektrónov v smere osi z nebol moºný. Vsmere osi y sme uvaºovali vzorku nekone£nú a v smere osi x sme hranuvzorky modelovali poteniálnou energiou s kone£ným skokom. Takýto modelsp�sobil poru²enie neutrality vzorky. Aby sme poruhu odstránili, muselisme poteniálnu energiu zmeni´ pomoou korekie.Pre obidva modely sme pre porovnanie vypo£ítali spinovú polarizáiu pri©avej hrane vzorky. Z ih priebehu sme pri²li k záveru, ºe spinová polarizáiabola pre model poteniálnej energie s korekiou zosilnená. Okrem spinovejpolarizáie sme po£ítali aj magnetizáiu. Magnetizáiu sme potom vykresliliv závislosti od elektrónovej hustoty a od prúdovej hustoty. Na základe týhtodvoh závislosti m�ºme poveda´, ºe magnetizáia je nezávislá od elektrónovejhustoty a jej hodnota pre prúdovú hustotu j = 0.1 bola pribliºne rovná
−5.58 × 10−5. Závislos´ magnetizáie od prúdovej hustoty je lineárna a snarastaním prúdovej hustoty narastá aj magnetizáia. Smernia priamky jerovná−5.58×10−4. Táto hodnota sa dobre zhodovala s teoretikým odhadomzávislosti magnetizáie od prúdovej hustoty pod©a [7℄.Z porovnania výsledkov magnetizáie pre obidva modely poteniálnejenergie m�ºme poveda´, ºe vplyv korekie na magnetizáiu vzorky bol mini-málny. Jej hodnota sa praktiky nezmenila.Predbeºné výpo£ty v²ak ukazujú, ºe uº malá zmena korekie (faktor 2aº 4) by mohla vies´ k významným zmenám magnetizáie. Preto by bolozaujimavé skúsi´ rie²i´ tento problém s realistikým tvarom korekie a zisti´jej vplyv na spinovú polarizáiu.
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A Separáia premennýhRie²enie rovnie (12) h©adajme v �separovanom tvare� ψ(x, y, z) = ϕ(x, y)φ(z).Po dosadení tohto rie²enia do rovnie, sa táto rozdelí na dve vzájomne nezá-vislé rovnie
[

−1

2

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

+ U(x, y)

]

ϕ(x, y) = (E − Ez)ϕ(x, y) (60)a
[

−1

2

∂2

∂z2
+ U(z)

]

φ(z) = Ezφ(z). (61)Ak by bola jama nekone£ne hlboká, pre vlnovú funkiu a vlastné hodnotyenergie platí:
φn(z) =

√

2

a
cos
(

n
πz

a

)

, Ezn =
1

2

(

n
π

a

)2

, (62)kde n = 1, 2, . . .. Ke¤ budeme predpoklada´, ºe v²etky elektróny obsadia lennajniº²iu hladinu Ez1, tak rovniu (60) m�ºeme napísa´ ako
[

−1

2

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

+ Ũ(x, y)

]

ϕ(x, y) = Eϕ(x, y), (63)kde Ũ(x, y) = U(x, y) + Ez1 = [V (x) + Ez1] + VSO(x, y) = Ṽ (x) + VSO(x, y).Rovniu (63) prepí²eme do tvaru
[

−1

2

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)

+ Ṽ (x) + VSO(x, y)

]

ϕ(x, y) = Eϕ(x, y). (64)Rie²enie rovnie (64) h©adáme znova v �separovanom tvare� ϕ(x, y) =
χ(x)φ(y), kde vlnová funkia v smere osi y je daná ako

φ(y) =
1√
2π

exp (ikyy). (65)Takéto normovanie rovinnýh v¨n bude vhodné pri výpo£te elektrónovej hus-toty.Dosadením vlnovej funkie (65) do rovnie (64) po úprave dostaneme
(

−1

2

∂2

∂x2
+ Ṽ (x) + VSO(x)

)

χ(x) = εχ(x). (66)kde ε = E − k2
y

2
a VSO(x) = −λσ̂z

dV
dx
ky.30



B Výpo£et elektrónovej hustotyElektrónu, ktorý sa vo©ne pohybuje a má ur£itú hybnos´ p, m�ºme pod©a deBroglieho hypotézy priradi´ vlnovú funkiu3
φk(x) = C exp[i(kx− ωt)], (67)kde k = p/h̄ a ω = E/h̄. Takáto £istá rovinná vlna nám pri normovanísp�sobuje problémy, pretoºe platí

∞
∫

−∞

dx |A|2 exp(−ikx) exp(ikx) = |A|2 ×∞. (68)Vo©ný elektrón m�ºeme popísa´ tieº lokalizovaným vlnovým balíkom, kto-rý vytvoríme ako lineárnu kombináiu rovinnýh v¨n s blízkym vlnovým £ís-lom k.
ψk,∆k(x, t) =

k+∆k/2
∫

k−∆k/2

dk
′

A(k
′

) exp[i(k
′

x− ωk′ t)], (69)kde ωk = h̄k2

2m
. Takáto vnová funkia musí tieº sp¨¬a´ podmienku normalizáie

∞
∫

−∞

dx|ψ(x, t)|2 = 1. (70)V prípade vlnového balíka (69), narozdiel od rovinnej vlny, dostaneme preabsolútnu hodnotu kon²tanty |A| = 1√
2π∆k

.Aby sme mohli praova´ s rovinnými vlnami, musíme obís´ problém, kto-rý súvisí s ih normovaním. To m�ºme urobi´ dvoma sp�sobmi: normova´rovinné vlny na kone£ný objem alebo pomoou normovania na hybnos´, £oteraz ukáºeme.Predstavme si N elektrónov, kaºdý v inom stave, danom výrazom (69) v£ase t = 0

ψki,∆k(x), pre i = 1, . . . , N ; a ki+1 = ki + ∆k, kde k0 = 0. (71)Elektrónovú hustotu v mieste x potom vypo£ítame ako
n(x) =

N
∑

i=1

ψ∗
ki,∆k(x)ψki,∆k(x). (72)3Pre zjednodu²enie zápisu výrazov, budeme uvaºova´ iba o jednorozmernej vlnovejfunkii. 31



Pre elektróny nahádzajúe sa v makroskopikom objeme V s priemernouhustotou n = N/V , m�ºeme previes´ limitu N → ∞, V → ∞ a N/V → n.Ak budeme voli´ ∆k → 0 potom hustotu napí²eme ako
n(x) =

N
∑

i=1

1

2π∆k

ki+∆k/2
∫

ki−∆k/2

dk′

exp(−ik′

x)

ki+∆k/2
∫

ki−∆k/2

dk′′

exp(ik
′′

x) ≈

≈
N
∑

i=1

1

2π∆k
(∆k)2 exp(−ikix) exp(ikix) ≈

∫ dk
2π

(73)pri£om integrujeme ez interval zahr¬ujúi v²etky uvaºované ki. Rovnakývýsledok by sme dostali, ak by sme uvaºovali rovinné vlny, ktoré by bolinormované ako
ϕk(x) =

1√
2π

exp(ikx) (74)a hustotu po£ítali integrovaním ez v²etky elektrónmi obsadené hodnoty k
n(x) =

∫ dk ϕ∗
k(x)ϕk(x). (75)
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C Podmienky spojitosti pre viazané stavyPri odvodení rovnie (55) budeme vyhádza´ z podmienok spojitosti vlnovejfunkie v bodoh x = 0, x = h a rovní, ktoré musí sp¨¬a´ deriváia vlnovejfunkie.Podmienky spojitosti v bode x = 0

χ1(x = 0) = χ2(x = 0)

1 = aAi(y0) + bBi(y0) (76)a v bode x = h

χ2(x = h) = χ3(x = h)

aAi(yh) + bBi(yh) = de−βh. (77)Pre deriváiu vlnovej funkie v bode x = 0 platí
χ′

2(x = 0) − χ′
1(x = 0) = 2Λψ(x = 0)

γf [aAi′(y0) + bBi′(y0)] − α = 2Λ, (78)kde y0 = γ(−V2 − e) a Λ = ±λkyV1. V bode x = h platí
χ′

2(x = h) = χ′
3(x = h)

γf [aAi′(yh) + bBi′(yh)] = −βde−βh, (79)kde yh = γ(fh − V2 − e). Z dvojie rovní (76) a (78) pre koe�ienty a a bdostaneme:
a =

2ΛBi(y0) + αBi(y0) − γkBi′(y0)

γf [Ai′(y0)Bi(y0) − Ai(y0)Bi′(y0)]
(80)

b =
1 − aAi(y0)

Bi(y0)
. (81)Z rovnie (77) dostaneme vyjadrenie koe�ientu d v tvare

d = [aAi(yh) + bBi(yh)]e
βh. (82)Ke¤ºe sme mali ²tyri rovnie, tak posledná rovnia (79) je rovnia, ktorejrie²ením sú energie viazanýh stavov:

γk[aAi′(yh) + bBi′(yh)] + dβe−βh = 0. (83)Koe�ienty a, b a d sme kv�li preh©adnosti nedosadili.33



D Podmienky spojitosti pre rozptylové stavyPodmienky spojitosti vlnovej funkie v bode x = 0

χ1(x = 0) = χ2(x = 0)

1 = aAi(y0) + bBi(y0) (84)a v bode x = h

χ2(x = h) = χ3(x = h)

aAi(yh) + bBi(yh) = ceiβh + de−iβh. (85)Pre deriváiu vlnovej funkie v bode x = 0 platí
χ′

2(x = 0) − χ′
1(x = 0) = 2Λχ(x = 0)

γf [aAi′(y0) + bBi′(y0)] − α = 2Λ, (86)kde y0 = γ(−V2 − e) a Λ = ±λkyV1. V bode x = h platí
χ′

2(x = h) = χ′
3(x = h)

γf [aAi′(yh) + bBi′(yh)] = iβ[ceiβh − de−iβh], (87)kde yh = γ(fh− V2 − e). Z dvojie rovní (84) a (86) máme:
a =

2ΛBi(y0) + αBi(y0) − γfBi′(y0)

γf [Ai′(y0)Bi(y0) − Ai(y0)Bi′(y0)]
(88)

b =
1 − aAi(y0)

Bi(y0)
. (89)Z dvojie rovní (85) a (87) dostaneme vyjadrenia koe�ientov c a d

c =
a

2
e−iβh

[

γf

iβ
Ai′(yh) + Ai(yh)

]

+
b

2
e−iβh

[

γf

iβ
Bi′(yh) +Bi(yh)

](90)
d = eiβh[aAi(yh) + bBi(yh) − ceiβh]. (91)Teraz poznáme vyjadrenia pre v²etky koe�ienty a teda poznáme aj tvarvlnovej funkie pre zadanú hodnotu energie.
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E Závislos´ magnetizáie od hraní integrova-niaHodnotu x0 = −0.5 pri integrovaní vo vz´ahu (59) sme zvolili kv�li tomu, ºehustota elektrónov je uº v tejto vzdialenosti praktiky nulová a jej príspevokk výslednej magnetizáii je zanedbate©ný.D�vod, pre£o sme hodnotu x1 zvolili rovnú 10.0, je vidie´ na obrázku18, kde je zobrazená závislos´ magnetizáie od hodnoty x1. Chyba, ktorejsa dopustíme pri obmedzení hornej integra£nej hranie na hodnotu 10.0, jeo dva rády men²ia ako samotná hodnota magnetizáie. Táto závislos´ bolavypo£ítaná pre model s korekiou a pre n = 2.1 a j = 0.1.

x1 [a∗B]

M
×

10
5

[a
.u

.∗
]

1110987654

-5.52

-5.54

-5.56

-5.58

-5.6

-5.62

-5.64Obrázok 18: Závislos´ magnetizáie M od hornej integra£nej hranie x1 premodel s korekiou. Zo závislosti je vidie´, ºe magnetizáia osiluje okolour£itej hodnoty a hyba, ktorej sa dopustíme, ak zvolíme hodnotu x1 = 10.0,je o dva rády men²ia ako samotná hodnota magnetizáie.
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