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Uvod
Obsahom prednasok Fyziky dynamickych procesov je vyklad fyzikalnych principov a matematickych po-
stupov popisu mechanickych sustav pouzivanych v automatizacii a robotike. Prototypom takejto sustavy je
dvojramenny manipulator ktorého analyze sa budeme detailne venovat’ ale aj tlohy pohybu a stability me-
chanickych sustav, ktoré si preberieme na prikladoch Kazdu takito diskrétnu mechanicku sistavu mdZeme
popisat’ ako systém niekol’kych tuhych telies. Systematicky pristup ku konstrukcii diferencidlnych rovnic
popisujucich ich dynamiku je zaloZeny na tzv. Lagrangeovej formuldcii mechaniky[2, 16, 7, 8, 9, [10, [11].

Casto je ddleZitou stcast’'ou popisu diskrétnych mechanickych stistav aj jej prostredie, napr. pohyb
vo vode alebo vzduchu. Ciel'om predndsok bude uviest’ zdkladné principy formuldcie dynamiky prostre-
dia - kontinua - vo forme parcidlnych diferencidlnych rovnic. Vysledny formalizmus je uZito¢ny nie len
pre Stadium prostredia diskrétnych mechanickych sdstav (napr. pldvania telesa v kvapaline), ale aj dloh
transportu kvapalin, plynov ¢i tepla[2} 3]].



1 Matematicky popis dynamického systému

1.1 Dynamicky systém

Pod systémom budeme rozumiet’ redlny fyzikalny objekt, ktorého vSetky zmeny a pdsobenia na okolie
modZeme jednoznacne charakterizovat’ zadanim istého poctu ¢isel. Tieto ¢isla nazyvame stupne vol’nosti.
Napriklad pre hmotny bod su jeho stupfiami vol'nosti jeho poloha, dané 3 stiradnicami alebo polohovym
vektorom a jeho rychlost’, dand vektorom rychlosti (3 zloZky). Hmotny bod ma teda dokopy 6 stupfiov
vol'nosti. Pre v§eobecnu diskusiu budeme oznacCovat’ stupne vol'nosti ako ¢; pricom i = 1,..., N ich inde-
xuje a N je ich celkovy pocet.

Pr.: Harmonicky oscildtor mé 2 stupne vol'nosti: x a v = X.

Veliciny, ktoré tieZ numericky charakterizuji systém, ale v ¢ase sa nemenia, nazyvame “parametre dy-
namického systému”. Vo vysSie uvedenom priklade je parametrom jeho hmotnost’ alebo tuhost’ pruZiny.

Pod dynamikou systému rozumieme proces v Case, ked’ sa jednotlivé stupne vol'nosti menia. Pohy-
bové rovnice predstavuju predpis pre vypocet hodnot stupriov vol'nosti v 'ubovolnom case, ak si zvolime
ich hodnotu v nami zvolenom pociatocnom momente. Z hl’adiska Stadia dynamiky systému si moZeme
zvolit’ pociato¢né hodnoty stupniov vol'nosti 'ubovol'ne (v rdmci ich oboru definicie) ¢o vysvetluje ich
samotny ndzov. Matematicky ich reprezentujeme ako diferencidlne rovnice 1. radu

d .

9= filq1,q2, - qnit), i=1,..,N (1)
kde fi(q1,92,-..,qn;t) je N redlnych funkcii s N + 1 redlnymi premennymi. Jednoznacnost' ¢asového
vyvoja stupiiov vol'nosti dynamického systému popisaného takymito diferencidlnymi rovnicami ndm za-
ruCuje veta o existencii a jednoznac¢nosti rieSenia:

Ak funkcie fi(g;;t) su spopte a ohranicené a splna]u Lipschitzovu podmienku vzhl'adom na q,l na
oblasti (1o — T,t0+T) x (¢§ — 8,4 + &) x ... potom existuje prave jedno rieenie ktoré spiiia podmienku
qi(to) = ¢’ prei=1,...,N.

Poznamka: ak je diferencidlna rovnica 2. radu, tak ju vieme previest’ na 2 rovnice 1. rddu, t.j. rovnica
2. raddu popisuje 2 stupne vol'nosti, a podobne pre n-ty rdd. V mechanike ¢asto voldme stupfiom vol nosti
¢islo n/2 nakol’ko ku kazdej stradnici musime vZdy mat’ aj rychlost’, t.j. n je vzdy pdrne.

Pr.: Pohybové rovnica harmonického oscildtora: z ma = F sme si ukdzali Ze dostaneme pohybové
rovnice pre jeho dva stupne vol'nosti x a v = Xx:

sy = k. )
m
P = v 3)

1.2 Linearizacia a linearne dynamické systémy

Linedrne diferencidlne rovnice, pri ktorych si f;(q1,...,qn;t) linedrnymi funkciami premennych gy, ..., gy
vieme riesit’ Laplaceovou transforméciou. Tu vyzadovana linedrnost’ znamena vlastnost’
fl(ql ) 7q] +k7 "'7qN) = fl(ql ) "'761]'7 ---7QN) +fl(q1 ) "'7k7 "'7qN) +g(t)7 (4)
pre vSetky i, j kde g(¢) je od g1, ...,qn a k nezdvisld funkcia. Laplaceova transformécia je dand vzt ahmi,
Fs) = 2{0) = [ arfo )
-1 Vi
1) = £7F6)} = / dsF (s)e” ©
27[! ’yfioo

! Lipschitzova podmienka znamend | f(¢l:t) — f(gi;t)| < LY |q: — qil,L >0
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Obr. 1: K diskretizcii Casu a numerickému rieSeniu diferencidlnej rovnice.

Uspech Laplaceovej transformaécii tkvie v transformovani derivécif,

x— —x(0)+sX(s) (7)
% — —x(0) — sx(0) + 52X () (8)

CiZe linedrne diferenciédlne rovnice prevadza na algebraické.
Pr.: Harmonicky oscildtor

k
V = ——x 9)
m
i = (10)
prejdi na rovnice
k
—v(0)+sV(s) = —n—qX(s) (11)
—x(0)+sX(s) = V(s) (12)
ktorych rieSenim pre X (s) dostaneme
x(0)s v(0)
X(s) = 13
(s) s24+k/m  s2+k/m (13)
¢o po spitnej transformécii da
x(t) = x(0)cos(@t) + (v(0) /@) sin(@t), ®@=+/k/m (14)

Linearizacia dynamického systému pre urcenie stability stacionarnych rieseni. Nelinedarne dife-
rencidlne rovnice vieme analyzovat’ z hl’adiska existencie staciondrnych rieSeni a sprdvania sa rieSeni v
okoli tychto stacionarnych rieSeni.

Pr.: UvaZzujme nelinedrny dynamicky systém

m)'c':kx—ocx3, k,a > 0. (15)



Staciondrne rieSenia ndjdeme I'ahko z podmienky ¥ = x = 0, z Coho dostaneme tri staciondrne rieSenia,
X():O, X172::|: k/OC (16)
Pre urcenie stability tychto rieSeni hl’addme linearizéciu pohybovej rovnice v okoli tychto staciondrnych
rieSeni.
V okoli x je linearizovand rovnica pre vychylku 8x(7) dand pomocou substiticie x(¢) = xo + 6x(7),
pri¢om na pravej strane pohybovej rovnice zanedbame Cleny druhého a vysSieho radu v 6x(7),
k(xo+ 8x(1)) — a(xo+ 8x(¢))® = kxo+kSx(r) — oxg — a3x38x () — a3xodx(r)* — adx () (17)
~ kox(t). (18)
(posledné dva Cleny v st postupne druhého a tretieho radu v 6x(t), pricom druhy rad vypadne aj preto,
ze xo = 0, no treti rdd priamo len preto, Ze ho voci prvému rddu zanedbavame. Ak by bolo napriklad
8¢ = 0,1, potom 5¢> = 1073 <« §¢. Zanedbanie jedného ¢lena voc¢i druhému predpoklada aj to, Ze
koelficienty k a o st podobnej vel'kosti.) V poslednej iprave sme uvazili aj fakt, Ze xo = 0. Rovnica,
linearizovana v okoli rovnovazneho rieSenia xg = 0 teda nadobiida tvar
mdx(t) = kdx(t) (19)
Jej rieSenim, napr. pomocou Laplaceovej transformécie, ndjdeme

0x(t) = 0x(0)(exp(\/k/mt) +exp(—+/k/mt))/2,

t.j. rieSenie bude nestabilné a jeho vychylka rastie exponencidlne v Case.
Podobne, v okoli x; ziskame linearizovanid rovnicu pre vychylku 8x(¢) substiticiou x(z) = \/k/o +
0x(t), pricom na pravej strane pohybovej rovnice zanedbdme Cleny druhého a vysSieho radu v dx(z),

k(x) ++8x(1)) — a(x; +8x(1))} = kxy +kSx(r) — axi — a3x38x(t) — a3x; 6x(1)? — adx(1)* (20)

~  —2kox(t), (21)
kde sme vyuzili, Ze kx; — ax; =0 a —a3x3 = —30(+/k/a)? = —3k. Rovnica, linearizovand v okoli
rovnovazneho rieSenia x; = \/k/a teda nadobida tvar

mdx(t) = —2kdx(t). (22)

RieSime opit’ Laplaceovou transforméciou a ndjdeme, Ze v protiklade voci predchddzajicemu pripadu,
systém ma stabilné oscildcie, a to s frekvenciou @ = +/2k/m.

1.3 Numerické metody riesenia dynamickych systémov

Predstava o numerickom rieseni diferencidlnych rovnic: trividlna Eulerova metéda (Obrazok [I), jej vy-
lepSenie predstavuje Runge-Kutta metéda. Ukdzal som na priklade dynamického systému s 1. stupiom
vol'nosti:

q=f(g;1) (23)
Diskretizujeme Cas: 19 = 0,1; = A, = 2At,....t, = nAt,....
Postupnost’ hodnoét ktoré nadobida stupeti vol'nosti: ¢(to) = qo,q(t1) = q1,---,q9(tn) = Gn, --..
Priblizné vycislenie derivécie (v rdmci Eulerovej met6dy)

G= q(tn +At) —q(ta) _ Yn+1—4qn
At At
nam umoznuje prepisat’ diferencidlnu rovnicu na rekurentny vzt ah

qn+1 = (qn +Atf(51n7tn)- (24)

Uplne analogicky moZno ziskat’ maticovy rekurentny predpis pre systém s N stupiiov vol nosti.




Obr. 2: Zvolend orientdcia sdstavy pevne spojenej s lietadlom.
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Obr. 3: Tri mozné rotacie vzhl’adom na sudstavu pevne spojenu s lietadlom.

2 Pohybové rovnice diskrétnych sustav I.

2.1 Idealne tuhé teleso

(i.t.t.) predstavuje hmotné teleso, rozloZité v priestore, ktorého jednotlivé body a ich spdjajice tsecky ne-
mdZu menit’ svoje vzdialenosti ani vzdjomné uhlové vzt ahy. L.t.t. ma 6 geometrickych stupniov vol’nosti
- tri stradnice vektora ukazujiceho na polohu jedného, nami vybraného bodu pevne fixovaného na telese
a tri uhly natocenia tohto telesa v priestore. Ako vybrany bod si typicky volime tri siradnice t'aziska i.t.t.,
P =xi+yj+z%ka predstavu o tychto pre rozne telesd mame z predmetu Fyzika 1. Uhly natocenia si
nieco nové; ako priklad si zoberme kabinku letca v lietadle. Tri uhly tzv. ‘roll’, ‘pitch’ a ‘yaw’ sa Casto po-
uzivaji v inZinierskych aplikdciach. Nech pociato¢nd orientdcia je takd, Ze kabinka je vodorovne, svojou
osou (Spicom lietadla) orientovanou v smere osi x. Do vSeobecnej orienticie v priestore je mézeme do-
stat’ nasledovnymi tromi rotdciami realizovanymi vzdy vzhl’adom na stistavu pevne fixovanu s lietadlom
podl'a Obrazku

1. Roll - pootocenie okolo osi x tak, Ze pilot uz nesedi vodorovne, ale je nakloneny aj s celym lietadlom
do strany, aj ked’ os lietadla je stdle vo vodorovnej rovine (xy).

2. Pitch - pootocenie okolo osi y tak, Ze os lietadla mieri nieckam do vysky, a teda uZ nie je vo vodo-
rovnej rovine.

3. Yaw - pootocenie okolo osi z tak, Ze lietadlo uz neleZi v rovine xz.
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Problematike orienticie i.t.t. sa budeme neskor vel’a venovat’.

Pri konStrukcii dynamickych rovnic tuhého telesa prideme na to, Ze okrem sdradnic polohy zvoleného
bodu telesa a uhlov jeho orient4cie su stupniami vol'nosti aj ich prvé Casové derivacie. Celkovy pocet
stupniov vol'nosti i.t.t. potom bude 2 x 6 = 12. Pre pohyb jedného itt potrebujeme teda skonStruovat’ 12
pohybovych rovnic 1. radu.

2.2 Redukcia sil vi.t.t.

Uvazujme i.t.t. na ktoré v r6znych bodoch posobia rd6zne orientované sily. P6sobi kazda z nich na dyna-
miku telesa nezdvislym sposobom alebo ich moZno redukovat’ na mensi pocet. Inymi slovami, musime pri
roznych poctoch sil a ich orientdcidch rieSit’ nanovo diferncidlne pohybové rovnice, alebo existuju sku-
piny problémov ktoré predstavuji jednu a td istd ulohu? UkaZeme si, Ze postupom nazyvanym redukcia
sil dokdZeme, Ze jediné Co ovplyviiuje pohyb telesa je celkovy vektorovy sucet vSetkych pdsobiacich sil
nezéavisle od bodu ich pdsobenia a jedna vyslednd dvejica sil, vedica na celkovy moment vsetych sil.

e Redukcia dvoch sil posobiacich v dvoch bodoch, A a B, leZiacich na priamke, v smere tejto priamky
je najjednoduchsia. Ked'Ze teleso je tuhé, mdzeme kazdu silu prestivat’ v jej smere t.j. napr. silu z
bodu A do bodu B.

e Redukcia 2 sil v rovine ale nie paralelnych s opa¢nou orienticiou:

e Dve paralelné sily s opa¢nou orientdciou a rovnakou vel’kost’ou redukovat’ na jednu silu v jednom
bode nemdZeme, preto zavadzame pojem dvojice sil. Tato je jednoznacne charakterizovand mo-
mentom sily D =7 x F.

e Redukcia I'ub. 3 sil v 3 bodoch na 2 sily v dvoch bodoch



L F1+F2+f
‘ — 7\ ¢

S V3 Uvedomme si, Ze poloha bodu C na obrdzku sa procesom redukcie
nezmenila. Ak na zaciatku redukcie sil si tento bod mo6Zeme I'ubovol'ne zvolit' (aj ak v fiom sila
neposobi - je to vlastne nulova sila) a typicky by sme si tento bod zvolili v t'aZisku.

e Indukciou, N sil posobiacich v N bodoch vieme predchddzajicou metédou zredukovat’ na N — 1 sil
v N — 1 bodoch tak, Ze z N vyberieme I'ubovol'né 3.

Pomcou tychto konstrukcii je vysSie uvedené tvrdenie o redukcii sil ‘dokdzané’.

2.3 Uvodné myslienky k pohybovym rovniciach i.t.t.

Zékladny pohybovy zdkon (v rdmci nerelativistickej a nekvantovomechanického popisu) je Newtonov
pohybovy zakon pre hmotny bod:
. o
m—7=F. (25)
dr?
L.t.t. nie je hmotny bod a preto rozlozime i.t.t. na infinitezimalne Casti s hmotnost’ami m; a polohovymi
vektormi 7;.; akcia-reakcia medzi nepohybujicimi sa Cast’ami F;; (“krdtko-dosahové sily”) a externé sily
F; (napr. gravitaind); tym ziskame N pohybovych rovnic pre kaZzy jeden hmotny element:
d? - -
m,-d7?,-:E~+ZF,-,~, i=1,..,N (26)
J

V skutocnosti ale potrebujeme len 12 rovnic pre vSetky stupne vol'nosti i.t.t.

2.4 1. pohybova rovnica i.t.t. - o pohybe t’aziska

Spocitame vietky rovnice v (26)), vysledok je

d* .
M—R* = F 27
02 (27)
(28)
kde sme zaviedli vyslednicu vSetkych vonkajsich sil,
F=YF, (29)
i
a tazisko i.t.t.: .
R — Y miT; (30)
Yimi

Priklady polohy t'aZisk, integrdlny vzorec, vypocet kombinovanim dvoch telies pre ktoré pozndme polohu
t'aziska.



2.5 2. pohybova rovnica i.t.t. - o otacani i.t.t.

Odvodenie, s vysledkom:
d = = d =g =
< (7 MR*) —G@) - D 31
d;( X ta D
Komentar:

e Vysledny moment sily je definovany vzh’adom na zvolenu siradnicovi sistavu, t.j.

D=Y7#xF (32)
i

pricom zahina externé sili posobiace v miestach danych polohovymi vektormi 7;; typicky toto pred-
stavuje sumu relativne malého kone¢ného poctu Clenov (uchytend pruzina, silové pésobenie kon-
taktnej sily v mieste dotyku, etc.)

e Moment gravitacnych sil sa d4 napisat’ ako
Dy =Y 7 xmig = R* xmg, (33)
i
kde sme pouzili definiciu t'aZiska. Rovnica 33| hovori Ze moment gravita¢nych sil poc¢itame akoby
celd tiaz pdsobila v t'azisku i.t.t.
e Uprava ¢lena na I'avej strane vediceho k tenzoru zotrvanosti:

TCT) = ZﬁiXmi((?)in,-)

kde sme zaviedli jednotkovy tenzor
T— Tt jj+ Tk, (34)
s vlastnost'ou 1 - @ = ®. a tenzor momentu zotrvacnosti i.t.t.
T=Y mi((@-a@)1 - ad). (35)
i

e Clen % (ﬁ* X Mﬁ*) sa d upravit’

d /- 5 = 5 - -
= (R* xMR*) — R*XMR*+R* xE

Prvy je nula lebo je to vektorovy sucin paralelnych vektorov a druhy d4 moment celkovej sily
vzhl'adom na t'aZisko: ten sa odpocita od celkového momentu D na pravej strane,

d r~ e o
E("“’) =;<n~—R*>><Fi (36)
t.j. okrem tvaru (31)) m6Zeme druhd pohybovi rovnicu i.t.t. zapisat’ aj v tvare
d — —
2 (7. Eo) — D", 37
dt ( 37)

kde D* je vysledny moment sil poitany vzhPadom na t’aZisko.
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2.6 Tenzor zotrvacnosti

Pripomienka vypoctu polohového vektora t'aZiska (vzhI'adom na vybranu inercidlnu ststavu pri zadanej
polohe a orient4cii teles). Defninicia je
;_»k o Zi m;ri

, 38
7 (38)
¢o vlastne predstavuje tri rovnice pre kazdd sdradnicu zvIast’, napr. pre x-ovu siradnicu
Y miXi
x== 39
i (39)
¢o moZeme pocitat’ ako
1. Numericky ako sumu pre dostato¢ne rozdrobené teleso,
2. Integrdlom pre symetrické telesa
1
x* = — [ dxdydzpx, 40
o7 [ dxdvzp (40)
kde p je hustota telesa,
3. Skladanim telies pre ktoré polohu t’aZiska pozname,
* *
o = Xt mxy 41)

my +my
kde x} a m; sd x-sovd stiradnica 1. telesa a jeho homtnost’, a podobne pre druhé teleso.

Podobné moZnosti mame aj pre vypocet tenzora zotrvacnosti. V rdmci odvddzania 2. pohybovej rov-
nice sme si zaviedli tenzor zotrvac¢nosti

7: Zm,((fil . C_I)l)_l‘ — 5,67,) (42)
i

I mdzeme reprezentovat’ v tvare matice ak vyjadrime polohové vektory vSetkych hmotnych elementov
pomocou ich zloziek, d; = x;i + y;j + zik:

Yiomi(y?+z7)  — Yimixyi — Y MXiZi
I= —Yimiyixi  Limi(q+z7) = Limiyizi (43)
— Y MiZiX; —Yimiziyi  Limi(x* +y?)

Metody vypoctu tenzora zotrvacnosti
1. Numericky, priamym implementovanim definicie (43)).

2. Pre symetrické a jednoduché telesd mozZno vypocitat’ integrovanim, napr. prvy element z {3) ako
Lu= | dvdyzp(e.2) (P +2). (44)
14

kde p(x,y,z) je hustota telesa v mieste 7 = xXi+yj+ zk, pricom integrujeme cez cely objem telesa.

Na prednaske sme spocitali tenzor zotrvacnosti kvéadra.
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3. Pre teleso pozostavajice z niekol’kych jednoduchych symetrickych telies ziskame tenzor si¢tom
tenzorov tychto telies ale vyjadrenych vzhl’adom na nové t'azisko celkového telesa

- =) =2
I=1 +1I 45)
pricom
1) =(01) L .3 4.
I =1 +M <r01'i’011—r01f’01> (46)
=(2) =(02) L .3 4.
I =1 +M (roz'i’ozl—rozf’oz), 47)
=(01)

kde I  je tenzor zotrvacnosti prvého telesa vzhl’adom na jeho t’aZisko, 7y, je vektor spdjajici t’a-
zisko celého spojeného telesa a t'azisko prvého telesa a M| je hmotnost’ prvého telesa; a analogicky
pre druhé teleso s indexmi 2. Presun bodu vzhl’adom na ktory je tenzor zotrvanosti definovany, t.j.
vyraz (46) alebo (d7), nazgvame Steinerova veta pre tenzor zotrvacnosti. Steinerova veta pre mo-
ment zotrvacnosti, zndma zo zdkladného kurzu fyziky zodpoveda vzt ahu pre diagondlne elementy
Steinerovej vete pre tenzory.
-(01
Dokaz Steinerovej vety: Majte tenzor [ o definovany vzhl’adom na t’aZisko tohto telesa, t.j.

=(01)

~
I
3
N
~—~
8y
8y
S~—
—ll

—did;), (48)

kde d; su polohové vektory hmotnych elementov m; vzhl’adom na t’aZisko tohto telesa.

=(1) ) )
Tenzor I  nech je definovany vzhlI'adom bod 7}, ktorého polohovy vektor vzhl’adom na t'aZisko
telesa nech je d. Potom tento tenzor ma tvar

=(1) 5 2.3 oo
I = Zm,-((b,- -bi)1 —b;b;), (49)
kde b; st polohové vektory hmotnych elementov vzhI’adom na bod 7. Pre tieto prirodzene plati
b; = d; —d, ¢o dosadime do a ndjdeme,
=(1) I
1 = Zmi((bi'bi)l —bibi), (50)
i
Y mi((@; —d) - (@ —d)T — (@ —d) (@ —d)), (51)
Zmi(J-Jf—JH)—|—Zm,~((&',--c‘i,-)f—c‘i,-c7i), (52)
i i
- = oo =01
M(d-dl—dd)+1 . (53)

pricom ‘krizové ¢leny’ su nulové lebo obsahuju faktory typu Y ;m;d; = 0.
Na prednéske bolo naznacené skladanie tenzoru pre dva kvadre.

Matica tenzora zotrvacnosti zavisi od vol’by orienticie osi (ukdzané na otdCani tenkej tyCky) preto mu-
sime maticu udavat’ vzhl’adom na sdradnicovu ststavu pevne spojent s telesom, ktord budeme oznacovat’
bazovymi vektormi fl , fz, ]?3 Tato sustava je ale neinercialna - v pohybovych rovniciach musime uvazit’
Ze tieto bazové vektory sa otaCaju v Case. Matematike ktord takéto otdCanie popiSe sa budeme venovat’ v
nasledujuicej Casti.
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2.7 Prechod medzi saradnicovymi sistavami

Konvencie

Budeme pouzivat’ znacenia:

e roticia okolo 3. bazového vektora (%) o uhol ¢ bude

o]

e Tri ortogondlne jednotkové vektory budu vSeobecne €, €,, €3 a Specidlne, v ststave natocenej spolu
s Studovanym tuhym telesom ako fi, f», f3. Aby sme nemuseli pisat’ tri vektory, tak jednoducho
budeme pisat’ f; alebo é; a pod. Pripomeiime, Ze pre ortogondlne vektory plati

ei'ej:&'j- (54)
e Einsteinovo sumacné pravidlo: cez dva stcinitele majice ten isty index sumujeme, t.j.

Zaibi budeme pisat’ ako a;b;
i

zlozky vektora c¢;,i = 1,2, 3 ktoré vzniknd ndsobenim matice

My My M3
M;j= | My My My
M3, Mz, Mss

s zloZkami iného vektora a;,i = 1,2,3 budeme pisat’
Ci = Ml' ja j
kde vlastne mame 3 rovnice (pre i = 1,2,3) a cez j je myslené sumovanie.

Zavedenie rotacie a zakladné principy

Geometricky, otoCenie vektora p predstavuje linearne zobrazenie, v ktorom vektoru j priradime iny
vektor ¢ pomocou predpisu

p—p P =0pl (55)
pri¢om vel'’kost’ vektora ostane nezmenend, |p| = |p'|.
Rotécia je linedrna opericia, t.j.
Olp+4l=0lpl+0l4) (56)
Ak chceme ndjst’ zlozky zrotovaného vektora v baze €; potom premietanim do tychto smerov mame
pi=p&=0[) p;ejl-é =) pjole) ¢ (57)
J J

Na cviceni sme ale nasli maticu, ktord transformuje suradnice rotovaného vektora, t.j.
pi=Y Rijp; (58)
J

t.j. vidime Ze
Ri; = 0[¢)-@ (59)
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Obr. 4: Gyroskop predstavuje zotrvacnik s jednym pevnym bodom. Uhly ¢, 6, y su tri Eulerove uhly typu
ZY<.

a pretoze
é-€j =0
plati tiez
O1Ej) =Y EuRyj = &Ry,
n

(sumacna konvencia!!!), co budeme vel'mi vel'a krat vyuZivat’!
Ak je roticia otacanie okolo €3 o uhol ¢, t.j. &% potom podl'a cviceni

X cos(¢) —sin(¢) O
Rij = Rz = | sin(¢) cos(¢p) O (60)
0 0 1

Orientacia uhla ¢ v smere osi €3 je dolezitd v suvislosti so znamienkami v rotacnej matici. Pre lepSie
zapamitanie sa vyuZiva pravidlo pravej ruky: ak palec pravej ruky ma smer orientacie uhla (¢€3), potom
prsty budd ukazovat’ v akom zmysle uhol ¢ narasta (do kladnych hodnot). Téato konvencia priamo suvisi
aj s konvenciou pri vektorovom sucine prostrednictvom vzt'ahu pre obvodovu rychlost’ otdcajiceho sa
bodu V=& x 7.

V pripade otdcania okolo €| alebo ¢, budui prirodzene platit’ podobné transformacné matice, len s
permutovanymi riadkami a stfpcami:

1 0 0

R?j’l = 0 cos(¢) —sin(9) (61)
0 sin(@) cos(¢)
cos(¢) O sin(¢)

RY? = o 1 0 (62)
—sin(¢) 0 cos(¢)

NajcastejSie konvencie pre uhly natocenia

Nech stistava O’ s bazou vektorov fl 7]72, ]?3 je natoCend pomocou sérii roticii vzhl’adom na nehybnu
sistavu O s bdzou €y, ¢;,€3. Ststava O’ mdZze byt’ natotend I'ubovol'ne. Jej orientdcia bude jednoznacne
dand 3 uhlami ¢, 0, y, tzv. Eulerovymi, ktoré ndm povedia, akymi rotdciami dokdZeme zorientovat’ su-
stavu O do O'. St viaceré konvencie, zaneme s zxz.
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1. Rotécia okolo ez o uhol ¢ tak aby e lezal v rovine f7, f>

2. Rotécia okolo nového e; o 0 tak aby novy e; tiez lezal v rovine fi, f>, alebo, ¢o je tomu ekviva-
lentné, aby e3 bol paralelny s f3.

3. Rotécia okolo nového e3 = f3 o y tak aby e] = f] a ey = f>.

Z tohto je asi zrejmé, akd konvencia je zyz. V technickych aplikédciach (roboty, lietadld, satelity) sa eSte
zvykne pouzivat' aj konvencia "Roll-Pitch-Yaw"(xyz) ktord predstavuje zorientovanie Spicu povodne v
smere x (Yaw) otoCenim okolo z, nastavenim stipania (Pitch) oto¢enim okolo novej osi y a nakoniec po-
otocenie okolo osi lietadla (roll) okolo novej osi x.

Vektor uhlovej rychlosti pre gyroskop v siistave pevne spojenej s gyroskopom.

Celkové uhlova rychlost’ otacajuceho sa telesa pri zmene Eulerovych uhlov zyz je dané suctom troch
vektorov uhlovych rychlosti patriacich k jednotlivym otd¢aniam:

B=¢+6+. 63)

Kazdy z nich je zavedeny v inak zrotovanej sustave;

6 = ¢, (64)
6 = 62, (65)
v o= . (66)

Pre pocitanie s vektorom uhlovej rychlosti v 2. pohybovej rovnici si ich musime vSetky vyjadrit’ v sustave
pevne spojenej s gyroskopom.
Vseobecne, i-ty bazovy vektor f; vznikne rotaciami bazového vektora é;;

fi= %%V, (67)
Po Castiach:
g = 0% ZR¢3”~—R¢3 (68)
el = ﬁe’z[ei]:... (69)
fi = 0V (70)

Je dolezité si uvedomit’ Ze v rdznych riadkoch ide o roticie okolo rdéznych osi “3” a “3”. Analogicky
mame aj inverzné vzt ahy:

& = 0] (71)
& = 0] (72)
& = 07" (73)
Ukéazeme si prechod pre smer €3 vystupujici vo vektore 5 ,Coje aj najzdfhavej $i vypocet,
e = 92_‘”]—2_'"13 6,2 (74)
9 2 ,3 —-6,2
= Zﬁ V3[7IR —ZfJR VURST (75)

i
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Poslednt rovnicu s dvomi sumami vieme prepisat’ pomocou maticového ndsobenia,
cy sy 0 —s0
€ = [f17f2,f3] —sy cy 0 0
0 0 1 cO
0 = —cysOdfi +sys69 fr+cOP f3

alebo pre vektor 6 = 6¢)

1

N
~
Il

—Y.3p—6,2
Zle Ry
!

sWO fi +cyb fr.

SE
I

Nakoniec napiSme vektor zodpovedajici otd¢aniu okolo uhla y €o je jednoducho

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)

1)
(82)

y =y
Celkova uhlova rychlost’ otdcajiceho sa telesa pri zmene Eulerovych uhlov bude potom (pomocou
vysledkov [SOI79{80)
O = —cysOp+syb
W = sys0d+cyb
s cOf + .

16

(83)



2.8 Eulerove pohybové rovnice gyroskopu: otacanie okolo pevného bodu

UvaZujme pripad otdcania telesa okolo jedného pevného bodu, rozneho od t'aZiska (aby gravitacné sily
sposobili nenulovy moment sil). Potom inercidlny ¢len v 2. pohybovej rovnici i.t.t. (31)) méZeme potom
napisat’ v sustave pevne spojenej s i.t.t. a orientovanej tak, zZe tenzor zotrvacnosti je v nej diagondlny, v
tvare

d d —
5 (L filiw) = Y. Djfj, (84)
I 7
priCom tenzor zotrvacnosti v sdstave pevne spojenej s gyroskopom je
I=1(fifi+ faf2) +Iff, (85)
t.j. v rovnici jel =1, =1al; =J. PretoZe jednotkové vektory fl sa otacaju, plati pre ne
d - N —
Efl =0 X ﬁv

¢o vedie na

Z (]_C;'[i(i)i + o x ]_C;‘Iia)i) = ZDJf_:J (86)
i J
prendsobenim postupne skaldrne s fl , ﬁ,f; dostaneme 3 Eulerove pohybové rovnice otdcajuceho sa i.t.t.
I+ mw3(J—1) = D (87)
Iin+ w3 (I-J) = Dy (83)
Jizs+ o (I-J) = Ds, (89)

t.J. systém troch nelinedrnych diferencidlnych rovnic ktoré musime rieSit’ spolu s tromi nelinedrnymi
diferencidlnymi rovnicami pre Eulerove uhly popisujice orientdciu i.t.t., (81)), (82) a (83)). Toto predstavuje
druhy systém 6 nelinedrnych diferencidlnych rovnic. Tato cesta je v jednoduchych pripadoch uZitocna,
ale vidime Ze musime najprv néjst’ @;(z), t.j. spocitat’ funkcie, ktoré vlastne nepotrebujeme. Naviac, ¢im
z viacerych i.t.t. sa bude robot ¢i manipulétor skladat’, tym viac nepotrebnych funkcii musime spocitat’.
Tento problém obchddza pristup pomocou Lagrangeovych rovnic ku ktorému sa ¢oskoro dostaneme a
v ramci ktorého sformulujeme pohybové rovnice gyroskopu este raz.

Speciélne pripady pohybu gyroskopu.

Pre moment sily v homogénnom gravitacnom poli ndjdeme

D =r*fs x mg(—&s) = mgr* <Cll/SeJ?2 +S‘VS9J?1> ; (90)

kde 7 = rf je polohovy vektor t'aziska gyroskopu vzhl’adom na pevny bod (kib) gyroskopu, takze
pohybové rovnice pre gyroskop budi

Iy + wpyan(J —1) mgrsys0 91)
Iin+ w30 (I—J) = mgricysO (92)
Jos+ o (I-J) = 0 (93)
O = —cysOd+syo (94)

= sysO¢ +cyb (95)

w3 = cOP+y (96)
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Tieto rovnice moZno I'ahko upravit’ do tvaru pohybovych rovnic, vhodného pre numerickd implementa-
ciu,

Iy = —apws(J—1)+mgrisys6 97)
I, = —wso(I—J)+mgricyso (98)
Jain = —mw(I-J) 99)
0 = WY+ mcy (100)
. 1
o = E(a)zsy/—a)lcy/) (101)
. cO
Vo= o3 g (osy—ocy) (102)

Vidime, Ze w;, m,, @3, ¢, 0, v su rieSeniami systému Siestich obycajnych diferencidlnych rovnic 1. radu.
Dosadenim sa da presvecit’, Ze tieto rovnice spliia rieSenie

o =Qpt, 6 =n/2, Y= Qyt, (103)
kde i
mgr

Qp = 104

v pribliZzeni 4 < Q. Tento pohyb sa nazyva precesia gyroskopu.
Ak by sme vySetrovali stabilitu v okoli rieSenia (103)),

0 =Qut +80(1), 0=280(), w=0Qyut+5y(), (105)
nasli by sme Ze vychylky 6¢(¢),60(¢) a Sy(r) osciluju s frekvenciou

J
Qp = Q. (106)

Tento pohyb sa nazyva nutdcia gyroskopu.
Priklad Aku pravi stranu musime pridat’ do pohybovnych rovnic gyroskopu ak sa tento nachddza na
auti¢ku pohybujicom sa so zrychlenim d = aé;?

Moment sily z dosledku zotrvagnej sily bude D, = —7* x md. Tento potrebujeme vyjadrit' v sdstave
pevne spojenej s gyroskopom, preto

D, = —-mr'f3xe (107)
¢ = 07930 =.. (108)
= Y ARRRY = (109)
kji ’
= ]?1 (cycOBc —sysP) — ﬁ(sl//c@c(b +cyso) —I—fgc(})s@ (110)
ateda . B
D, =mr* [fl (sycOcd +cysd) + fo(cycOcd —syso) | . (111)
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Obr. 5: Posobenie ’externej’ sily F, v mieste 7 na itt mdZeme nahradit’ pOsobenim sily F, v tazisku 7
a pésobenim momentu tejto sily vzhl’adom na t'azisko D* = (F —7*) X F,.

2.9 Energia a praca v dynamike systému i.t.t

e Ak pdsobime na teleso externou silou F, v bode telesa danym polohovym vektorom 7, potom praca
ktord vykondme bude identicka praci vykonanej posobenim tejto sily v t'azisku a momentom sily
D* = (F—7*) X F, (Obr. . Toto je dosledok redukcie sil. Praicu mdZzeme potom ziskat’ pomocou
vzt’ahu

L. dF b AP d(F—T) no
W = F,-—dt = dtF, | — 4+ ——~ | = dtF, - (V* -7 112
/n ©dt hoe (dtjL dt ) " e (FHx(F=7)) (112)

15 R R
- / di (Fe-\?*+D:~oT)) (113)
131

e Posobme silou F, a momentom sil D, na tuhé teleso, pohybové rovnice budi

d = =
My —F = 114
e (114)

d = Rk =
E(1*-a>)—D ~ D, (115)

Q

pricom D* a F predstavuju iné sily ako tie, ktorymi posobime my, t.j. gravitané, trecie....
Uvedomme si, Ze hviezdiCkovanie momentu sil, t.]. D, zodpovedd vypoctu vysledného momentu
sil vzhl’adom na t'aZisko.

e GravitaCnd, ale aj iné (elektrostatické, elastické sily a niekedy aj momenty sil) su tzv. potencidlové,
t.j. daju sa zapisat’ v tvare

=

pot (7) = —VU (?) (116)
. 2
Dpot(q)) = _g¢%U (‘P) (117)

Priklad: gravitatnd potencidlna energia U, (7) = Mgz, kde M je hmotnost’ telesa, g vel'’kost’ gra-
vitacného zrychlenia a z zvisld suradnica t'aZiska telesa narastajica v protismere pdsobenia gravi-
taCnej sily, alebo elastickd energia v natoCenej pruzine (ako v hodinkdch) U p($ )= %k(pz pre malé
otoCenia. Ak kondme pracu prendsanim i.t.t. proti takymto sildm, vel'’kost’ tejto prace zavisi len od
rozdielu potencidlnej energie medzi koncovou a zaciato¢nou polohou.

| dr-vu) =) -um)
r
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alebo ] 3
|0 5U0) = U'(g2) - U6)
1 ¢

pre nej akud vhodne zavedent uhlovi premennﬁ.

vel'’kost’ tohto nérastu. Derivacia v smere jednotkového vektora 7 je dana ako 7 - VU (7).

Vsetky takéto potencidly potencidlové sily daju spolocnu potencidlnu energiu telesa

U(7,¢) (118)
pricom potom sila aj moment sily budd jednoducho

. i, d
Fpot(?7¢) = _VFU(?7¢)7 Dpot(?v(p) = _Z(P%U(;:(P) (119)

Zavedenim rozdelenia sil na potencidlové a nepotencidlové F' = F,,; + F;, a podobne pre momenty,
dostaneme pre celkovi pracu

o,  _,
:[K+U]§f—/t Fy-dr' ~ [ D;-do (120)
1 1

kde K + U je sucet kinetickej a potencidlnej energie i.t.t.

& I &+ U, 9) (121)

K+U 1M\**|%Ll
== - V —
2 2

e Odvodenie vzt'ahu (T13) s vyjadrednim (I21) Dosadime vyjadrenia pre potencidlové sily a mo-
menty do pohybovych rovnic (114)) a (115), a ndslednym prendsobenim prvej s vV*(¢) a druhej s @(¢)
a preintegrivanim cez Cas od t = t; po t =, mame

/dtv*- v+/d VU — /d E, = /d?*-ﬁe (122)

[l (G5 )+ WO - w; = (12
a podobne pre 2. pohybovu rovnicu,
/dta) E. a)+/d¢d¢U 0)— / di®- D /dta) D (124)
[arE o)) + W))W = w (125)
ij
d (1 . ¢(r2) o _ wo
/dta (Ewtlijwj) + [U(‘P)]q;(,]) W, =W (126)

kde sme vyuZzili zdpis vektora uhlovej rychlosti a tenzora zotrvacnosti v suradnicovej stistave pevne
spojene;j s telesom, v ktorej st komponenty I;; nezavislé od Casu.

Kombinaciou oboch upravenych rovnic ndjdeme vysledny vzt ah,

W=w"+w? (127)
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Obr. 6: Koncovd konfigurdcia dvoch telies spojenych otoénym kibom a harmonickou pruZinou.

e Rozsirenie na N telies: zavedieme index ¢ = 1,...,N

L _, " t - .
WZ;[Ka‘f‘Ua]Z—/t Fna-dra—/[l D% - Dqdt (128)

kde celkovd mechanickd (kinetickd a potencidlna) energia

K+U:Z% a!V’&\er%cﬁa~7*a~(?)a+Ua(?a,¢a) (129)
o

V pripade N telies je celkova kinetickd enegia suctom kinetickych energii jednotlivych telies. To

isté sa nedd povedat’ o potencidlnej energii, pretoZe td pochddza Casto aj z vzdjomného pdsobenia

roznych itt na seba, napriklad ked’ st dve itt spolejé harmonickou pruZinou. Pri hl'adani vyrazu pre

celkovu potencidlnu energiu vyhodne vyuZivame nezavislost’ potencidlnej energie od drahy, akou

sa dany systém N teslies do konfigurdcie 77, ..., 7y, @1, 61, Y1, ..., o, Oy, Wi dostal.

Priklad Potencidlna energia dvoch telies na obrazku E] vzhl’adom na situéciu, ked’ obe telesa lezia
vo vySka z] = z; = 0 s uvol'nenou pruZinou je

- = * k 1
U (F1,72,01,02) = migz] +magz; + S k(AL)?, (130)

kde k je tuhost’ pruziny a Al je jej predfienie, ktoré je potrebné vyjadrit’ pomocou uhlov natoce-
nia telies ¢; a ¢. Evidentne, posledny ¢len nie je nejakym suctom potencidlnych energii dvoch
samostatnych itt.
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3 Lagrangeove pohybové rovnice

3.1 Geometrické vizby, virtualne posunutie a D’Alembertov princip

Uvazujme systém N hmotnych bodov medzi ktorymi musia byt splnené r6zne geometrické podmienky -
vizby. Priklad geometrickej vizby moze byt poziadavka, Ze vzdialenost’ medzi 1. a 2. hmotnym bodom
musi byt stdle rovna [, t.].

\/(x1 —x2)? 4+ (y1—y2)* + (21 —22)* — 1 =0. (131)

Pri pouziti Newtonovych rovnic pre popis pohybu tychto dvoch bodov musime uvazit’ sily reakcii poso-
biace na tieto dva body, ktoré zabezpecia, Ze tato geometrickd podmienka bude v kazdom Case splnena.
Pouzitie tychto sil reakcii moZzno obist’, ak namiesto kartézskych sdradnic pouZijeme iné "zovSeobec-
nené"sdradnice, ktoré majui splnenie geometrickej vizby v sebe priamo zabudované. V tomto pripade
mdzeme miesto dvoch kartézskych siradnic druhého body pouZzit' uhol ¢ medzi spojnicou oboch bodov
a osou x. Zadanim suradnic x1,y;, ¢ a pouZitim parametra | vieme jednoznacne ndjst’ siradnice oboch

bodov vzt’ahmi

o= Xxii+yij (132)

Fo = (x1+1cos(9))i+ (y1+Isin(¢))]. (133)

Pre dodlezitd skupinu vizieb umoziuje Lagrangeov pristup k mechanike formulovat’ pohybové rovnice
priamo v zovSeobecnenych suradniciach a teda obchddza potrebu uvazovat’ niektoré reakcné sily.

Z hl'adiska mozZnosti zavddzania zovSeobecnenych sdradnic delime vdzby na holonémne a neholo-
nomne.

1. Holonomne vdzby predstavuji podmienku na hodnoty ktoré mdézu nadobudat’ geometrické stupne
vol'nosti vo forme algebraickej rovnice

ﬁ(?17?27"'7?N7t) = O,l = 1,...,Nv.

Holonémne moZno obist’ zavedenim zovseobecnenych siiradnic {q;}*.,, M = 3N — N,,, Povodné a
zovSeobecnené suradnice spolu suvisia transforméciou

—

ri - 7i(51175127~--,CIM;l)7 lzl”N (134)

— = a - . a = .
Vi = ri:Z(5”1’(Q1,Q2,---JIM;I)> qj—i_Eri(qlana"qu;t)? lzla'“aN (135)

j J

t.j. kym 7; su len funkciami g; a ¢asu, V; st funkciami g;, g; a asu.

2. Neholonomne vdizby su tie, ktoré nie su holonémne. DoleZité priklady predstavuju vidzby dané ne-
rovnost ami f;(71,72,...,Py,t) > 0,i = 1,..., N, (napr. gulicka na povrchu gule v homogénnom. gra-
vitatnom poli, pre ktorej t'azisko musi platit’ |[7*| > r+ R ak R je polomer guli tvoriacej povrch,
nachddzajicej sa v pociatku suradnicovej sdstavy), alebo obsahujice rychlosti (napr. kotilanie ko-
lesa v 2D rovine, priCom vektor rychlosti jeho t'aZiska musi byt' vZdy kolmy na os kolesa). Také
to viizby nemozZno priamociaro popisovat’ pomocou zovSeobecnenych suradnic, a my sa im d’alej
venovat’ nebudeme.

Uvazujme systém bodov zviazanych holondmnymi vizbami, charakterizovany polohovymi vektormi
- P “ L . M c P . o

{ri}ﬁil a vhodnymi zovSeobecnenymi stradnicami {g;};_;, ktoré spolu sivisia vzt ahmi (134). Virtudl-
nym posunutim nazyvame malé I'ubovolné posunutie bodov 07 také, Ze pritom geometrické obmedzenie
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(holonémne vidzby) na tieto posunutia sa berie fixované pre vybrany okamzik Casu ¢. Takdto zmena zod-
povedd zmene zovSeobecnenych stradnic d¢;

o7
07, =Y —Ldq;. (136)
;3%‘ :

Pomocou virtudlneho posunutia mdézeme sformulovat’ D’Alembertov princip: Praca vykonana silami
reakcii geometrickych obmedzeni pri virtudlnom posunuti je nulovd. V podstate ide o trividlne tvrdenie,
nakol'ko sily reakcie si vZdy kolmé na posunutia, a teda praca OW =Y ; R;- 87 je nevyhnutne nula v
ddsledku skalarneho sic¢inu kolmych vektorov.

Nech st pohybové rovnice pre spominané body v tvare

d? -
mid—z?i:E—i—ﬁ, i=1,..,N, (137)
t

kde f; je stget vietkych sil geometrickych obmedzeni (reakcie) pdsobiacich na i-ty bod a F; sicet vietkych
ostatnych sil (gravitacné,elektrické) pdsobiacich na tento bod. Potom z D’ Alembertovho principu mame

o d? .,
OZZﬁS?z:Z (mlﬁ?l_Fl) 57, (138)

Ak by boli 07 nezdvislé zmeny polohovych vektorov, potom rovnost’ nule v poslednej rovnice pre I'ubo-
vol'nd mald zmenu polohovych vektorov dosiahneme splnenim rovnice

¢o st Newtonove rovnice bez sil reakcii. Dovod preco toto nie je pravda je, Ze virtudlne posunutia 67;
nie st I'ubovol’'né, ale prostrednictvom transforma¢nych rovnic st dané l'ubovol’nymi posunutiami
zovSeobecnenych sdradnic.

3.2 Lagrangeove pohybové rovnice, Lagrangeova funkcia

Ak pouzijeme vyjadrenie pre virtudlne posunutie pomocou posunutia zovSeobecnenych sturadnic

d7;i
SF — L8qi, (139)
v rovnici (138), ndjdeme
0=Y m-ﬁﬁ—ﬁ Ti sy, (140)
= ij ldtz l 1 aqj qj

a ked’Ze 8¢, st nezavislé a I'ubovol'né, rovnost’ nule posledného vyrazu moZno dosiahnut’ len za pod-
mienky Ze
2, 2\ OF
0= —ri—F|-=—, j=1,...,M. 141
; <mldt2rz l) 36]] J ( )

Toto predstavuje nie N, ale len M rovnic, ¢o naznacuje Ze pdjde o potrebny pocet rovnic pre M geomet-
rickych stuptiov vol' nosti.

Nasledujuce odvodenie Lagrangeovych rovnic predstavuje dpravu tychto rovnic do jednoduchsieho
tvaru v ktorom vystupuje vyjadrenie pre kinetickd a potencidlnu energiu sistavy hmotnych bodov pomo-
cou zovSeobecnenych sdradnic.

Na zacdiatok si zavedieme pér oznacenti:
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e ZovSeobecnend sila e
Q].:eri._a . (142)
j 4
e Sily pésobiace na hmotné body rozdelime na potencidlové a nepotencidlové. ZovSeobecnené poten-
cidlové sily mozno zapisat’ v tvare

Z F rpor

aﬁ Zv U —— = : (143)

ar, d d7; d J7;
Zm, i l - ¥ <mi\7,~ : l) gy £ 20 (144)
dt C[j ; dt 8qj dt 8qj
d < . dV; ) _ 9V
= — | mpyi - =— | —miv; - =— (145)
; dl (Ad aqj i aqj
d d 1 , 0 I 5
_ Zvyv_ _ V= 146
drag; =2" 8qui“2mv’ (146)
d d d
= ——K—-——K (147)
drdq;  dq;
kde sme vyuzili identitu vyplyvajicu priamo z rovnice (I33)
o7 Ov:
9hi _ l (148)
dqj 94,
a identifikovali kinetickud energiu systému bodov
L
K= Z 3mV; (149)
1
Uvédzenim tychto oznaceni (a Uprav) rovnica (14 1)) nadobudne tvar
d d d d
——K——K=—--U+0}, j=1,..M (150)
dt dq; dq; dq;
Lagrangeovu funkciu definujeme ako rozdiel celkovej kinetickej a potencidlnej energie,
L(gi i) =K-U (151)

vyjadrené ako funkcie zovSeobecnenych pol6h a rychlosti. PouZitim tejto definicie dostdva rovnica (I50)
tvar Lagrange-Eulerovych rovnic

d oL oL
Ea—qi—a—qi:Qn (152)

pricom sme uvazili, Ze potencidlna energia nezdvisi od rychlosti , t.j. aU =0.

Priklad: Najdite pohybové rovnice pre hmotny bod v gravitathom poh viazany na kruZnicu pomocou
Lagrangeovych rovnic a pomocou Newtonovej pohybovej rovnice s uvdzenim vézby.
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Lagrangeova metéda V ramci Lagrangeovej formuldcie mame

K(p,9) = %mv. V= 5m(r2 +r2¢?) (153)
U(¢) = mgy=mgrsin(9) (154)
L(¢p,9) = Em(}"2+r2¢2) —mgrsin(@) (155)
dL
% = —mgrcoS((P) (156)
g_g = (157)
a teda Euler-Lagrangeové rovnica
d JL JL
E% — % = (158)
nadobudne tvar
mr¢ = mgrcos(¢) (159)
Newtonova metéda Polarne siradnice v 2D:
x = rcos(9), y=rsin(¢) (160)
Pohybové rovnice
mi = fsin(@), my=—mg+ fcos(9) (161)

kde f = fcos(¢)i+ fsin(¢)] je sila reakcie od kruznice, vZdy kolma na kruznicu. Prepis do poldr-
nych sdradnic:

X 7cos(9) —rsin(¢)¢ (162)
k= Feos() —2isin(9)¢ —reos(9)¢” —rsin(9)¢ (163)
y = Fsin(¢)+rcos(¢)d (164)
j = #sin(¢)+2icos(¢)d —rsin(¢)$* + rcos(¢)d (165)

Dosadenim poslednych do (161)) a ndsobenim prvej s cos(¢) a druhej s sin(¢) a ich spocitanim
dostaneme
mit —mrd* = —mgsin(¢) + f (166)

Naopak, ndsobenim prvej s sin(¢) a druhej s cos(¢) a ich odpo¢itanim méme
mr + 2mi¢ = mgcos(¢) (167)
Sila f je takd, aby sa r nemenilo s ¢asom, t.j. garantuju # = 0 ¢o z rovnice (166]) d4
f=—mr$*+mgsin(9). (168)

ak bude takato sila reakcie, bude podl'a (166) platit’ # =0, t.j. #(t) = a1t + ap. Vhodné pociatocné
podmienky budi r(0) = r,#(0) = 0 o dd r = const a z rovnice (167) kone¢ne aj rovnicu

mrd = mgcos(¢) (169)

Posledna rovnica predstavuje pohybovi rovnicu bodu viazaného na kruZnici a polomerom r, iden-
tickd s pohybovou rovnicou ziskanou Lagrangeovou metédou.
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Priklad: Ukazte, 7Ze pouzitie Lagrangeovych rovnic pre popis hmotného bodu v potencidlnom poli s po-
tencidlnou energiou U (7) vedie na zvy¢ajné Newtonove rovnice.

1 1

K = §m|\7|2 = mv-¥ (170)
L#V) = K-U, V;L=-VU=F, ViL=my (171)
(172)
a teda Lagrange-Eulerova rovnica
d o o
EV;L(}”, V) — V:L(7,V) =0 (173)
vedie k zndmej Newtonovej rovnici
v -
— =F. 174
m (174)

Zhriime si teda postupnost’ krokov, ktoré prevadzame pri pouzivani Lagrangeovych rovnic:
1. identifikicia zovSeobecnenych suradnic: uhly, vzdialenosti

2. vyjadrenie kinetickej (translacnej a rotacnej) energie kaZzdého dielu manipulatora pomocou zavede-
nych zovSeobecnenych stradnic.

3. prevedenie parcidlnych derivécii Lagrangeovej funkcie a konStrukcia pohybovej rovnice pre kazdua
zovseobecnenu suradnicu.

4. (A) (numerickd) integricia diferencidlnych rovnic pre g;, §; pre dant pociatoéni podmienku.

5. (B) pre danu trajektoriu ndjst momenty sil a sily ktoré tuto trajektoriu budu realizovat'.
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3.3 Lagrangeove rovnice pre sustavy i.t.t.

Odvodenie Lagrangeovho formalizmu pre popis N idedlne tuhych telies predstavuje podobné kroky ako
v pripad pre systém N hmotnych bodov. Namiesto virtudlnych posunuti polohovych vektorov hmotnych
bodov budeme uvaZovat’ virtudlne posunutia t'azisk jednotlivych itt, 877, a virtudlne pootoCenia itt, S(ﬁ} =
@;0t. Pri virtudlnom pootoceni treba zdoraznit’, Ze maly prirastok ¢asu 8¢ nestvisi s redlnym priebehom
casu, ide len o parametriziciu virtudlneho pootocenia pomocou vhodného skaldrneho parametra. Tento
prirastok ¢asu musi byt’ pri otdCani maly aj z toho dovodu,Ze pojem pootoCenia mozno zaviest’ ako vektor
len ak je toto pootoCenie malé, inak nastdva problém s nekomutativnost’ou poradia otd€ania okolo roznych
SMErov.

Pre takto zavedené virtudlne posunutia, reSpektujuce vSetky holonémne vizby v systéme, platia po-
dobné vzt ahy ako v pripade hmotnych bodov (136,??), t.j.

P

s — ¥ ig, (175)
L 0g, %0
M 9vr

5V = i8q; (176)
J;aqj '

B M )&,

56 = Y %54 (177)
L33,

Na kazdé itt posobia rozne sily F, sily reakcii fl momenty sil D;a momenty sil reakcii d;. Pre kazdé
itt vieme redukciou presunit’ vSetky posobiskd sil do jeho t'aZiska a pripadne dodat’” potrebné momenty
sil, takZe vysledne ndm na kaidé teleso pdsobia sily, €i uz reakcii alebo ostatné, iba v t'azZisku a momenty
dvojic sil, ktorych pohybov 1n0k spocitame (Kapitola[2.2).

D’ Alembertov princip musi zahfiiat’ aj prispevok k préci od reakénych momentov, d, ako aj sil
reakcii posobiacich uz len v t a21skach,

N

aw =Y {fi-87 +d-6¢} =0 (178)

i=1

V analégii z postupom pre N hmotnych bodov vyjadrime reakéné sily a momenty z pohybovych rovnic

itt
W _zi: (m,Ev,. —F,) 87 + (dt G a),) Dl) 5¢; = 0. (179)

Vyjadrenim virtudlnych posunuti a pootoeni pomocou zmien v zobSeobecnenych sdradniciach a na-
slednych upravach uplne analogickym z postupu pri hmotnych bodoch nakoniec ndjdeme Ze je vhodné
zaviest’ Lagrangeovu funkciu ako rozdiel celkovej kinetickej energie ststavy itt. a celkovej potencidlnej

energie 129
L(qlv"'7QM7q17"'74M Z ml| |2+ wl I (?)l U(qlaaqM) (180)

Samotné Lagrangeove rovnice su uz identické tym, ktoré sme si odvodili pre systém hmotnych bodov.
Priklad: Najdite pohybovu rovnicu fyzikdlneho kyvadla (Obr. [/) Lagrangeovou metdédou, ako suradnicu
uvazujte uhol vychylky od rovnovaznej zvislej polohy.

Vyjadrime si kineticku translacnd, kinetickd rotacnu a potencidlnu energiu fyzikalneho kyvadla po-
mocou ¢, ¢ a parametrov,
[ +

1 L2
Exr = Emv o-lI-o (181)
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Obr. 7: Fyzikélne kyvadlo predstavuje tlohu o otd¢ani I'ubovolného itt v homogénnom gravitacnom poli
okolo pevnej osi mimo t’aZiska telesa.

Vo= :E’”*g(l)Zr*(?)Xf?O)r*ék (182)
VP o= (9) (183)
1., = 1.
Exp = 501 _’megazilz*z(pz (184)
U=mg(—r"cos(¢)) (185)

Vysledna Lagrangeova funkcia potom nadobudne tvar

L(9,9) = %hﬁ%mgr* cos(9), (186)

kde sme zaviedli oznacenie [ = I/, + m(r*)?. Toto vlastne predstavuje Steinerovu vetu, ked’ sa na kombina-
ciu otaCania okolo osi prechddzajicej t'aZiskom a translacného pohybu t'aZiska pozerdme ako na otdCanie
okolo pevnej osi fyzikédlneho kyvadla.

Z Lagrangeovej funkcie Standardnym sposobom ndjdeme Lagrangeovu pohybovi rovnicu

Ea—(ﬁ—%:Ojl(ﬁ = —mgr*sin(¢) (187)

Této rovnica ma pre malé vychylky (sin(¢) ~ @) rieSenie harmonické kmity,

mgr*
I b

O(t) = gpcos(Q + ), Q = (188)

a ¢y je pociato¢na vychylka a o jeho pociatocna faza.

3.4 Lagrangeova funkcia dvoj-ramenného manipulatora s rovnobeznymi osami
otacania
1. Manipuldtor méd dva geometrické stupne vol'nosti: ¢, ¢ ako uhly osi ramien od vertikdlneho smeru

(Obrazok (8))).

2. Oznacime polohy t'azisk 7| a 7, vzhI'adom na inercidlnu sistavu, ktorej pociatok zvolime v bode
otdCania 1. ramena. OznacCime polohu osi otdCania 2. telesa vektorom [ a polohu t'aZiska 2. telesa
vzhl’adom na os ot4cania 2. telesa vzhl’adom na 1. teleso vektorom d. Evidentne 7> = [ +d.
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Obr. 8: 2-ramenny manipuldtor a v iom pouZité oznacenia a orientacie sustav.

. Transla¢nd kinetickd energia 1. telesa bude %m 1[v1|? kde

—

Vi

912

d71 — - P o Y
= T =0 X7 = @163 X €11 = Q111€;
_ 2412
= 1o;

(189)
(190)

. Rotacna kineticka energia 1. telesa %6)1 <11 - @; kde skaldrny sucin vy&islime v sdstave &; nakol'’ko v
tejto su sdradnice tenzora konstantné (¢ si pevne spojené s 1. telesom a zorientované tak, Ze tento
tenzor je v v nich diagondlny.) Potom mame pre tito zloZku energie

_—;/ : =/

1o,
—1I
5 107

. Transla¢nd kinetickd energia 2. telesa bude 3my|v,|* kde

—

V2 =

W) =

. Rotac¢na kineticka energia 2. telesa bude podobne ako pri 1. telese jednoducho %12([)2.

— =y X! x d
gt 1 +
01185 X & + ¢rdey x &3

VoV = 1202 +d? 3 +2d1¢; ¢y cos(¢r — 91)

. Kineticka energia oboch i.t.t. prejde po tGpravach do tvaru

K= 3100+ 362 + Mcos(91 — 02)616,

kde Iy = Iy + myr} + mal?, b = L +mad* a M = dlm,.

. Potencidlna energia oboch i.t.t.

U = rimgcos(¢1) + (Icos(91) +dp cos(¢))mag

. Odvodit’ obe Lagrangeove pohybové rovnice.
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Obr. 9: Manipulator s plecom.

3.5 Dvoj-ramenny manipulator s plecom

(Je aj v skriptdch ale inym postupom a s nie celkom korektnym vysledkom)
Postup je analogicky predchddzajicemu a preto budeme dame len jednotlivé vzt ahy:

1. Dva geometrické stupne vol'nosti - ¢ a 6.

2. Oznacenie poldh t'aziska a pociatkov sdradnicovych sustav pevne spojenych s kazdym i.t.t., vol'ba
ich orientacie.

3. Vyjadrenie vektorov vo vhodnych suradnicovych ststavach:

@ = ¢ =900 "' [&5] = §(sin(6)&; +cos(6)e5), (195)

@ = 62 =67, (196)

[ = 12, d=—d&|=d(sin(0)&,—cos(6)e;) (197)

o= e, ®B=Il+d (198)

dre .

7= %:a)lx?{:(pr}‘é’z (199)
dv,  d - . -

W o= %:E( +d) =& <1+ (& + @) xd (200)

= —@dsin(0)&| + (¢l + 0dcos(0))é) + 0dsin(6)&, (201)

W52 = ¢*(d*sin®(0) +1%) + 6%d> +2¢0ld cos(6) (202)

4. Kinetickd energia oboch i.t.t.

1 D ,
K, = Eml(rl)z(pz—}——llq)z, 11:%-11-?,3 (203)



K, = §m2|V2!2+§((01—1—602)'12'((01—1-0}2) (204)
1. . .
= om (¢%(a*sin®(0) + %) + 6%d* — 2§ 6ld cos(0)) (205)
1 . 1 . . 1 . =
+5 111607 + S I sin® (0)¢° + S 15 c0s*(0)9%, [ =&/ I (206)

za predpokladu Ze tenzor zotrvacnosti ramena je diagondlny (rozumny predpoklad). Celkova kine-
tickd energia ma potom tvar

K = Ki+K» (207)
1. oo 1. .

= 5 (I) +Asin*(0) + Bcos*(6)) ¢* + 51292 +Mcos(6)6¢ (208)

I = m(rF)>+1 +myl? (209)

= myd*+1y,, B=1I} (210)

L = md*+1 211)

= myld (212)

5. Potencialna energia oboch i.t.t.
U = —dmygcos(6)

6. Odvodit’ Lagrangeove pohybové rovnice, t.j. parcidlne derivécie...
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Obr. 10: Zotrvacnik a v iom pouZité oznacenia a orientdcie sustav.

3.6 Lagrangeova funkcia pre gyroskop (zotrvacnik)

(Nie je v skriptach)

S gyroskopom sme sa stretli pri zavedeni formalizmu rotécii a pri odvodeni Eulerovej pohybovej rovnice
z 2. Newtonove]j pohybovej rovnice i.t.t. Tam sme si aj zaviedli Eulerove uhly ¢, 0, y pre popis polohy
gyroskopu. Teraz si skonitrujeme si Lagrangeovu funkciu L(¢,¢,0,0, v, ) = Ex — U pomocou kto-
rej je odvodenie pohybovych rovnic gyroskopu o nieco jednoduchsie. Kinetickd energia je dand sic¢tom
translacnej a rotacnej kinetickej energie. Rychlost’ t'aziska je

2

dr . .
i r20% + r?sin’(0)§?

dr

Vektor uhlovej rychlosti @ m4 zlozky (odvodili sme pri Eulerovych rovniciach a zavedeni rotacii a Eule-
rovych uhloch na 3. prednaske.)

3
0= Z o' fi = (—cysO +syO) fi + (sws0d +cyd) fr + (O + V) f
i=1

kde f; su jednotkové vektory v sistave pevne spojenej s zotrvacnikom. Pre kinetickd energiu nakoniec
dostdvame

1 o . .
Ex =) Lijo'o’ +mr* (6% +sin*(6)§?)

kde tenzor zotrvacnosti vzhlI’adom na osi prechddzajice t'aZiskom a orientované pozdlz fi, f2, f3 je

I,'j:

S O~
S~ O
~ O O

Potencidlna energia je jednoduchd,
U(0) =mgr*cos(0)

a nakoniec dostavame
1 . 1... .
L= 5](1}/4— ¢ cos(6))* + 51 (6% + (sin(6)$)*) — mgr* cos(6)
kde I = I+ mr?.
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3.7 Nepotencialové sily na pravych stranach LPR.
3.7.1 ZovsSeobecnena nepotencialova sila pre systém itt

V odvodzovani LPR pre N hmotnych bodov sme zaviedli zovSeobecnené nepotencidlové sily

al”j

0'=Y F".
l ;] dq;

Ich zovSeobecnenie na N itt, vzhI’adom na diskusiu v Casti (3.3) a s pomocou vyjadrenia pre pracu
konand na itt (rovnica[T13)), je

N (. 9 2D
= Fn._f“)*fvn._j} (213)
Q J;{ J aqi J aqi

kde F ;’ je sucet vSetkych nepotencidlovych sila posobiacich na j-te teleso, ktorej pdsobenie sa redukciou

prenieslo do t’aziska tohto telesa ?;f a 13;’” je je sucet vSetkych momentov nepotencidlovych sil pdsobiacich
na j-te teleso vzhI’adom na t’aZisko tohto telesa.
V nasledujucich Castiach si priblizime niel' ko prikladov pouZitia v§eobecného vzt’ahu (213]).

3.7.2 Moment sily od motora.

UvaZzujme dvojramenny manipuldtor, pricom na osi otdCania spdjajtcej 1. a 2. rameno nech je umiestneny
motor. Jeho stator nech je na 1. ramene a rotor je pevne spojeny s 2. ramenom. Nech na 1. rameno posobi
motor momentom sily D (¢) = Dy(¢)k, potom z akcie reakcie vieme, Ze na 2. rameno pdsobi moment
sily Dy (1) = —Dy(¢)k. Tieto momenty predstavuji posobenie sil, ktorych sicet je nulovy, a preto nie je
dolezité, vzhl’adom na aké miesto na danom itt su vycislované.

N4jdeme nepotencidlové sily vstupujiice do Lagrangeovej rovnice pre ¢,

Q) =D -—— =Dy - (—k) = —Dy (1) (214)
I
A nasledne aj pre ¢,
Q> =Dy —— =D,-(—k) =Dy(t). (215)
0,

Vidime, Ze pdsobenie momentu sily motora mé v tychto dvoch rovniciach opacné znamienko, ¢o priamo
suvisi s zdkonom akcie-reakcie.

3.7.3 Silové posobenie piestov.

Predstavme si, 7e na 2. rameno dvojramenného manipuldtora pdsobi nepotencidlova sila od piestu F v
mieste 7r = [ 4+ dp (Obr. . Pdsobenie sily od piestu zredukujeme na silu

E'=F, (216)
poOsobiacu v t'azisku 2. telesa a jej moment sily pdsobiaci vzhlI’adom na t' aZisko,

Dy = (dp —d) < F.. (217)
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Obr. 11: 2-ramenny manipuldtor na ktory pdsobi v mieste 7z nepotencidlova sila F.

Na 2. itt teda pdsobi aj nepotencidlova sila aj nepotencidlovy moment sily, na 1. teleso neposobia iné ne-
potencidlové sily. Pre pouzitie v§eobecného vzt ahu budeme d’alej potrebovat’ nasledovné vzt ahy,

% - _z (218)
% 0 (219)
g_z _ aa—@(f+c7):—53xj (220)
3_2 _ aa—%(f+5):—23xf, (221)

kde sme vyuzili vyjadrenie malej zmeny (diferencidlu) vektora s konstantnou dizkou (narp. 7) pomocou
vektora malého pootocenia 6¢ = €569,

=080 xii=2¢xdg, (222)
z ¢oho predelenim vel kost’ou pootocenia ndjdeme
3; gz —Exi. (223)
Dosadenim rovnic (2162T7[218|219] 220]221)) do rovnice (213)) ndjdeme tvar zovSeobecnene;j sily vystu-
pujucej v Lagrangeovej rovnice pre ¢y,
Q1= —k-(IxF), (224)
a tvar zovSeobecnenej sily vystupujicej v Lagrangeovej rovnici pre ¢,,
Qy = —k- (dp x F). (225)

Vidime, Ze hoci samotna sila od piestu pdsobi len na druhé teleso, zovSeobecnend sila zodpovedajica
tejto sile vystupuje v LPR pre ¢, ale aj v LPR pre ¢;! Tento na prvy pohl'ad prekvapivy Vysledok mozno
pochopit’ predstavou ako by sila piestu posoblla na pohyb v okamziku, ked je ! I F pri VSGObCCIlG_]
orientécii dr a v inom okamzZiku, ked’ by bolo dp I F pri vSeobecnej (generickej) orienticii /Y prvom
pripade by sa evidentne otacalo len teleso "2", t.j. ¢» by sa menilo a v druhom pripade by sa tocilo teleso
"1", t.j. ¢1 by sa menilo. Nie je teda aZ také prekvapivé, Ze sila F vedie na zovieobecnené sily vystupujice
v oboch LPR.
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3.7.4 Trecie sily

Celkom vSeobecne, trecie sily pdsobia proti smeru pohybu.
Trecie sily imerné rychlosti V linedrnom priblizeni (ak sd rychlosti malé) sa najCastejSie pouziva
model trenia tmerného rychlosti,

1. Pri otdCani okolo uhla ¢: D" = —k,@. Moment trecej sily pdsobi vzhl’adom na os ot4dCania, napr.
prostrednictvom loZisk a @ je uhlova rychlost’ otacania, ktoré tato sila tlmi. Pri osi spdjajiicej dve
pohybujtce sa itt musi pritom ist’ o relativnu uhlovii rychlost’ medzi tymito telesami.

2. Pri posuvnom pohybe v smere: F" = —ky¥. Tento model je chéapany tak, Ze sila posobi v t'aZisku.
Podobne ako v predchadzajicom pripade, ak ide o treciu silu medzi pohybujicimi sa ¢ast’ami, musi
byt’ tato zavisla len na ich relativnej rychlosti.

Konstanty k; a ky st fenomenologické konsStanty zdvisiace od konkrétneho Studovaného pripadu. Ich
rddovy odhad moZeme ziskat' z Casu, za ktory sa dany pohyb utlmi; ak mame jeden stupen vol'nosti
g, ktory je tlmeny konStantou k, potom jeho pohybova rovnica (jeho hmotnost’ bude m a zanedbdame

akékol’vek iné sily) bude
, k.
g=—"4
m

ktora ma rieSenie m

(1) = 4(0)e 7, r =

Rychlost’ klesne na 1/e = 0,36-ndsobok pociato¢nej rychlosti za ¢as t = 1. Ak tento ¢as pozndme (od-
meriame, odhadneme) potom k = m/ 7.

Niekedy moZe byt zaujimavejSie brat’” pokles na iny zlomok pociato€nej rychlosti, napr. na jednu
desatinu pociatocnej rychlosti klesne za Cas 7y 1o,

lio = 6711/10/1- = TI/IO = ’Cln(lO) ~2,37
a potom k = mlIn(10)/7; /0.

Ako priklad vezmime “typické” teleso s hmotnost' ou m = 100kg, ktorého rychlost’ vplyvom trenia
klesne na 1/10 pdvodnej za 7,19 ~ Imin ~ 60s. Potom k ~ 100.2,3/60 ~ 4N/(m.s~!). Pri rychlosti
v ~ 1m.s~! bude teda této trecia sila rddovo F ~ 4N.

Sila aerodynamického odporu Vel'mi ¢astou situéciou je, Ze odporova sila prdadenia vzduchu preras-
tie za linedrne pribliZenie. V tomto pripade tenzor napitia ma ¢len zavisly od druhej mocniny rychlosti
telesa vzhl’adom na prostredie, Co vedie na celkovi odporova sily prostredia silu v tvare

1 ==k
F = 5capyS|V(7 ))? (226)

kde ¢, je koeficient aerodynamického odporu, p je hustota vzduchu, S je efektivna plocha telesa ktora
vidime ak sa na teleso pozerdame v smere jeho rychlosti a V(7*) rychlost’ telesa vzhlI’adom na prostredie.

.....

[ ~ 1m, potom S ~ 1m?. Pre “kocku” bude c; ~ 1 &o pre pohyb vo vzduchu p, = 1kg.m~3 d4 silu
1
~J —v2

A bude teda pri rychlosti v ~ Im.s~! bude tito sila priblizne F ~ 0, 5N, o je mensie ako trecia sila uvazo-
vand v predchadzajucom pripade. S rasticou rychlost’ou vSak jej vyznam narastd; sila aerodynamického
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odporu bude v uvazovanom pripade porovnatel'na so silou linedrneho trenia pri rychlostiach danych rov-
nicou i
Ev? ~ 4ve, = ve ~V/8m.s T &2, 8m.s”!

Porovnajme silu aerodynamického odporu s typickou tiaZovou silou na takéto teleso (stale predpokla-
dame hmotnost’ m = 100kg), G = mg ~ 10%kg.10 m.s~2 ~ 10°N. Aby G a F boli porovnatel'né, musela
by byt’ rychlost’ telesa

v~ +/2mg ~45m.s~! = 162km/h.

Kinetické trenie (kontaktné) Nakoniec, trecie sily v dosledku kontaktu s podloZkou, ¢o zahina aj
trecie sily v loziskdch, maji aj konStantny ¢len, ktory nemoZno zanedbat’ uz v linedrnom pribliZent,
pricom vel'kost’” lokdlne posobiacej trecej sily je priamoumerny normalovej sile R,

T = uR, (227)

kde u je kineticky koeficient trenia. Ich vycislenie teda potrebuje znalost’ o silach reakcii, ktorym sme
sa cielene Lagrangeovym formalizmom vyhli. Ich zaritanie je moZzné ak k Lagrangeovym rovniciach
znovu priddme potrebné 1. a 2. pohybové rovnice itt. Vel'kost™ sily kinetického trenia je dand pritla¢nou
silou a koeficientom trenia, ktory nadobuida hodnoty od 0,01 (ocel’-I'ad) po 0,5 (drevo-drevo) v beznych
situdciéch.

Pre nés “typicky” pripad budeme uvaZovat’, Ze pritlacnd sila je dané tiaZou telesa, R = mg. Vel’kost’
kinetického trenia bude 7' ~ 10 — 500N a teda pri rychlostiach v ~ 1m.s? kinetické trenie bude dominantné.

Prirodzene, v inych situdcidch moze dominovat’ iny z tychto troch spomenutych mechanizmov, pricom
predstavu o ich vel’kostiach si méZeme urobit’ podobnymi rddovymi odhadmi, ako boli tu urobené pre
zvoleny “typicky” pripad.

Vseobecna formulacia pre trecie sily Ani jeden z tychto modelov nie je vzdy perfektny. Trecie sily
zavislé od rychlosti majui pdvod v pdsobeni prostredia na teleso, a teda pdsobia lokdlne na vSetkych mies-
tach jeho povrchu a st zdvislé od lokdlnej rychlosti telesa vzhlI’adom na prostredie (vzduch, kvapalina).
Ak silové pdsobenie prostredia na teleso v mieste 7 na jeho povrchu na ploske dS,

dF = &(7)-dS, (228)

kde & je tenzor napitia charakterizujici obtekajuice prostredie (a teda zdvisi od jej lokdlnej rychlosti,
tlaku, etc.) a dS je vektor plosky orientovany v smere vonkajSej normdly povrchu telesa, potom celkovy
prispevok od takychto sil na teleso musime vyjadrit’ ako integral

:/dﬁ:/cjr-d’s. (229)
Podobne nédjdeme aj prispevok k momentu sil posobiacich na teleso od prostredia,

DV = / (F—7") x dF . (230)

3.7.5 Moment sily od jednosmerného elektromotora

Na kazdy kratky dsek prddovodica, ktorym pretekd premenny elektricky prad i(¢) a ktory sa nachadza v
magnetikom poli B(z) pdsobi Lorentzova sil

2 Na nédboj dq pdsobi sila dF = dqv x B, kde v je rychlost ktorou sa naboj pohybuJe pozdlz vodica (tzv. driftova rychlost’).
V kréatkom tseku pridovodica s prierezom s plochou S a dizkou dI je ndboj dg = enS - dl, kde n je objemova hustota nosi¢ov
naboja. Elektncky prud, t.j. nabo_] ktory pre_]de vodi¢om za jednotku Casu je dany i = dan v, a preto Lorentzovu silu moZno
napisat’ v tvare dF = enS-dIvx B=idl x B, pri¢om sme uvazili, Ze vektory dl aj v majt rovnaky smer, dany napr. jednotkovym
vektorom 7, t.j.
S-dlvxB=S§ -%dlvix B=S-vdl x B

36



Obr. 12: Elektromechanicky systém jednoduchého elektromotora.

dF = i(t)dl x B(t) (231)

Oznalme si jednotkovy vektor 7 ako smer otdCania uhlu ¢ podl'a obrdzku. Priemet celkového mo-
mentu Lorentzovej sily, pdsobiacej na pridovodi¢, do smeru osi otd¢ania bude

D(1)=%-D(t) = %-/?(r) x dF (232)

- 2%-(7(z)><<1 i(1)% x ())) (233)

7 x B(t
= 2i(t) [7(t) - B(r) = 2i(t)IrB(t) cos(¢), (234)
kde integral v prvom riadku predstavuje integrovanie pozdiZ celého pridovodica, 7(t) je polohovy vektor
kratkeho dseku pridovodica d! a r v poslednom riadku oznacuje polomer vinutia na cievke.

Zberace su postavené tak, aby vzdy ked’ je cos(¢) < 0 zmenil prid polaritu tak, aby vysledny moment
sily bol vZdy kladny a dochddzalo k pretd¢aniu. Znamena to, Ze iloha zberaCov je postavit’ funkciu cos(¢)
do absolttnej hodnoty, t..

D =2i(t)lrB|cos(¢)|. (235)

V tomto tvare je ale motor neefektivny, nakol'ko pre ¢ ~ n/2,37/2,... je D ~ 0. Preto sa vyuZiva viac
zavitov, vzdjomne posunutych o fazu Aa,

N-1
D= 2i(t)IrB|cos(¢ —nAa)|. (236)
n=0
Numericky sa moZno presvedcit’, Ze pre vel'’ké N je moment sily motora prakticky nezdvisly od aktudlneho
natoCenia ¢. Limitny pripad N — oo, Aot — 0, NAat = & mozno ziskat’ aj priamou integrdciou zavedenim
o =nAa, Ao =Anm/N,

N T
D = 2i(n)irB /0 dor| cos(§ — )| (237)
_ 2i(t)er% /0 " dasin(a) (238)
_ %Ni(t)er:KI(t) (239)
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Tento vysledok sa Casto pouZiva pri stavani dynamickych modelov zahfiiajicich jednosmerny elektromo-
tor. V tychto problémoch treba riesit” dynamiku manipulétora spolu s dynamikou elektrickych obvodov, s
pohybovou rovnicou pre prud

dd
UZ:Ri(l‘)—f—E. (240)

kde Uz je napitie na zdroji, R je celkovy odpor obvodu, & je Casovo premenny magneticky tok. Magne-
ticky tok md samoindukénd Cast’, L(#)i(r), kde L(r) induk¢nost’ motora, a Cast’ pochddzajiicu z perma-
nentného magnetu, [ Bmag ds. L(t) sa pri pohybe motora mdZe menit’ s ¢asom, ¢o modifikuje silovym
Ucinok externého pol’a magnetu By4¢.

Magneticky tok zachyteny n-tym zdvitom je

®, (1) = / B-dS = BScos(w — nAa) = BScos(¢ — /2 — nAa) = BSsin(¢ — nAc) (241)
a jeho prispevok k indukovanému napitiu bude
d .
U, = sgnacbn(t) = sgnBScos(¢ —nAct)g. (242)

Kvdli zberatom bude znamienko tohto napitia v obvode vzdy, ked’ je cos(¢ —nAca) < 0 zmenené, Co je
znacené symbolom “sgn”. Toto opét” vytvdra absoldtnu hodnotu z funkcie cos( ),

U, = BS|cos(¢ —nAa)|o. (243)

Opit’ moéZeme ziskat’ limitu hustého vinutia,

N—-1 N—-1 _
Una = Y, Us=BSY |cos(¢p—nAa)|$ = (244)
n=0 n=0
— BseY / " da|cos(é — )| (245)
= BS¢2—N = K9, (246)

kde sme vyuzili, ze 2rl = S.

Energetické bilancia v elektro-mechanickom systéme

Vyskyt identickej konStanty pri indukovanom napiti a pri momente sily motora je principidlne dolezity
- préca, ktord kond motor je Wyy = [ dtD¢. Této musf sdvisiet’ s energiou ktord dod4 batéria. Z rovnice
(240) ndjdeme pre tito energiu,

Whar = /dtUzl /dtRl —f-/dl‘Umdl (247)

Pouzitim vysledku (246)) ndjdeme

Wiy = / iR (1) + / diK$i(r) / iR (1) + Wiy, (248)

kde prvy Clen predstavuje ohmické straty v obvode a druhy je presne praca konand motorom.

Pohybové rovnice jednosmerného elektromotora Je dolezité si uvedomit’, Ze iplné modelovanie me-
chanického systému s motormi predstavuje vlastne paralelné rieSenie nie len dynamiky mechanickych ale
aj elektrickych stuptiov vol'nosti. Napriklad nas tu Studovany problém predstavuji prepojené diferencidlne
rovnice pre uhol pootocenia elektromotora a prid v riadiacom obvode,

Ivd(t) = Ki(t) = Dz(qi(t)), (249)
Uz(t) = RI(t)+Ko(t) (250)
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kde Dz(g;(t)) indikuje moment zat’aZe motora, ktory moZe zavisiet' od d’alSich stupniov vol'nosti a teda
vyzadovat’ d’alSie diferencidlne rovnice. V tomto jednoduchom pripade mozno prid priamo vyjadrit’ z 2.
rovnice ¢o eliminuje problém rieSenia dvoch rovnic.

Casto je viak nutné uvazit’ aj samo-indukénost’ zavitov, o vedie k vyskytu prvej derivécie pridu v 2.
rovnici a teda k skuto€nému systému dvoch prepojenych diferencidlnych rovnic.
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3.8 Energeticka bilancia v formalizme Lagrangeovych rovnic

Budeme uvaZovat’ systém N hmotnych bodov, s polohovymi vektormi 7;, nachddzajici potencidlovom poli
charakterizovanom celkovou potencidlnou energiou tychto bodov U (7, ...,7y). Naviac, nech na kazdy
hmotny bod pdsobi aj nepotencidlovd sila F;. Tento systém nech obsahuje N, holonémnych viizieb tak e
na jeho popis posta¢i M zovSeobecnenych siradnic g;. Ako uZ vieme, tieto spfﬁajli Lagrange-Eulerove

rovnice
d dL OJL

dtdq; f  dq; ]
Précu, ktort za Cas T vykona nepotencidlova sila Q; (inak predstavujicu zmes nepotencidlovych sil Q; =

=Q;,j=1,.M (251)

Ziﬁg—?) najdeme podl'a rovnice 113} t.j. vyndsobenim Lagrange-Eulerovych rovnic s ¢; a integrovanim
J

doL oL\, .
/dt(aa—qj—a—%)qj.—wjd—1,...,M (252)

(Nasledovné nebolo odpredndsané, ale pre tiplnost’ diskusii o energetickej bilancii)
Celkové praca nepotencidlovych sil sa ziska suc¢tom takychto rovnic,

d JL JL
“znepot o 2 : N .
B 7 /dt (dt aqj' 8qj> 4 253)

cezcas T,

PretoZze Lagrangeova funkcia je funkciou vSetkych sdradnic a ich rychlosti plati,

dL( . ) = Z dL +8L,_‘
dt q1s--s4M>q1,---,4M aq]q] aq]q]
pomocou ¢oho dostaneme pre celkovi pracu nepotenc1a10vych sil,
d dL JdL
wheror - — /a’t (——_ — —) qi (254)
Zj: dt ac]j 8qj J
d JdL JdL dL

= dt( | —=—)4i+=—¢;|— | dt— 255
;/ ((dzaqj)qf+aqjqf> dr (233)

- d L L
_ / ' (Zj:a—qjq,> Ll (256)

Ked'ze prvy Clen je

JL . JE; . d I 5\ .
Lo = Loyt Lay (22 | |>q’
B 1 1212 IV dq;
- T () 55 =
1 d7; dq;
= Vi | =m;|V; 2 cpad- 24
;Z ; (Zm P ) dqj dt =

1 dr
= Yv; (Em,|v,\2) d—r—ZVw( m,|vl|2> (260)
— ZVV,( ml|vl\2) vl—Z(mi|\7i|2):2Ek, (261)

1

a L = E; — U, njjdeme vyjadrenie zdkona zachovanie energie pre mechanicku sustavu,

wneret — (B, +U)[1=) (262)
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3.9 Inverzné pouZitie Lagrangeovych rovnic

Priame pouZitie Lagrangeovych pohybovych rovnic znamend, Ze pre predpisané nepotencidlové sily od
motorov hl’addme, ako sa budd menit’ v ¢ase jednotlivé stupne vol'nosti, t.j. rieSime systém diferencidl-
nych rovnic.

Z hl' adiska navrhu mechanizom je doleZzita aj opacn4, t.j. inverznd uloha, ked’ navhrneme ako sa maji
menit’ suradnice a nasledne hl’addme, aké sily a momenty sil v motoroch takyto pohyb dokazu realizovat’.
Inverznd uloha - ak m4 rieSenie - je v skutoCnosti jednoduchsi problém, ako je rieSenie diferencidlnej
rovnice.

Predstavme si, Ze madme mechanicky systém s dvoma stupiiami vol'nosti g1 a ¢», na ktory pdsobia dve
zovseobecnené sily Q; () a Q»(¢). LPR budd mat’ tvar

E(?_ql - a—ql = O (t) (263)
d JL JL
Ea_qZ - a—qz = O (t ) (264)

V pripade inverznej tGlohy predpiSeme ¢asovi zavislost' g;(t) a ¢»(t), potom rovnice a priamo
predstavuju explicitny predpis pre ndjdenie zovSeobenenych sil, potrebnych pre zvolent kinematiku dantd
predpismi g1 (t) a ga(t).

Komplikovanej$ia tiloha je, ak pocet motorov je mensi ako pocet stuptiov vol’nosti, t.j. v naSom pripade
ak napriklad Q,(7) = 0 (neuvaZzujeme trenie). V tomto pripade nemdZeme akokol'vek predpisat’ ¢ (¢) aj
g>(t). Stratégia hl'adania riadenia je potom taka, Ze predpiSeme spravanie sa jedného stuptia vol'nosti,
povedzme ¢ (t), rieSenim diferencidlnej rovnice k tomu ndjdeme konzistentnd Casovu zdvislost’
q2(t), a aZ zo znalosti tejto dokdZeme ndjst’” zovSeobecnend silu Q (), ktord ndm pozadovanu kinematiku
pre g (t) zabezpedi.
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3.10 Variacny princip a Lagrangeove rovnice

3.10.1 Matematické minimum z funkcionalnej analyzy

S[fix)]

%) /\
m 3/1x) s
Slg(x)]

X

Obr. 13: Funkciondl S| | priradi funkcii f(x) ¢islo na redlnej osi. Ak je spojity, tak dvom “bliz-
kym funkcidm” f(x) a g(x) v zmysle zavedenej miery, priradi dve blizke ¢isla na redlnej osi. Rozdiel
g(x) — f(x) = 8 f(x) mozno chépat’ ako mald zmenu funkcie f(x).

Analogicky definicii redlnej funkcii N redlnych premennych, ktord predstavuje zobrazenie
fx): xeRV =R (265)

sa zavddza aj pojem funkciondlu, ktory prirad’uje funkcii (napr. redlnej funkcii redlnej premenne;j x, defi-
novanej na intervale x € (a,b)) redlne &islo (Obr. [13)),

S[f(x®)]: f(x) = R. (266)

Ak by sme nebrali spojité x € R, ale M vybranych diskrétnych hodndt {x;}!2, (vzorkovanie redlnej
osi), potom sa na funkciondl mdZeme pozerat' ako na funkciu mnohych redlnych premennych { f,}i‘i 15
SCFC1), S (2),oen f(000)) = S(fi for oo i)

Definicia (266) sa najlepSie demonstruje na konkrétnom priklade.
Priklad: Funkciondl S| | priradi I'ubovol'nej kvadraticky integrovatel'nej funkcii f(x) na intervale (0,1)
redlne ¢islo pomocou predpisu

1
S = [ () . (267)

(k je redlne nemenné Cislo, t.j. parameter).

Podobne ako je to v matematickej analyze funkcie redlnej premennej, mozno zaviest pojmy ohra-
nicenia, spojitosti (Obr. [I3)) a derivicie. Pre ne je potrebné mat’ zavedend mieru na mnoZzine funkcii,
t.j. pojem vel'kosti funkcie |f(x)|, aby sme mohli hovorit’ o dvoch funkcidch vzdialenych od seba o €.
Existuju viaceré uzito¢né miery funkcii, jedna z najbeznejSich je

b
| 1rt)Pa. (268)

MnozZina funkcii obohatend takymto pojmom miery (alebo vel'kosti ¢i normy) sa nazyva aj priestor
L?(a,b). Dve funkcie f(x) a g(x) sa potom povazuji za “blizke”, rsp. v € okoli ak

b
() — g(x)] = / (F(¥) — g(¥))2dx <€ (269)

Pojem derivécie funkciondlu je doleZzity aj pre nase ucely a naznac¢ime si tu jejho zavedenie bez naroku
na matematickd presnost’.
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Varidcia funkciondlu je roz§irenim pojmu diferencidlu funkcie N redlnych premennych. Tento dife-
rencidl d f predstavuje linedrne zobrazenie, ktoré N malym prirastkom Axy, ..., Axy, pri fixovanej hodnote
x ktord v diferencidly predstavuje parameter, priradi zodpovedajtci prirastok funkcie f(x) E|

d
df = Z a—fi (x)dx;. (270)

Podobne, varidcia funkciondlu je linearny funkciondl, ktory malej zmene funkcie & f(x) (Obr.[13)) priradi
zodpovedajicu zmenu pévodného funkcionélu,

OS[f(x)] = S[f(x) + 85 (x)] = S[f(x)] = /V(X')5f(X')dX’ (271)

pri¢om integrujeme cez oblast’ definicie funckie f(x).
Zavedent funkciu pod integrdlom

6S[f(x)]
N = 272
=S 10w) e
nazyvame funkciondlna derivdcia. Opidt’, najlepSie je demonStrovat’ pojem varidcie na vysSie uvedenom
priklade funkciondlu.

Priklad: )
SI0) =2kf(x") (273)
Ako? Nech 4 f(x) je mald zmena f(x) potom
8S[f(x)] =S[f(x) +8f(x)] = S[f(x)] = ... = /ab 2k (x)8f (x)dx (274)

Funkcional m6ze nadobudat’ extrém vo funkcii f,(x) ak je jeho varidcia v okoli tejto funkcie nulova
OS[fe(x)] =0, (275)

nakol’ko v tomto pripade sa pri malej zmene funkcie f(x) = f.(x) + 0 f(x) hodnota funkciondlu nemeni.
Tato podmienka je ekvivalentna rovnosti nule funkciondlnej derivéicie

% -0 (276)
SO f=r)

Co typicky predstavuje (funkciondlnu, napr. diferencidlnu) rovnicu pre funkciu f,(x).

3.10.2 Matematicka forma variacného principu pre Lagrangeove pohybové rovnice

Lagrangeove pohybové rovnice mozno ziskat’ z podmienky extrému funkciondlu

Slait)) = [ drLlae). i) e

t.j. funkciondlu daného integrailom Lagrangeovej funkcie cez Cas, pocas ktorého Studujeme pohyb, pri
danej pociatocnej a konecnej hodnote stupriov vol’nosti, t.j. z podmienky

6L(q1(t),---,qn (1))
64i(1)
3Zobrazenie v tom zmysle, Ze napr. fixované x = (x,y) = (1,2) priradi k dx = (dx,dy) = (0.1,0.01) hodnotu df =

If(xy) 1 If(xy) ‘ 1
I (1,2)0. + Iy (1’2)0.0 .

85(qi(1)] = 0=

=0,i=1,..,N (278)
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kde L(q1,92,...,q9m,41,4>2, ---,4n) je Lagrangeova funkcia N zov§eobecnenych stradnic ¢; a k nim patria-

cim N zovSeobecnenych rychlosti ¢;. Tento funkciondl sa vo fyzike nazyva aj ticinok. Uvedomme si, Ze pri

zavedeni chdpeme tento ako funkciondl len ¢;(¢); ¢;(¢) sd uz od nich odvodené “zévislé” veliCiny.
HI'adajme varidciu funkciondlu S| |,

6S[q(t)] = |5qhm {Sla(r) +84(t)] — Sla(1)]} (279)

= [ (o) + 890, + 8ae)) ~ [ (La)aw)) @30

= [ ar(Geoa)+ Gesac) ) ©81)

kde sme v poslednom kroku vyuzili fakt, Ze d¢(z) je mald zmena, a preto méZeme v jej okoli rozvinit
Lagrangeovu funkciu do Taylorovho radu a ponechat’ len konstantny a linearny Clen. V poslednom vyraze
v druhom ¢lene prevedieme integraciu per-partes,

ssig] = [ ar{Gceaw)- (55 ) sar+ 5 (Goa) | 282)

L d IL oL !
[ ar (5 -G 5e ) dat)+ o8| 283)
Nakol'ko pociatocnd a kone¢nd hodnota stuptia vol'nosti, g(0) a ¢(T') sd pevne dané, uvazovand variicia
0g(0) =0 a 8q(T) = 0 a preto posledny ¢len v rovnici (283) je nulovy. Nakol'ko aZ na tieto okrajové

podmienky mdzu byt' 8¢(¢) I'ubovolné, no pritom musi byt’ varidcia (283)) v extréme nulovd, musi pre
extremdlnu trajektoriu g, () platit’ rovnica

oL_dok_, (284)
dq dtdq

v ktorej jasne rozozndvame Lagrange-Eulerovu rovnicu. Tento vysledok je vSeobecny pre 'ubovol'ny
funkciondl v tvare (277), no v $pecidlnom pripade, ak je L = Ex — U pre systém itt, kde Ex je celkova
kineticka energia a U celkova potencidlna energia, potom sa dand formulécia tyka formuldcie mechaniky
systému idedlne tuhych telies.

3.10.3 Klasické variacné problémy

Rotacné telesa s minimalnym povrchom. UvaZzujme teleso, ktoré vznikne rotaciou okolo osi x funkcie
h(x) na intervale x € (x1,x;). Zaujima nds, akd ma byt’ tito funkcia, aby bol povrch vysledného objektu
minimalny ak A(x;) = hy a h(xp) = hy st dané.

Vyjadrime si povrch telesa pre dand funkciu A(x),

/ dx2mh(x h’) + 1. (285)

Extrém funkciondlu ndjdeme z Lagrange-Eulerovej rovnice,

L(h,/') = 2mh(x)\/(h)?+1 (286)
J — N2
L= 2my /() +1 (287)
d 21h(x)H (x)
— L = —/— /7 288
on ()2 +1 (289)
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s vyslednou rovnicou

d h /
/—/ ( )

Prekvapivo, tito rovnica mé analytické rieSenie (pomocou Hamiltonovej funkcie...)

h(x) = c1 cosh (chz) , (290)
1

kde konStanty c; a ¢ st uréené stiradnicami koncovych bodov, A(x;) = hy a h(xy) = hy.
Tvar zaveseného lana. Druhou tlohou je najst’ tvar lana so zndmou hmotnost'ou na jednotku dlzky
u, celkovou dlzkou /, ktoré visi v homogénnom gravitatnom poli, priCom jeho konce st uchytené v dvoch

bodoch ktorych vzdialenost’ 4 /x% + y% <.
Velicina, ktord bude nadobtidat’ extrém - minimum - je celkova potencidlna energia lana,

U= /dl,ugh(l), 291)

kde A(l) je vyska, v ktorej sa nachddza element lana s dizkou d. Tento integrél po krivke mdZeme para-
metrizovat’ pomocou horizontélnej suradnice x a vySky v ktorej sa lano nachddza h(x), pricom element
dlZky bude

dh
dl = ( > + ldx. (292)
dx

Na krajoch x = 0 a x = x; je poloha lana predpisand, 4(0) = 0, h(x;) = y;.
Samotné funkcie i(x) nem6zu byt celkom I'ubovolné, ale také, aby celkova dlzka lana bola I, t.j.

musia spfﬁat’ podmienku
X1
/ JH )2+ 1dx—1=0 (293)
0

Tuto bocni podmienku zahrnieme k problému hl’adania minima potencidlnej energie pomocou metddy
Lagrangeovych multiplikdtorov, takZe nakoniec hI’addme extrém funkciondlu

{/dx (W(x))2 + 1) pgh(x (/ J( (& +1a’x—l>} (294)

kde A je Lagrangeov multiplikétor zaru¢ujici predpisand dizku lana [.
Na posledny vyraz sa mézeme pozriet’ ako na Lagrangeovu funkciu

L(h(x),H (x)) (295)

kde x zodpovedd Casu a h stupiiu vol'nosti v naSom doterajSom pouzivani Lagrangeovho formalizmu.
Zodpovedajica Lagrange-Eulerova rovnica potom nadobuda tvar

= g (h'>2+1 (297)

dL ugh—A
= = h— ,/ W)2+1= 2
o7, (ugh—21) dh’ + —h’ B (298)
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s vyslednou diferencidlnou rovnicou pre i(x),

d ugh—21
———h - W)2+1=0. 299
5 T pgy/ (1) (299)

Aj tato rovnica mé analytické rieSenie (podobna ako vyssie), tento krat v tvare

Lgh(x) = A +ci cosh (xzcz) , (300)

kde tri konStanty A, ¢ a ¢, st ur¢ené siradnicami koncovych bodov, 2(0) =0 a h(x;) = y;, a poZadovanou
dizkou lana I.

Brachistochrona. Posledny problém predstavuje otdzku tvaru trajektérie po ktorej sa pohybuje bod
v homogénnom gravitanom poli z pokoja a vySky 7 =0 na h = —d < 0 (priCom zaciato¢ny a koncovy
bod su od seba vysunuté aj horizontélne) tak, aby ju presiel za najkratsi Cas. Jej rieSenim je krivka zvana
cykloida, no pre kratkost’ Casu sa tu tymto problémom zaoberat’ nebudeme.

3.10.4 Lagrangeova funkcia pre mechatronické systémy

UvaZujme elektronicky obvod pozostdvajici z kondenzétora a cievky - vinutia na motore, ktory je prepo-
jeny s mechanickym motorom.

Ukédzeme si, Ze dynamika takéhoto systému je takd, aby naboj na kondenzatore Q(¢) a uhol otocenia
¢ (1) predstavovali extrém pre funkciondl postaveny z Lagrangeovej funkcie

1

5 C (301)

L, 1,

L(9.9.0.0) = 316> + KO + 3LO” -
kde I je moment zotrvacnosti motora, K je konS$tanta vystupujica v momente sily od jednosmerného mo-
tora (239), C je kapacita kondenzatora a L induk¢nost’ motora. Posledné dva ¢leny su analégiou rozdielu
kinetickej a potencidlnej energie v mechanike - v tomto pripade je to rozdiel energie elektrického pol'a v
kondenzétore a magnetického pol’a v motore. Lagrange-Eulerova rovnica pre ¢ ndm da uZ zndmu rovnicu,

1) —KQ=0 (302)

UvéZenim 7e Q = I(t), elektricky prid, nachddzame Ze tito rovnica zodpovedd prvej z rovnic (249).
Rovnicu pre naboj ndjdeme rovnako I'ahko,

d 0 d . d d . N
—L=—=, —L=K¢+L ——L=K¢—+L 303
takZe vyslednd rovnica je
K¢ +LO+ % =0. (304)

Tato zodpovedd Kirchhofovému zakonu pre tento obvod, t.j. ide o rovnicu zodpovedajicu ([250).

Z tohto jednoduchého prikladu vidiet’, Ze sily, ktoré sa z hl’adiska Cisto mechanickej sustavy zdali byt
nepotencidlové, mozu byt zahrnuté do Lagrangeovho formalizmu ak rozSirime pocet stupfiov vol' nosti,
pricom tieto zd’aleka nemusia byt len geometrickymi stupfiami vol’ nosti.

Zaroven si vSimnime, Ze konStanta K v oboch rovniciach je nevyhnutne ta istd nie len z hl'adiska
energetickej bilancie, ako sme videli uz skor, ale vychiddza priamo z jediného interakéného ¢lena medzi
geometrickym a elektrickym stuptiom vol'nosti v Lagrangeovej funkcii v tvare AL = KQ¢.
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4 Dynamika kontinua

4.1 Vedenia tepla
4.1.1 Rovnica vedenia tepla

Ako prvy priklad dynamiky kontinua budeme rozoberat’ problematiku vypoctu teploty v rozloZitom te-
lese. Kontinuum znamend objekt, ktory povaZzujeme za spojity v priestore a preto existuji veliCiny, ktoré
nds zaujimaju, a su meratel' né v kazdom bode priestoru. V tejto Casti pdjde o teplotné pole, hustotu toku
tepla, hustotu vnutornej energie ¢i hustotu hmotnosti.

Pojem “teploty” rozsirime na fyzikdlne pole - lokdlnu teplotu v danom mieste telesa 7' (7,¢), ¢o zod-
poveda teplote telesa v mieste 7 a Case ?.

Uvazujme dany objem Q, ktory je vyplneny uvazovanou latkou (v anglickej inZinierskej literatire tzv.
control volume). Preni budeme uvazovat’ 1. zdkon termodynamicky,

du dw dQ

=

Vnitornd energia tuhych latok méze byt komplikovanou funkciou stavovych parametrov (7, p, B, ...)
no my sa tu obmedzime na jej fenomenologicky popis zndmy z kalorimetrie, platny pri konStantnom tlaku
a vramci rozumného intervalu teplot,

AU = mc,AT (306)

Podobne ako je zavedené lokdlne teplotné pole, je potrebné zaviest’ aj lokdlnu vnitornd energiu. Pretoze
vnitornd energia je extenzivna veli€ina, t.j. rastie linedrne s mnoZstvom latky (napriklad poctom castic
tvoriacich latku, po¢tom molov ¢i hmotnost’ou), moZno zaviest’ vnitornd energiu na jednotku hmotnosti
- mernd vnatornu energiu -

Au=AU/m = c,AT. (307)

Ak budeme uvazovat’ vnutornd energiu, ktord ma latka nachddzajica sa v malom objeme dV v mieste 7,
potom tato bude dand vyrazom

dAU = Au(P)p(F)dV = p(7)c,AT (F)dV, (308)

kde p(7) je hustota (hmotnosti) latky v mieste 7.
Pre deje, pri ktorych sa nementi teplota (a teda aj mernd vnttornd energia) len v priestore ale aj v Case,
budeme uvazovat’ nasledovné zovSeobecnenie posledného,

dAU = u(7,t)p(7,t)dV = p(7,t)c,AT (7,1)dV. (309)

V nasom pripade budeme uvazovat’ len ideédlne tuhé teleso a preto pre hustotu bude platit’ p(¥,t) = p =
const.

Ak sa teraz vratime k objemu €, bude zmena vnitornej energie latky, ktord sa v iom nachddza, dana
suctom vnutornych energii latky nachadzajicej sa v jednotlivych malych objemoch dV,

AUq(t) = /Q dAU = /Q d*rpc,AT (7.7) (310)

Ak budeme uvazovat’ zmenu AU ako zmenu za kratku ¢asovy interval Az — 0, budeme moct’ vyjadrit’
Casovd derivaciu v rovnici (303)) v tvare

dU s dT(#7)
i . 11
dt /Qd Py (311)

47



100°C

E
O

i T

Obr. 114

Obr. 14: K empirickému urceniu Fourierovho zdkona. Prevzaté z [6].

Na pravej strane 1. vety termodynamickej, (305)) vystupuje mnozstvo tepla dodané litke v objeme
Q. Dodané teplo moéZeme rozdelit' na teplo dodané cez povrch a teplo vygenerované. Pre popis tepla
dodaného cez povrch sa zavadza velicina hustota tepelného toku fQ, ktord vyjadruje mnoZstvo tepla pre-
chadzajuceho jednotkovou plochou za jednotku Casu.

Experimentdlne zavedenie tejto veliiny je demonstrované na obrazku [14] a krasne popisané v Ilko-
vicovej ucebnici [6]. VyhrievaC na I'avej strane tyCe doddva teplo do kovovej tyCe, ktord ho ndsledne
prevadza do zmesi vody a I'adu. T4 mé konStantnu teplotu (0°C), no na zdklade merania mnoZstva I'adu
vieme urcit’ aké mnozstvo tepla bolo vode s I'adom dodané. Takymto meranim ustdleného stavu by sme
prisli k vzt ahu pre dodana teplo,

1
AQ = koSt (T~ Tp), (312)

kde kg je koeficient tepelnej vodivosti - konStanta charakteristicka pre materidl tyCe, S plocha prierezu tyce,
I dizka tyce, t Cas a Ty — Tp rozdiel teploty vI'avo (vyhrieva®) a vpravo (voda s 'adom). Aby bol priebeh
teploty na obrdzku ¢o najlinedrnejsi, je potrebné vziat’ len kratku ty¢ a maly rozdiel teplot, nakol’ko inak
dochddza k tniku tepla stenou tyCe. Ak si zavedieme kladny smer osi x zI'ava (L) doprava (P), potom
tento vzt'ah kratku tyC s dizkou dx mozno prepisat’ do tvaru

T, — Tp oT

AQ = koSt = —koSt— 313
Q=ko dx " ox (313)

Nakoniec zavedenim veliCiny prenosu tepla za jednotku ¢asu na jednotu plochy ndjdeme vzt'ah pre hustotu

toku tepla,
oT

0= —kop—. 314

Jo 0 (314)
Tento vzt ah vyjadruje termodynamicki tendenciu vyrovnavat’ teplotu v ramci akéhokol vek fyzikdlneho
systému. Symetrické zovSeobecnenie pre ulohy, kde teplota modze zavisiet' od vSetkych sdradnic, je vektor

hustoty toku tepla
Fo = —kgVT(F1),V =T + 7O+ 72 315
Jo=—koVT (#1), —la—i-]a—y‘f— o2 (315)
uddvajici mnoZstvo tepla prechadzajiceho ploskou ds za jednotku Casu vyrazom fQ .dSs. Fyzikdlna jed-
notka hustoty toku tepla bude zrejme [jo] =W m~2. Rovnica sa nazyva aj Fourierov zdkon.
Samotny koeficient tepelnej vodivosti mierne zavisi od teploty (obrazok (15))) a jeho hodnota pre par
dolezitych materidlov je v tabul'’ke
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Figure 15.2 Thermal Conductivity of Several Materials at Various Temperatures.
(From M. Jacob and G. A. Hawkins, Elements of Heat Transfer, McGraw-Hill
Book Company, New York, 1957, p. 23. By permission of the publishers.)

Obr. 15: Prevzaté z [3]]. 1°R=5/9K, 1Btu/(hr ft °F) = 1,73 Wm~! K~!
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Materidl || p [g/cm’] | My,

[g/mol] [ c[Tmol 'K '] [ ko [Wm 'K ']

Au 19.3 196.96 25.418 318
Cu 8.96 63.55 24.44 401
Al 2.7 26.98 242 237
Si 2.32 28.08 19.789 149

Tabul'ka 1: Reprezentativne termo-fyzikalne parametre vybranych materiadlov

Nakoniec, teplo vygenerované v malom objeme dV si oznac¢ime ako ¢(7,7)dV. Ako priklad mozno
uviest’ Joulove straty spdsobené tokom elektrického pridu daného hustotou elektrického prudu f(?,t)
indukovanou elektrickym pol'om E(7,1),

g=J-E. (316)

Rozmer hustoty zdrojov tepla je [¢] =W /! m’
Nakol'’ko smer ploSného elementu ds | je konvenéne brany ako vonkaj$ia normala, nijdeme spojenim
povrchového a objemového prispevku pre teplo dodané do oblasti

ae :/d3rq(7,r)—/d§-]Q, 317)

Za predpokladu Ze na latke v objeme Q nekondme pracu, dW /dt = 0, kombinaciou posledného vzt’ahu
s rovnicou pre ¢asovi zmenu vnutornej energie (311) ndjdeme,

/d3rpc /d3rq 7,1) /dS Jjos (318)

kde X je plocha uzatvérajiica objem €. PloSny integrdl m6Zeme pomocou Gaussovej vety premenit’ na

objemovy,
/d3rpc /d3rq 7,t) /d3rV Jo- (319)

Vzhl’adom na to, Ze vol'ba objemu € je 'ubovolnd, musi byt nulovy samotny vyraz pod integrdlami,

oT . »
pes- =q(7,t)—V-jo. (320)

Kombinéciou Fourierovho zdkona a poslednej rovnice ndjdeme nakoniec rovnicu vedenia tepla v itt,

T
pcaa—t — §(7,1)+V - koVT. (321)

Ak je kg dostatoCne nezavislé od miesta (aj teploty) potom mame

pcaa—f = §(7,1) + kAT (322)

4.1.2 OkKkrajové podmienky

Samotnd rovnica vedenia tepla plati len v tej oblasti, kde sa materidlové veli¢iny menia hladko (mini-
malne diferencovatel'ne). Na okraji latky je potrebné uvazit' okrajové podmienky, ktoré musi teplotné
pole spfﬁat’.

VoI'ba okrajovych podmienok zavisi od fyzikélnej situdcie, typické priklady predstavuju:
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e Dirichletove okrajové podmienky, T'(7,¢) = Ty pre 7 na okraji materidlu, t.j. v kontakte s telesom
s vel'kou tepelnou kapacitou (rezervodr).

e von Neumanove okrajové podmienky, VT (7,¢) - dS = 0 na okraji, t.j. v kontakte s perfektnym izo-
lantom.

e Nenulové von Neumanove, odvddzanie tepla konvekciou (vzduch, kvapalina) fQ .dS = dShoAT
kde hg je koeficient konvekcie pre dané rozhranie, zavisi od typu pridenia, teploty, tlaku,... typické
hodnoty st dané v tabul'ke (2), a AT = T(0) — Tp, kde T(0) je teplota povrchu telesa a Ty je teplota
prostredia (vzduch, kvapalina).

Mechanizmus ho [W.m 2K ]
stojaci vzduch 5-50
pradiaci vzduch 25-250
pridiaca voda 250 - 15000
vriaca voda 2500 - 25000

kondenzujica vodnd para 5000 - 200 000

Tabul'ka 2: Typické hodnoty koeficienty prestupu tepla na rozhrani dvoch prostredi. Podl’a [3]

e Strata tepla tepelnym Ziarenim (Stefan-Boltzmanov zdkon)

2wk

= W =5.6704 x 1078 kg 873 K74
C

jo-dS=dSo(T*—Ty),0

na okraji materialu.

e Kombin4cia poslednych dvoch.

4.1.3 Stacionarne vedenie tepla

Ak st hodnoty fyzikalnych poli nemenné v ase hovorime o staciondrnych procesoch. V pripade vedenia
tepla, rovnica ktord staciondrny rezim popisuje bude

0=g(7,1)+V -koVT, (323)

alebo pre hustotu toku,
0=¢4(%,1)+ V- jo. (324)

Integrovanim cez I'ubovolnu priestorovi oblast’ a pouzitim Gaussovej vety ndjdeme uzito¢ny vzt ah,
/ dS-5p=—a. (325)

Prirodzene, ide o presné analdgie Poissonovej rovnica pre elektrostatické pole v pritomnosti ndbojove;j
hustoty p,

v.E=P (326)
€
a z nej vyplyvajicu Gaussovu vetu pre elektrické pole.
Priklad: Nech potrubim s vnitornym polomerom r; preteka voda s teplotou 7;. Ak potrubie je medena
rirka s vonkaj$im polomerom r;, ktord je obalena izolujicim materidlom s vonkaj$im polomerom r3,
a pozname koeficienty tepelnej vodivosti medi a izolaného materidlu, aké mnozZstvo tepla stricame na
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jednotku diZky potrubia, ak teplota okolia je #y a koeficient prestupu tepla medzi izolantom a vzduchom

jehQ?
V medi,
—j(r)2mril+ j(r)2nrl = 0 (327)
jry = jlr)r/r (328)
oT i
_kC”W = Jj(ri)r/r (329)
T = 2 const (330)
kCu
Okrajové podmienky
HnH = —mlnr1+const (331)
kCu
Hh = —](rl)rl Inr, 4 const (332)
kCu
hon = ANy (333)
kCu r
1dQ i 2z
T J(rl)zﬂrl—@kw(h—tz) (334)

Teplo ktoré stracame na potrubi o dizke [ je
1dQ

T = —j(r1)2mry (335)
takZe ndjdeme vzt ah pre pokles teploty medzi vnutornym a vonkajS$im polomerom medene;j tribky
1 r1 dO
h—t= In—— 336
VTR T ke, 1y dt (336)
podobne, pre pokles teploty na izolujicom materidly by sme nasli
1 d
h—ty = In"29< (337)

2miks, s di

pri¢om celkové mnozstvo prestupujiiceho tepla, dQ/dt musi ostdvat’ v staciondrnom vedeni nemenné.
Nakoniec, okrajovd podmienka a koeficient prestupu tepla da vzt'ah
1 1 do

= 338
hQ 2nrsl dt ( )

13 —1t) =

S¢itanim vSetkych troch rovnic ndjdeme vysledny vzt ah pre rozdiel teplot vnitri a v prostredi,

1 ) 1 r3 1 1 dQ
f—to= In"2 "4+~ - 339
1= <27rlch " Tk g 27rr3l) ( dt) (339)

Vidime, Ze charakteristiky jednotlivych vrstiev sa spocitavaju, podobne ako elektricky odor pre rezistory
zapojené v sérii. Analégia s obvodmi zodpoveda priradeniu

hH—ty — U (340)

dQ
_x 1 341
R (341)

1 r
In— R 342
ke (342)
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Veli¢inu, charakterizujicu vzt ah medzi rozdielom tepldt na okraji tepelného vodica a celkovému toku
tepla, preto hovorime aj tepelny odpor Rr, takze pre vysSie rieSené vedenie cez stenu medenej tribky
nachddzame
1 )
= In—.
Zﬂlkcu n

Ry (343)

4.1.4 Nestacionarne vedenie tepla

Pri rieSeni nestacionarnych problémov nas zaujima nasledovny problém: ak médme v Case r = 0 dané roz-
loZenie teploty v latke, ako sa bude toto rozloZenie menit’ v nasledujicom Case? Tento problém je vel’'mi
blizky rieSeniu dynamiky systému telies, kde nds tiez zaujima Casovy vyvoj, pri zadani pociatocnych
hodndt stupiiov vol'nosti. V pripade dynamiky kontinua nazyvame pociatocny tvar uvazovanych poli po-
ciatocnou podmienkou. Je dolezité, ze aj tato nemodze byt akdkol vek, ale musi spfﬁat’ uz diskutované
okrajové podmienky.

UvaZujme zjednodusenu ulohu vedenia tepla v medenej tyc¢i, ktord je na krajoch tepelne dobre spojené
s rezervoarami tepla pri teplote 7p. Nech v Case t = 0 je dany pociato¢ny nehomogénny profil teplotného
pol'a v tyci

T (x,t = 0) = T, cos(nx/1)) + Tp (344)

Tento moZe byt” vytvoreny napriklad joulovymi stratami v dosledku tecenia pradu, priCcom pre ¢t > 0 je uz
elektricky prid nulovy a preto sa d’alSie teplo negeneruje.
Nésledny ¢asovy vyvoj ndjdeme tak trochu hddanim rieSenia v tvare

T(x,t) = e '/"T,cos(mx/l))+Tp (345)
s ¢im ndjdeme, Ze toto bude spfﬁat’ rovnicu vedenia tepla ak
cpl?
T= . 346
o (346)

Vidime teda, Ze teplota v ty¢i sa vyrovna s teplotou v rezervodri na casovej Skdle dané 7. Pre medenu ty¢
s dizkou [ = lcm vyjde ¢as T ~ 0,01s.

KomplikovanejSie dlohy, pre 'ubovol'ne dany pociatoény teplotny profil mozno riesit” Fourierovou
transformdciou pricom Casova skdla vyrovnania teploty bude vzdy rddovo dand ¢asom 7, kde / je charak-
teristicky rozmer teplotného profilu pre t = 0.

4.1.5 Numerického riesenie ¢asovo-zavislych problémov vedenia tepla

PouZijeme zobrazenie na diskrétny model, diskretizdciou priestorovej premennej:

8T(x,~,t) . kT(xi + Ax,t) — ZT()C,',I) + T(xi — Ax)
ot B (Ax)?
v bodoch x; = xg + iAx, pre i = 1,...,M — 1 + okrajové podmienky pre xq a xp.
PouZijeme Eulerovu metddu rieSenia vyslednych obycajnych diferencidlnych rovnic tak Ze diskretizu-
jeme aj Cas, t € (0,ty) — t, =ndt,n=0,1,2,...,N:

T (xig1,tn) — 2T (xi, 1) + T (Xi—1,12)
(Ax)?

+ G (xi,t) (347)

T(xbtn—i-l) = T<xi7tn)+k 5+Q<xl’>tn>5 (348)

Tieto rovnice mozeme riesit’ iteratne numericky, zacinajic s pociatocnou podmienkou T (x;,t = 0) =

To(x;)-
Na prednaske boli aj obrazky ako propagujeme o krok o a 26.
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ql q2

Obr. 16: Jedno-rozmena retiazka harmonickych oscilatorov predstavuje v limite N — co, NAx = L model
jednorozmerného elastického kontinua.

4.2 Uvod k pohybovym rovniciam kontinua

e Kontinuum - systém zo spojito vel’a stupiiov vol' nosti, napr. deformovatel'né tuhé latky (elastické,
neelastické), kvapaliny a plyny (hydraulika), tepelné pole (chladice), elektromagnetické pole.

e Ako budu vyzerat’ pohybové (dynamické) rovnice?

%Qi(t) = filq1(t),-.,qn(t)) = %Cl(iaf) = fi(q(j,1)) (349)

dal’ej miesto nekonecne vel’a diskrétnych indexov i zavedieme spojitid premennd x = iAx kde napr.
Ax=L/N pri L - dizka systému pri 1D kontinuu. Uvedomme si Ax — O pri N — oo. Takto pri-
chdadzame k pojmu pol’a g(x,t). Casovi derivécia v je pri nemennom i a preto pri zavedeni
premennej x musime pisat’ casovu derivaciu ako parcidlnu derivdciu

d
EQ(XJ) :f[x7Q(x/7t)]7 (350)

Vo vseobecnosti, prava strana zdvisi od nezndameho pol'a g(x’,z) aj vo vSetkych pripustnych hod-
notdch x/, nie len v x. V pripade rieSenia viacerych poli mame vo vSeobecnosti niekol'ko zloZiek
neznamych poli go(¥,t),x = 1,...,M, zévisiacich od polohového vektoru 7

0
Eq(x(?at):f06<?7q1(?/7t)7'--7qM(?/7t))' (351)

Volame ich parcidlne diferencidlne rovnice. (NemdZeme povedat’ 1. rddu nakol’ko prava strana
vel'mi Caso obsahuje aj druhé derivacie vzhl’adom na priestorové premenné. Pre nase ucely by sme
ich mohli volat’ parcidlne direfencidlne rovnice 1. rddu vzhI’adom na Cas ale toto nie je pouZivané
beZne.)

e DemonStrany prikad:
Model elastického kontinua v 1D mozno ziskat’ limitnym prechodom N — o, NAx = L z retiazky
spojenych harmonickych oscilatorov (Obrazok[16)).

VInova rovnica: Pre odvodenie pohybovych rovnic pre hmotnosti i =2, ..., N — 1 vyjdeme z Newto-
novej pohybovej rovnice pre kazdi hmotnost’ a vyzaru pre silu posobiacu na hmotnost” od pruZiny

F = —ky kde y je vychylka konca pruziny od jej rovnovdZneho stavu:

dq;

me 4 = kg gim) ki~ i) (352)
d?q; k
—7 = i 2aitai) (353)

9%q(x,t k

L0 = E gl dn) = 2q(n0) +glx—ax) (354)

t
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Pre Ax — 0 m6Zeme pouzit' Taylorov rozvoj pre susedné vychylky

dq 19%g

Ax) = A+ == (Ax)* + ... 355
gatar) ~ g+ Glact S5yt (359)
dq 19%g )
—Ax) =~ - ——(Ax 356
ga—a) ~ gl - Flact S A0+ (356)
(357)
ktorych dosadenim do rovnice (354) dostaneme “vInovi rovnicu”
%q(x,t)  k(Ax)? 9%q(x,t
ot 2m  gx?
Okrajové podmienky: Pohybové rovnice koncovych bodov: ak ukotvené na stene
d2
m= 3 = ki —kq —q) (359)
d2
o= —kav—av-1) —kay (360)
¢o sa d4 napisat’ ako pohybové rovnice pre vniitorné body ak priddme podmienky
90=0, gny1=0, (361)
ktoré v limite prejdid na nulové Dirichletove okrajové podmienky
qx=0)=0, g(x=L)=0. (362)
Ak by sme mali vol'né konce bude platit’
d2
m=IL = k(g —q2) (363)
dt
d2
W = —klgy—an-1) (364)
dt
¢o sa dd napisat’ ako pohybové rovnice pre vnitorné body ak pridime podmienky,
91—q90=0, gN—gn+1=0, (365)
ktoré v limite prejdi na nulové von Neumannove okrajové podmienky
d d
e Y e - (366)
ox x=0 ox x=L

Okrajové podmienky, ¢i uz Dirichletove, von Neumanove alebo iné, si neoddelitel'nou sucast’ ou
samotnej parcidlnej diferencidlnej rovnice; tu ndm vznikli ako dosledok limitného prechodu spolu
s objavenim sa druhej parcidlnej derivécie podl'a x na pravej strane diferencidlnej rovnice. Bez ich
uvedenia nemaju rovnice jednoznacné riesenie.

R . <. « k(Ax)? p . e
RieSenia: Ak si ozna¢ime konStanty % = ¢2, potom ¢ ma zmysel rychlosti §irenia vzruchov

(zvuku) v retiazke, t.j. 'ubovol'nd vychylka dand pociato¢nou podmienkou v ¢ase r = 0 ako g(x,t =
0) = go(x) vedie pre r > 0 na rieSenie vlnovej rovnice

q(x,t) = qo(xLct). (367)
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Prepis do Standartného tvaru (len s prvymi derivdciami ¢asovymi) moZzno previest’ zavedenim rych-
lostného pol'a

) t
v(x,1) = qg;,) (368)
a potom ziskame systém dynamickych rovnic
Av(x,1) 5 9%q(x,1)
= A A 369
ot ¢ ox? (369)
0 t
qé—’;’) = v(x1) (370)

Pozndmka: pozor, aj ¢ aj v(x,t) sd rychlosti, ale celkom odlinych objektor. ¢ je konStantnd rychlost’
ktorou sa §iri akykol'vek vzruch cez retiazku a v(x,7) je premenliva (oscilujica) rychlost’ malych
hmotnych elementov m nachddzajicich sa v blizkosti polohy x v Case .

Maxwellove rovnice Predstavujui systém parcidlnych diferencidlnych rovnic pre vektorové polia E
aB

E =
((997 — _VxE 371)
1 0E . .
27 —Uoj+V xB (372)

s tym, Ze potiato¢né podmienky, t.j. polia v # = 0, musia spliiat’

v.B—0, V.E=P, (373)
€
Uloha: Presvedite sa, Ze ak elektrické a magnetické polia spliiaji podmienky l) potom su tieto
podmienky splnené a pre kazdy nasledujuci Cas.

Naviac, polia musia spiﬁat’ a okrajové podmienky; vo vol'nom pristore B—0aE —0 pre 7 — oo, V
obmedzenom prostredi zdvisia okrajové podmienky od charakteru materidlu a mo6zu byt zdanlivo
dost’ odlisné od Dirichlevovych alebo von Neumannovych, napr. E x dS = 0 na kovoch kde dS
je normélovy vektor povrchu kovu a || 12173 -d7¥ = U kde body 1 a 2 lezia na dvoch kovoch medzi
ktorymi je napitie U.
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e Predstava numerického riesenia casovo-zavislych PDR PouZijeme spitné zobrazenie na dis-
krétny model, diskretizdciou priestorovej premennej:

ov(x;t) CzQ(thAxaf) —2q(x;,t) +q(xi — Ax)

o (Ax)? G7
aqu;’t ) ) (375)

v bodoch x; = x¢ + iAx, pre i = 2,...,N — 1 + okrajové podmienky pre x| a xy.

Pouzijeme Eulerovu metddu rieSenia vyslednych obycCajnych diferencidlnych rovnic tak Ze diskre-
tizujeme aj Cas, t € (0,T7) —t, =ndt,n=0,1,2,....M:

2q(Xiv1,tn) = 2q(xi,tn) + q(Xi—1,tn) 5
(Ax)?
Q(xiatn+1) = Q(xi»tn)'i'V(xiatn)B (377)

V(Xista1) = VXiyta) +c (376)

Tieto rovnice mbéZeme riesit’ itera¢ne numericky, zacinajic s pociatocnou podmienkou v(x;,t =0) =
vo(xi) a g(xi,t =0) = qo(x;).
Na prednéske boli aj obrazky ako propagujeme o krok & a 24.

V praxi sa pouZzivaju podstatne efektivnejSie metédy napr. na diskretizdciu priestorovych premen-
nych - rozvoj do kone¢nej bazy a na Casové propagovanie Lanczosova diagonalizdcia v Krylovovom
podpriestore priestoru generovanom vyssie spomenutou kone¢nou bazou.
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4.3 Pojmy a veli¢iny v dynamike kontinua v 3D

1. Lagrangeov pristup k popisu kontinua.
Predpoklad popisu kontinua - hmotné elementy kontinua s konStantnou hmotnost’ ou menia svoj tvar
a vel'’kost’ sa hybu po drahach, ktoré sa navzdjom nepretinaju, 7(z, 7). Polohovy vektor 7y oznacuje
pociato¢nu polohu elementu v Case t = 0. Z tejto predstavy dostavame, Ze rychlost’ elementu kon-

tinua bude J (7o) dy(t.To) - da(t.Fo)
VL (t:70) dtr( 10 dt e dt It dt

Zrychlenie elementu kontinua pomocou Lagrangeovho pohl’adu:

L d_
a(t,ro) = EvL(t’rO)

Eulerov pristup k popisu kontinua.
V(7,t) - rychlostné vektorové pole uddvajiice lokdlnu rychlost’ kontinua v mieste 7 a Case ¢. Toto
priamo suvisi s rychlost’ou elementu,

VL(1,70) = V(7(,70),1)
Zrychlenie elementu vyjadrené pomocou rychlostného pol’a potom bude

dVL<t,7(I,ro)> d

) = CHEEN (), (e )2l 7)) @78)
_ 8\7(x(t,?0),y(t,?’0),z(t,70) + 8\7(x(t,?0),y(t,70),z(t,?o) dX(t,?o)
ot Jx dt
+a\_;(X(t,?0),)1([,70),2(1‘,?0) dy(ta?O) + aV(X<[,?0),y(t,70),z(t,70) dZ(l‘,?()) (379)
dy dt dz dt
= avgt,t) R L) -V D) (380)

kde V¥(7,1) je gradient z vektorového pol’a (vysledok takej operécie je tenzor).

Clen s gradientom rychlostného pol’a je dévodom komplikacii hydrodynamiky: je inherentne neli-
nearny vzhl’adom na rychlostné pole.

Néjdeny vyraz pre deriviciu veliiny spojenej s hybucim sa kontinuom (v tomto pripade rychlost’
vy) podl’a Casu,

d a3 .
o= 2TV (381)

nazyvame hydrodynamicka derivacia. Predstavuje rychlost’ zmeny takej vlastnosti kontinua, ktora
je viazand na samotny materidl kontinua a teda je nim “undSand”.

2. Pojem hustoty hmotnosti
p(#1) : Mo(t) = / d>rp(7,1) (382)
Q
Priklady inych poli:

(a) Hustota elektrického ndboja, p¢(7,1) = ;=-p(7,1) kde p(¥,1) je hustota hmotnosti elektrénov,
e je ndboj jedného elektrénu a m, jeho hmotnost’.
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(b) Hustota Castic i-teho druhu (potrebné pri chemickych reakcidch)
n'(#,r) : NL(t) = / d*ril (7,1) (383)
Q
p(7,1) =) Mon'(7,1) (384)
i

(c) Specifickd vniitornd energia (potrebné pri vedeni tepla)

(1) :%m®=/0fw@W@ﬂ (385)
Qt

w _ v do

@ @ T (386)

kde poslednd rovnica predstavuje 1. vetu termodynamickd.

3. Pojem vektorového pol’a hustoty toku hmotnosti fp (F,1):

]_"p -dSdt = “hmotnost’ ktora preide ploskou dS za kréatky Cas dt”

AM AldS ~ vdt-dS

— = 387
dt dt P dt P (387)
Jp(Fit) = V(#1)p(F,1) (388)
4. Rovnica kontinuity - odvodenie pomocou ['ubovol’nej no nehybnej oblasti 2.
d _— ap (7.t s N
—/ Prp(F,1) = —/a’S-jp(?,t) = P LG B8 ) =0 (389)
dt Jo > ot
Rovnica kontinuity pouzitim hydrodynamickej derivicie,
dp
— 4+pV-V=0 390
o TPV (390)

Poznamka: pre nestlaCitel'nd kvapalonu mame Z—’t) =0 tj. V-V =0 o vytvara anal6giu medzi

stacionarnym elektrickym pol’om vo vdkuu a rychlostnym pol’om nestlacitel' nej kvapaliny.

Pozndmka 2: Rovnica kontinuity sa dd ziskat’ aj z I'ubovolného objemu Q(t), ale takého Ze objem
Q(t) sa hybe s kontinuom (t.j. jeho hranice st pevne spojené s ur¢itymi bodmi kontinua), t.j.

d 3 24 —
E/Q(;)d rp(7,t) =0.

Tento postup bol v zime 2009 odprednésany.

5. (V 2009 neodprednasam, je to len pre zvedavych) Zaklana
veta kinematiky kontinua - najvSeobecnejsi pohyb dosta-
tocne malého elementu kontinua je paralelny prenos, otoce-
nie a roztiahnutie (stlacenie) v 3 linedrne nezavislych sme- o o
roch [4]]. g %

T (eeay)

W(F+8d;) ~ V(F)+8d;- V() =¥(F) + (¥(F)V) - 8G;

— W)+ B(F) x 8@+ L€ (7)- 8+ 0|8,

d
dt

kde |
o(F) = EV X V()
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predstavuje lokdlnu rotdciu kontinua (evidentne vSetky dd; sa nato¢ia o uhol @(7)dr) a

CE )= 5 (7)) + Vi)

predstavuje casovi zmenu tenzora deformécia kontinua. Ak lokdlne nato¢ime suradnicovy systém

< —
tak aby € bol diagondlny dostaneme (ak zvolime dd; ako vlastné vektory € (7))
A3a,~ = Sii5a,~, i= 172,3
a pre relativnu zmenu dostato¢ne malého objemu (s danym mnoZstvom hmotnosti)

o
OV/V=¢1+en+en=Tre€ .
Alebo, pouzitim ¢asovych derivacii

1dv. 1 dp(¥)

o e—v.v
- = = —Ir — .
V dt p(¥) dt dt Y

(rovnica kontinuity)
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6. Pohybova rovnica kontinua (Newtonova pohybova rovnica)

(a) Sily

Sily, ktoré posobia na vybrany objem kontinua Q(t), fixovany na hmotu kontinua, t.j. s ne-
mennou celkovou hmotnost’ou, moézeme rozdelit’ na krdtko-dosahové a d’aleko-dosahové.

(b) Krétko-dosahové sily pdsobia cez plochu X(¢), ktord uzatvara objem (7). Popisujeme ich
pomocou tenzora napdtia - ten dava silu, ktorou posobi vonkajsi materidl na element plochy

ds,
— - <_>
dF = dS- o (A1), (391)
. Lo
= / ds- o (¥1). (392)
(1)
Priklady:
1. Tlak predstavuje zaporné napétie pre izotrépne prostredie
> L&
c=—-p#1) 1, (393)

11

pretoZe ¢o do vel'kosti vieme, Ze dF = pdS, a orientécia je takd, Ze ak prostredie okolo
oblasti Q(¢) je charakterizované tlakom p, potom prostredie pdsobi smerom do Q(t), t.j.
proti smeru orientdcie obopinajicej tento objem (uzavreta plocha je vZdy orientovana
smerom von) ¢im nachddzame

dF = —dSp

¢o sa dd zapisat’ aj ako rovnica (393).
Samotny tlak p sa neberie ako nova nezndma veliCina, ale urCuje sa pomocou lokdlnej
hustoty p(7,1), t.j.
p(?,l) = f(p<?at))
kde funkcia f() md najcastejSie mocninny charakter.
Napr. pre mono-molekuldrne plyny blizke k idedlnym plati stavova rovnica

pV =nRT,

kde p je tlak plynu, V je jeho objem, n ldtkové mnoZstvo, R moldrna plynova konStanta a
T termodynamicka teplota plynu. Vyjadrenim latkového mnoZstva n pomocou hmotnosti
m a mélovej hmotnosti M,,, n = m/M,, dostaneme

p(?,t) = p(?vt)M_mT
V principe aj teplota bude mat’ zdvislost od miesta a asu, T(7,¢) no pre jej uvdZenie
je potrebné uvazovat’ aj rovnicu vedenia tepla ku ktorej sa vrdmci naSich predndsok uz
nedostaneme.

Viskézne sily sa prejavuju pomocou tenzora napitia. Motivdcia ku viskozite - tangen-
cidlne sily, a intuitivny vzt ah

ovy

dx

(pre detailny vyklad vid’ pozndmky z prednédsok)

Presna definicia pre nestlacitel'né kontinuum je

e VA AT - o dv,  dvg w == OV, OV
Gn—(l]+ﬁ>(ax + ay)+(zk+kf)(ax+ az)+(]k+k])(ay + aZ) (394)

F,=n
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¢o mozno vektorovo zapisat’ aj ako

2 —
?n:n(vva—gv-v 1), (395)

kde operacia VV je ndm uz znany vyraz pre gradient vektorového pol'a (vyskytol sa pri
zavedeni hydrodynamickej derivécie)

Jve vy Iy

AN
OVys OVyss OV, SR dx é)x Jx S
g g, OVyre OVe _ (77 dv Iy O ;
Vv = Fp i+ e ij+ axlk—i—...— <l,],k> Era J
vy vy Iy k

dz dz Iz

a operacia VV je predstavuje vyraz

vy dvy dvy 2
dx dy 9z 1
OVysr OVioo OVyr SR , .
W= Sl S S = (L7F) | 5 e % |
G ¢ g o o |\

dx dy Oz

Prvé dva ¢leny v (395) teda predstavuji symetrizdciu vyS$Si uvedenej metice derivécii
(pre vylucenie Cistej rotdcie), posledny vylucenie tzv. objemovej viskozity suvisiacej so
stldicanim kontinua. 1 sa nazyva dynamicky koeficient viskozity. Tvar (395)) je platny aj
pre stlacitel'né viskdzne kontinuum.

Pouziva sa aj definicia koeficientu kinematickej viskozity, y

2.—1

= —, :ms_
v=50 1

Pre predstavu, pre vodu mame y ~ 0.01cm?s~!.

Do pohybovej rovnice neslacitel'nej kvapaliny vstupuje tenzor viskozity v tvare
—
V. 0= nAV. (396)

(c) Daleko-dosahové sily st bud’ gravitatného alebo elektro-magnetického pdvodu a mdzeme ich
vyjadrit’ pomocou sily pdsobiacej na jednotku hmotnosti kontinua (Specifickej sily) f(7,1),

e
dF — /Q  roC0TE) (397)

Priklady:

—

1. Specifickd gravitacnd sila v homogénnom gravitacnom poli, f(?, 1)=2g.
ii. Specifickd Lorentzova sila (elektromagneticka sila)

fon =2 (E(?,t) L) X E(?,t)) :

kde g/m, je pomer ndboju a hmotnosti Castic tvoriace Studované kontinuum a E a B si
polia elektrickej intenzity a magnetickej indukcie.

Niekedy mdzeme zapisat’ Specificku silu tvare potencialu, t.j.
f(?at> = _V(P(?at)v
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(d)

Napr. pre elektrostatické polia

f(71) = p@r)miqﬁ(?) —~ —p(ﬁr)miqu(?),

kde ¢ (¥) je elektrostaticky potencial, alebo pre gravitacné pole
f(?at> = p(?at)gz _p(?7t)v(_§?)v

kde —g -7 = gh je gravitaCny potencidl v homogénnom gravitatnom poli (2 ma zmysel vysky).

Samotnd rovnica sa odvodi z Newtonoveho pohybového z4-

kona
dp_¢ Q(t+dy)
dt ’

kde P je hybnost’ &asti kontinua uzavretého v oblasti Q(¢),

P— / dmii = / Brp 7,007 1),
()

aF je celkova sila Co na tuto Cast’ kontinua pdsobi, t.j. )
Zmena objemu Q(¢), pevne

d . N . .
_/ p(?,t)ﬁ(?,t)aﬁrz/ dF+/dS- g spojenom s,kvontmuom, za
dt Jo(r) Q(r) maly Cas dt.

s vysledkom (tu nasleduje pouzitie hydrodynamicke;j deri-
vécie a Gaussobej vety, spravil na tabulu, vid’ poznamky z
prednésok.)

Vysledna pohybova rovnica kontinua potom je:

<l

p(7.t) (@ + (7,t)~V\7(?,t)> -V. o (7,0) + f(7,1). (398)

Tato nam déva diferencidlnu rovnicu pre ¢asovi zmenu rychlostného pol’a v 'ubovol’'nom
mieste kontinua. Spolu s rovnicou kontinuity a rovnicou pre tenzor napitia tvoria tento systém
uzavrety systém rovnic ktory je typicky nutné rieSit’ numerickymi metédami.
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Tri uzitocné identity:
1. Pouzitim “bac - cab” 1
v-vvzvivz—w (V x¥) (399)

t.j. hustota kin. energie a virivost'. Tento ¢len zabezpecuje inherentne nelinedrny charakter dyna-
miky kontinua - nepritomny len pre malé kmity bez prenosu latky (napr. pruZznost’ a zvuk v tuhych
latkach).

2. Pouzitim “bac - cab”
Vx(VxV)=V(V-V)-AV (400)

3. Definujme si symetrizovany gradient vektorového pol'a V(7 1) =V,

avi av;
VVi+ 9V = 1)ée, 401
V+V ;(axj—l— 8x,-)e’ej (401)
potom 3. identita je
V- (VV43V) = AV+V(V ) (402)

4.3.1 Klasifikdcia kontinui (Comu sa rovna tenzor napiitia a kedy plati Bernoulliho rovnica?)

Idealna kvapalina (suchd voda):

1. Nestlacitel'nd: ‘fi—f =0 — p(¥,t) = const ¢o z rovnice kontinutiy, %—’; = —V - (pV), da doleziti
podmienku na I'ubovolné nestalCitel’' né pradenie

V-v=0.
2. Bez viskozity: o= —p 1 , p taky aby bol objem kvapaliny nemenny.
3. Bernoulliho rovnica plati.
Nestlacite'na kvapalina (mokra voda):
1. Nestlacitel'na: ‘2—‘; =0—p(#,t) =constaV-v=0.
>
o

—
2. Viskézna: =—p 1 +n(VV¥+VV),kde (VV);; = % a 1 je koeficient dynamickej viskozity.
J

e motivicia s tokom v smere x, Fy = Sy0yc ~ 1] %_‘;\'
e symetrizacia, aby sa vylucili Cisté rotdcie ked’ v = @ x 7.
Pohybova rovnica pouZzitim vzt'ahu (#02) potom nadobudne tvar Navier-Stokesovej rovnice:

av 1 n -
X (VX V)= ——Vp+ AV
at+v><( X V) 5 p+p v+ f

3. Bernoulliho rovnica plati iba ak je prdadenie lamindrne, t.j. V XV =0
StlacitePny plyn (skor ako kvapalina):

1. ak zanedbdme viskozitu, ¢o je pre mnoho plynov a typické podmienky v ktorych sa nachddzaju
o >
dobré priblizenie, bude o= —p 1
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2. idedlny plyn - p(7,t) = p(7,1)T (¥,t)R /My, R = kgN4 mélova plynovd konstanta, kg je Boltzmanova

5.

Tuhé la

2.

3.

. redlny plyn - je stlacitel'ny ( koeficient stladitel' nosti Kk = — o

konstanta a M( je hmotnost’ jedného molu kontinua. Vo vSeobecnosti zistavame d’al’Sie skalarne
pole ktoré musime pocitat’ - teplotné pole T (¥,t). V nasledujicom pri diskusii redlnych plynov,
bude dynamika teplotného pol’a povaZzovana za vel’'mi rychlu (adiabaticky dej) alebo naopak, vobec
nemennu (izotermicky dej) a teda sa nou nebudeme explicitne zaoberat’.

viy_dpl
\%4

= 5, p I - pricom tlak je funkciou

jeho hustoty, p(p).

Casto mozno tidto zdvislost modelovat’ (alebo dokonca odvodit’) v tvare rovnice polytropy

P _ (ﬂ)
Po Po

(pre adiabaticky proces n = 1.4)

. Pre pohybové rovnice je ddlezity termodynamicky potencidl h(p,T)

1 P dp
dh = ~dp = h(p =/ p_
P (P) po P(P)

(pre Bernoulliho rovnicu pre stlacitel'ny plyn) Napr. pre izotermické prudenie

RT
h(T,p) = 57 P

pre polytropu
I/n 1_
h( ) _ Po pl 1/n
Po 1— 1/71

Bernoulliho rovnica plati, ale miesto ¢lena p(¥)/p musime vziat' h(p(7)).

tky (len extrémne stru¢ne):

Namiesto rychlostného pol'a je hl’adanou veli¢inou tenzor deformécie &

Avi(7,t)
Z S-ai, = 5 (V) +V5()

V pripade elastickych deformadcii pouZzivame zovSeobecneny Hookov zdkon:

AN
— o o
=7-€ tj. Gij = Z Yeimn€mn

kimn
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4.3.2 Stacionarne pridenie
Pridnica: krivka majica v kazom bode 7 a Case ¢ dotykovy vektor dany vektorovym polom V(7,7).
Pozdi7 pridnice méme vdr -V x ¥ = 0. Ak najprv uvézime nesladitel'nd kvapalinu (p = konst) a in-

tegrujeme pohybovu rovnicu pozdlz pruadnice, pricom uvaZime len posobenie homogenneho gravitacného
pola, t.j. f=g= —V(—g-r) = —V¢, a pouzime vzt'ah (399) na prepis ¢lena “V - Vi, dostaneme

/”d7.v(1v2+3+¢g) — ﬂ rld?Av (403)
7o 2 p
I 7 I 7
V) + L Zl) (?l)}—[iﬁ(ﬁ,) b (1:0) (70)} = ’7 / d7- AV (404)
(405)
t.j. vyraz )
ZV(?)2+%+%<?),

so zmyslom hustoty energie kontinua, je konStantny na pridnici, ak je viskozita nulova, rsp. pribliZzne
konStantny ak je viskozit mal4.
Komentére:

e pre lamindrne pridenie je tito hodnota rovnaka pre vSetky pridnice nakol'’ko v tomto pripade V x
v = 0 nezavisle od krivky po ktorej integrujeme.

e pre nesltaCitel'nd kvapalinu, t.j. V-V =0, a prddenie je laminarne, t.j. V x ¥ = 0 mame podI’a rovnice
(400) Ze aj AV = 0 a preto v takomto pripade bude platit’ Bernoulliho rovnica aj pre lamindrne
priddenie viskéznej kvapaliny.

e pre stlacitel'nd kvapalinu, rsp. plyn nemoZno previest’ hustotu pod znak gradientu, namiesto toho
treba zavist’ termodynamicky potencial,

1
—Vp=Vh (406)
o)

¢o v kone¢nom dobsledku vedie na Bernoulliho rovnicu v tvare

%v(?)2 +h(7) + ¢ (7) = konst.
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(neodprednadsané na jeseri 2008)

4.4 Prudenie viskoznej kvapaliny

Motivdvia ku viskozite - tangencidlne sily, a intuitivny vzt ah
adv
F=n==.
» =%
Definicia je pomocou ¢asovej zmeny tenzora deformécie (zavedeny v zdkladnej vete kinematiky kontinua)
—
4 &=1(Vi+iV)

dt
<~ 2 —
Gn:n(VV+W—§V~\7 1), (407)
(prvé dva Cleny - symetrizacia, posledny - vylicenie objemovej viskozity p, = —vV -V.) kde 1 sa nazyva
dynamicky koeficient viskozity. Do pohybovej rovnice neslacitel'nej kvapaliny vstupuje v tvare
H e
V. 0 y=nAV (408)
z ¢oho dostdvame Navier-Stokes-ovu rovnicu nestlacitel' nej kvapaliny
av 1 n =
— +Vx(VxV)=—=Vp+—AV 409
8t+v (V x ) P p+p v+ f (409)
kde sa pouziva definicia kinematickej viskozity, y
n —
y=—. [=m’s"

)
Pre predstavu, pre vodu mame ¥~ 0.01cm?s~!.
Teraz nasleduje rieSenie toku v tentkej vodorovnej trubici...

s vysledkom

A
ve(r) = ﬁ(Rz—rz) (410)
A
plx) = —7px+po 411)
Y _RZAp
"= R 8l (412)

Celkovy tok a analdgia elektrického odporu.

4.5 Teéria podobnosti a turbulencia

Reynolds (1883-95) prepojenie tedria a praxe - vzt'ah procesov na roznych mierkach (podobnost’)
Identifik4cia veli¢in podstatnych pre ustdlené pradenie:

nl v p y=n/p Ap

Pomer veli¢in v Navier-Stokes-ovej rovnici:

=Re (413)

1/pVp/—~ == = —5 (414)

Pouzitie tychto pozorovani:
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e ustdlené tecCenia s identickym Reynoldosovym ¢islom Re su si podobné.

e tecCenie v trubici dalo
64

Ap = —pu—l )L_Re

e experimentélne porozovania pre turbulentné pridenia

A = A(Re)

e ... tj. centrdlna je zdvislost’ A od Re. Kvalitativna zmena v tejto zavislosti - kritické Reynoldsovo
¢islo (500-20000) - prechod od laminarneho (stdva sa nestabilnym) k turbulentnému pradeniu.

—InRe+1n64, Re < Re,

In4 (Re) :{ —1InRe+1n0.3164 Re > Re, (415)

Poznamka: Hodnota kritického Reynoldsovho ¢isla, R., zavisi od konkrétnej geometrie problému.
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